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Prologo 


Este libro ofrece un curso completo sobre dlgebra elemental. Mediante una selecci6n 
adecuada de los temas puede ser usado desde el nivel de secundaria hasta el primer 
afio de diversas carreras universitarias. 

En esta tercera edicidn se ha incluido al final de cada capftulo (excepto el se- 
gundo), antes de los ejercicios de repaso, un resumen con lo que consideramos lo 
mds importante o util y susceptible de presentarse de manera breve. En el capftulo 2, 
Sistemas de numeration, se agregd, en la parte correspondiente al sistema maya, el 
algoritmo de la multiplicacidn usado por esa civilizaci6n. En el capftulo 5 se aftadid 
la seccidn Ecuacion (pendiente-ordenada al on gen) de la recta como auxiliar para la 
interpretation de la resolucidn de las ecuaciones de primer grado. En el capftulo 8, 
Expresiones rationales, consideramos conveniente reestructurar la presentaci6n de 
la divisidn sintdtica, que es un algoritmo muy sencillo para hacer ciertas divisiones 
entre polinomios, y que usamos, por ejemplo, para comprobar si un numero en par¬ 
ticular es rafz de un polinomio dado. En el capftulo 10 incluimos las secciones In¬ 
terpretation geometrica de la resolution de ecuaciones de segundo grado y Algunos 
elementos de la parabola, las que, por supuesto, estdn estrechamente ligadas. En 
toda la obra se han incluido muchas mds notas al margen con informacidn que cree- 
mos serd interesante para los lectores. Todo esto aunado a los cambios y adiciones 
hechos en la segunda edicidn. Nuestra intencidn ha sido el mejoramiento del libro y 
que dste satisfaga una mayor cantidad de necesidades y expectativas. 

Desde su edicidn original, el objetivo de este texto ha sido el de mostrar que el 
dlgebra, desde su nivel bdsico, es una herramienta muy util tanto para el estudio de 
otras ramas de la matemdtica como de otras ciencias. Para motivar la presentacidn 
y el desarrollo de los conceptos y mdtodos del dlgebra, cada seccidn inicia con un 
problema cuya naturaleza varfa de acuerdo al tema: algunos tratan sobre fisica o quf- 
mica, mientras que otros se refieren a economfa o astronomfa; inclusive algunos son 
presentados mediante ingeniosas y sencillas rimas. Por ejemplo, en el capftulo 11 se 
hace una presentacidn del mdtodo algebraico para el balanceo de ecuaciones; tema 
al que por lo general no se le da importancia en los cursos de qufmica, en donde se 
prefieren los mdtodos de tanteo y de oxidacidn-reduccidn, que quizds son eficientes 
cuando las ecuaciones son sencillas, pero que no son prdcticos cuando dstas se hacen 
complejas. 

Se propicia que el lector adquiera la habilidad de traducir al lenguaje algebraico 
los problemas planteados en lenguaje ordinario y que manipule de manera correcta 
las variables y los numeros. Se vincula el proceso de dominio de las reglas y tdcni- 
cas bdsicas del dlgebra con la resolucidn de problemas que muestran la variedad de 


X 


Pro logo 


situaciones en las que dsta es aplicable con todo el poder y la generalidad que sus 
m^todos poseen. 

Cada seccidn inicia con un problema que, una vez resuelto, da pie a una explica- 
ci6n de los nuevos conceptos y tdcnicas que intervinieron en su soluci6n; asimismo, 
para reforzar el buen uso de los nuevos conocimientos, se presentan otros ejercicios 
con sus respectivas soluciones. Las seed ones son coitas con el fin de que los co¬ 
nocimientos recidn adquiridos puedan asimilarse y ponerse en prdctica a la mayor 
brevedad. 

Prdeticamente todos capftulos finalizan con dos sectiones: Resumen y Ejerci¬ 
cios de repaso; en esta ultima se debe usar no s61o el material visto en el capftulo, se 
requieren los conodmientos previamente estudiados. Ambas ofrecen la oportunidad 
de rcafirmar lo aprendido y propidan su reflexidn sobre los temas expuestos. 

E3 material de los primeros tres capftulos es bdsico para la formacidn de un estu- 
diante, su dominio es vital para un curso de dlgebra. Sin embargo, si dicho material 
ya es del dominio del alumno, puede omitir su presentacidn en la clase; aunque lo 
recomendable en ese caso es dedicarle algun tiempo para presentarlo a man era de 
repaso. 

A lo largo del libro se aprovecha la intuid6n geomdrica y se muestra la vincu- 
laci6n de la geometrfa con el dlgebra. Dos de las nuevas adiciones al libro se deben a 
esta intenci6n de ligar los problemas algebraicos con la geometrfa. Por ejemplo, las 
leyes de los signos para la multiplicad6n se justifican geomdricamente, y al tratar 
los sistemas de ecuaciones lineales, y de una ecuacidn lineal y una cuadrdtica, se 
hace ver que resolverlos equivale a encontrar la interseccidn de dos o mds rectas, y 
la de una recta con una pardbola. 

Los mds de 3750 ejercicios y problemas de que consta el libro ofrecen al pro- 
fesor la oportunidad de seleccionar un buena cantidad para trabajar en clase, dejar 
otros para que el alumno los resuelva de manera individual, y todavfa tendrd a su 
disposici6n material suficiente para preparar los exdmenes respectivos. 

Como apoyo al estudiante, al final del libro aparecen las respuestas a todos los 
ejercicios; esto le permitird valorar de manera personal sus avances. En este punto es 
aconsejable que a medida que sus aciertos le hagan confiar mds en su destreza, evite, 
en lo posible, la confrontacidn de sus resultados con la respuesta ofrecida. 
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1.3 
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1.4 

Union de conjuntos 
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conjuntos 

1.6 

Propiedad distributiva 

1.7 

Leyes de De Morgan 
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Producto cartesiano 

1.9 

Ejerricios de repaso 


L a mente humana tiene una inclination a agrupar personas,animales,co- 
sas, ideas. En matematicas esta tendencia a reunir se representa con el 
concepto de conjunto. Los conjuntos aparecen en muchas formas: conjuntos 
de numeros, conjuntos de soluciones, conjuntos de ecuaciones. Las ideas ba- 
sicas sobre este tema fueron desarrolladas por el matematico aleman George 
Cantor (1845-1918). En este capitulo estudiaremos los concept os basicos por 
medio de ejemplos y aplicaciones de la aritmetica y el algebra. 

1.1 Definiciones y notaciones 

Encontr ar todos los divisores positivos de 28; es decir, los enteros positivos que 
dividen a 28. 

Solution: Observamos que la respuesta es una coleccion de numeros 
que denotamos como: 

{1,2,4,7,14,28}. 

Un conjunto es una coleccion de objetos. Los objetos en el conjunto se cono- 
cen como elementos del conjunto y se dice que pertenecen o que estan en el 
conjunto. 

En general usamos letras mayusculas, A, B, C, ... X, Y, Z, para deno¬ 
tar los conjuntos, y letras minusculas, a.b.c ,... x, y, z, para denotar los obje¬ 
tos. Escribimos x e A para indicar que el elemento x pertenece al conjunto A. 
Escribimos x £ A si x no pertenece a A. 

Hay algunos conjuntos particulares que tienen asignada una letra especial. 
Porejemplo,el conjunto de los numeros naturales (los enteros no negativos) se 
denota por Li y el de todos los numeros enteros (positivos, negativos y el cero) 
por Z. Con R se denota el conjunto de todos los numeros reales. 

Para referirse a un conjunto se usan basicamente dos maneras. La primera 
consiste en escribir la lista de todos sus elementos, encerrada entre Haves, tal 
como lo hicimos en el ejemplo introductorio en que escribimos: 

{1,2,4,7,14,28} 

para referirnos a los divisores positivos del numero 28. 

La segunda se obtiene al escribir entre Haves expresiones que caracterizan 
a los elementos del conjunto; por ejemplo, si A es nuevamente el conjunto de 
todos los divisores positivos de 28, entonces podemos escribir: 

A = {« e LJ | n divide a 28} 
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lo cual se lee: A es el conjunto de todos los numeros naturales tales 

que (I) n divide a 28. Observa en este ejemplo que para que un objeto n perte- 
nezca a A debe tener dos caracterfsticas: 

• n debe ser un numero natural. 

• n debe ser divisor de 28. 

Algunas veces se usa una tercera manera de describir un conjunto particular, 
la cual, en cierto modo, mezcla las dos anteriores. Por ejemplo, en ocasiones 
escribimos: 

{1,2,3,...} 

para referirnos al conjunto de los numeros enteros positivos. 

En este tipo de notation se dan los primeros terminos de la lista de los 
elementos que conforman el conjunto y con ellos se establece el criterio para 
determinar el resto de los elementos del conjunto. Los puntos suspensivos se 
usan para indicar que la lista continua indefinidamente. 

Otro ejemplo del tipo anterior es el siguiente: 



lo cual nos da una manera economica para referirnos al conjunto 


C = 



p es un natural impar, q = p +1 


En matematicas es frecuente que nos interesemos en conjuntos que estan 
formados por las soluciones de ciertas ecuaciones o desigualdades. En algunos 
de los siguientes ejemplos nos encontraremos con conjuntos de este tipo. 


" EJEMPLOS 

1u El conjunto de los numeros racionales se denota por Q; es decir, 


Q = <— 


p es un entero y q es un natural positivo 


^Pertenece -5 al conjunto Q? 

Solution: En vista de que -5 = ^ y de que -5 es un entero y 1 es natural 
positivo, concluimos que -5 e Q. 


2. Llamamos C al conjunto de los enteros pares mayores que -7y menores que 
9. Escribir el conjunto C usando una de las notaciones vistas anteriormente. 

Solution: Una solucion es: 

C = {-6,-4, -2,0,2,4,6,8}. 

Otra solucion es: 

C = {zeZ|-7<z<9yzes par}. 
i,Se te ocurre otra manera de presentar a C? 

3. Comprobar que 0 no pertenece al conjunto A formado por todos los ente¬ 
ros cuyo cuadrado es mayor que 0. 

Solution: Tenemos que 


A = {z e Z | z * 2 3 > 0} 
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y 0 e Z. Por otra parte, 0 ! = 0 y, por tanto, 0 no cumple la condicidn de 
que su cuadrado supere al 0, por lo que 0 (A 

4. Sabemos que n es un numero mayor que 3.14 y menor que 3.1416. 
Consideremos el conjunto 

fi={jcelR| tt< x<4}. 

Encontrar un numero real que sea elemento de B y otro que no lo sea. 

Solution: Para que un elemento x pertenezca aBse requiere que tenga 
tres propiedades: 

• xeR. 

• K<X. 

• x<4. 

Basta que x no cumpla una de estas tres propiedades para que x no este 
en B. 

A si, una solution es: 

3.5 es elemento de B , ya que 3.5 eR,r< 3.1416 < 3.5 y 3.5 < 4. 

3 no pertenece a B, puesto que 3 < 3.14 <n, asi que no cumple la segunda 
de las propiedades antes mencionadas. 

5. Determinar el conjunto B de naturales que satisfacen la desigualdad n 2 < 36. 
Solution: Para n natural, la ecuacion ri 1 s 36 equivale a n s 6, por lo que 

B = {0,1,2,3,4,5,6}. 

6. ^Cu6ntos elementos pertenecen a C = {z e Z | z 2 = 0}? 

Solution: Como vimos en el ejemplo 3, 0 e C . Mas atm, 0 es el unico ele¬ 
mento de C, ya que si teZy z* 0 entonces z es positivo o z es negativo 
y en cualquiera de estos dos casos se cumple, por las leyes de los signos, 
que z 2 > 0. 

Asi, C tiene un solo elemento: el 0. 


1.1.1 Conjunto vado 

^Cudntos elementos pertenecen a C = {zcZ | z 2 =0yz^0}? 

Solution: De acuerdo con el ultimo ejemplo de la seccion 1.1, no hay un 
entero z que satisfaga las dos condiciones siguientes: z 2 = 0 y z* 0. Por 
tanto, la respuesta es: cero elementos pertenecen a C, o, dicho de otra for¬ 
ma, C no tiene elementos. 

En principio resulta un poco extrano considerar un conjunto como el del ul¬ 
timo ejemplo; pero es muy titil disponer de un conjunto sin elemento alguno. 
Dicho conjunto se conoce como el conjunto vacfo y se denota por 0 . Asi,como 
respuesta al ejemplo anterior podemos escribir: 

0={zeZ|z 2 =Oyz^O}. 

1.1.2 Cardinalidad de un conjunto 

Si hay un entero n s 0 tal que el conjunto A tiene n elementos, entonces 
decimos que A es un conjunto finito y que su cardinalidad es n. Si para el 
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conjunto A no existe tal entero, entonces decimos que A es un conjunto in- 
finito. 

De los conjuntos hasta ahora considerados, unos son finitos y otros infini- 
tos; asf: 

• {n e divide a 28} = {1,2,4,7,14,28} ,es finito y su cardinalidad es 6. 

• N,Z, Qy IR son infinitos. 

• 0 es finito y tiene cardinalidad 0. 

Si dos conjuntos finitos Ay B tienen la misma cardinalidad, entonces puede es- 
tablecerse entre ellos una correspondence biunivoca decir, puede asociarse 
a cada elemento de A un unico elemento de B , de modo tal que a elementos 
distintos de A corresponden elementos distintos de B y son usados todos los 
elementos de B. Cuando esto sucede se dice que los conjuntos son equi valentes 
y se escribe A~ B. 

Ibrejemplo, los conjuntos A = {1,2,3} y B = {a,b,c} tienen ambos cardi¬ 
nalidad 3; por tanto, A ~ B . La siguiente tabla muestra una correspondencia 
bium'voca entre ellos: 


1 

-> 

a 

2 

-* 

b 

3 


c 


Con la flecha -» se indica cual es el asociado a cada numero; asf, al 1 se le 
asocia la letra a al 2 la b y al 3 la c. Por supuesto, hay diversas maneras de esta- 
blecer una correspondencia biunfvoca. 

Observation: 

{1,2,3} y { a,b,c } tienen el mismo numero de elementos, pero los elementos 
de uno de los conjuntos son distintos de los del otro: en un caso se trata de 
numeros y en otro de letras. 


" EJEMPLOS 

L Encontrar la cardinalidad del conjunto C que consta de los numeros ente- 
ros mayores que -2 y menores que 11. 

Solucion: Tenemos 


C = {-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 
y su cardinalidad es 12. 

2. Decir si los conjuntos A = {-5,3,2,-7} y B = {x,c,d,y,z} son equiva- 
lentes. 

Solucion: La cardinalidad de A es 4 y la de B es 5; por tanto, A y B no son 
equivalentes. _ ■ 


1.2 SUBCONJUNTOS 


Si A es el conjunto de todos los animales que estan en el zoologico de 
Chapultepec y B es el conjunto de camellos que estan en dicho zoologico, ^que 
relation se observa entre estos dos conjuntos? 
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Solution: Cada elemento de B es un camello (animal) que esta en zoold- 
gico de Chapultepec; por tanto, es tarn bien un elemento d e A. 

En una situacion de este tipo decimos que B es un subconjunto del conjunto 
A y escribimos B c A 

En general, se dice que un conjunto B es un subconjunto del conjunto A, 
o bien que B esta contenido en A si todo elemento de B pertenece al conjunto 
A\ y en tal caso se escribe: 


Be. A, o bien, A c B. 

Para senalar que no se cumple lo anterior, o sea que B no esta contenido 
en A escribimos B <z A lo que significa que hay al menos un elemento de B 
que no estd en A. Por ejemplo; 



Jonh Venn (1834-1923) 

Este matemitico britinico hizo 
estudios de logica y escribio 
varios libros sobre este tema. Es 
mas conocido por los diagramas 
para la representacion de 
conjuntos que llevan su nombre, 
aunque dstos habfan sido usados 
cien a nos antes por Euler. 


ya que £ no es un entero. 

Al trabajar con conjuntos lo hacemos normalmente en un contexto,o po- 
demos referirlo a uno en especial, en el que todos los conjuntos considerados 
son subconjuntos de uno particular llamado onjunto universal Por supuesto, 
tal conjunto varfa de acuerdo con la situacion concreta en la que estemos tra- 
bajando, y su election es conventional. En el problema initial de esta section 
podemos considerar como conjunto universal al de todos los animates del 
planeta, o bien podriamos limitarlo al de todos los animates en Mexico, etc. 
En cualquier discusion particular debe quedar claro si se ha convenido en un 
conjunto universal y cual es este. 

Una representacion “graftca” de los conjuntos que permite visualizar al- 
gunas relaciones entre ellos nos la proportionan los diagramas de Venn, llama- 
dos as! en honor de John Venn; estos diagramas consisten en discos que se usan 
para representar conjuntos, todos ellos incluidos en una region rectangular que 
representa al conjunto universal. Asf, podemos representar la situacion 

AcB 


con el siguiente diagrama 



Para cualquier conjunto A se cumplen las siguientes condiciones: 

• Ac A. 

• 0 c A. 

Dos conjuntos A y B son iguales si AcB y B c Ay entonces escribimos 

A = B. 

Si A no es igual a B, entonces escribimos A*B. 
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Rnalmente, si B a A y B * A, entonces decimos que B es un subconjunto 
propio de A y denotamos este hecho escribiendo B^A. 

Dos conjuntos A y B se llaman omparables si se cumple al menos una de 
las siguientes dos condiciones: 

• Ac: B. 

• BdA. 

Si ninguna de esas dos condiciones se satisface, entonces se dice que los 
conjuntos son incomparables. 


" EJEMPLOS 

1. Probar que los conjuntos A ={-3,4.5,15,1} y B = {-3,15,4.5} son com¬ 
parables, pero no iguales. 

Solucion: Cada uno de los elementos de B es tambien elemento de A,o 
sea, BdA. Por tanto, A y B son comparables, y son distintos porque 

7 7 

V A y &* B ' 

o sea porque A<tB. Asl, B^A. 

2. Determinar si los conjuntos A = {12,8,4} y B = {12,9,4} son compa¬ 
rables. 

Solucion: Debido a que 8 e A y 8 e B, tenemos: Act B. 

Como 9 g B y 9 1 A, tenemos: B <t A. 

Por consiguiente, A y B son incomparables. 

3. Probar que Ac B,siA = {zeZ|-2<z< —}} yfl = {zeZ|-f<z<0}. 
Solucion: Usamos la correspondence de los numeros y puntos de la recta. 

--( - - - 1-— -i - - - - - - - )— 

-4 -2 -l -4 0 -± -2 -l _-L o 

2 2 2 2 

A B 

Fignra L2 

Si z e A, entonces z es un entero que satisface las desigualdades 

„ 1 

Como < -2 y - \ < 0 tenemos 

-|<-2< z <-i<0; 

osea, zgB.P ortanto ,Ad B. _ ■ 


1.3 Diferencia de conjuntos. Complement 


Determinar el conjunto C de los numeros naturales pares con cuadrado mayor 
que 36. 
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Solution: Llamamos A al conjunto de naturales pares, es decir, 

A = {0,2,4,6,...}. 

Para obtener el conjunto C, debemos quitar d e A aquellos element os cuyo 
cuadrado no es mayor que 36; es decir, hay que quitar los pares que estan 
en el conjunto 

B = {« e n * 2 <36}. 

Estaoperation ladenotamos por A\ B, asf C = A\B. 

Como vimos en el ejemplo 5 de la section 1.1, 

B = {0,1,2,3,4,5,6} 

y por tanto, 

C = A\B = {8,10,...}. 

En general, para dos conjuntos A y B se define la diferencia A\B como el 
conjunto formado por los elementos de A que no estan en B , o sea 

A\fi = {jce A |x « #}. 

Cuando B a A, entonces el conjunto diferencia A \ B se llama el comple¬ 
ment o de B respecto a A. Esto se representa en el siguiente diagrama: 



Si se ha fijado un conjunto universal VP, entonces el complemento de cual- 
quier conjunto B con respecto a W se denota simplemente como B c , es decir 

B c = W\B. 

Asf, por ejemplo, si tomamos a Z como el conjunto universal y llamamos 
P al conjunto de los numeros pares, entonces denotamos por P c al comple¬ 
mento de P con respecto a Z, en lugar de escribir Z \P. 


" EJEMPLOS 

L Tomemos a como el conjunto universal y sea A = {2,4,6,...}. Encontrar 
A c . 

Solution: A es el conjunto de los numeros naturales pares positivos, por 
tanto A c esta formado por 0 y los naturales que no son pares, es decir, 

A = {0,1,3,5,...}. 

2. Llamemos a un entero positivo un “cuadricubo” si es el cuadrado de otro 
natural y el cubo de un tercero; por ejemplo, 64 es un cuadricubo ya que 

64 = 8 2 y 64 = 4 3 . 
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Tomemos A = {2,4,8,...}, es decir, A esta forraado por potencias de 2,y B 
el conjuntoformadopor losprimeros3cuadricubos.Determinar A\B. 

Solution: Los primeros tres cuadricubos son l 6 , 2 6 = 64 y 3 6 = 729. De 
ellos solo 2 6 es potencia de 2. Por tanto, 

A\B = {2,4,8,16,32,128,...}. 


Observamos que A es el 
conjunto de las potencias de 2. 


1.3.1 Ejerricios 


En coda caso escribe el conjunto exhibiendo todos los elementos. 

L {-J-| n es un entero positivo entre 1 y 13 inclusive} 

2 . {* e z| - v'2 < x< V 2 } 

3. {in - 5| n es un numero entero entre - 3 y 6 inclusive} 

4 {jr e R | jc 2 = l} 

En coda caso describe el conjunto que se indica. 

5. El conjunto de los numeros enteros que satisfacen (x+ 2 ) 2 > 0 

6. El conjunto de numeros reales que satisfacen la ecuacion (x - 5){x - 3) = 0 

7. El conjunto de numeros racionales que satisfacen la ecuacion (x + 7)(* - 7 ) = 0 


Coloca e, en cada espacio en bianco de manera que la proposicidn sea cierta. 


8. -6_{-10, -9,-6, -3,0,5} 

9. {7, -11,16}_{1, -7,11, -14.16} 

ia {-3,0}_{0, - 1 , -3a 3} 

$_{f> i. f > 7 } 


12- {-4,4}_Z 

13. Z_{-1, - 2, - 3, - 4} 

14. -n _ {in, n 1 , - In, n, 6*} 

15. 8 Z 


En cada caso encuentra A\B.Si A = {-5, - 4, - 3, - 2, -1, 0,1, 2, 3, 4, 5} y 

16. B = {-5, - 4, - 3, - 2, - 1} 18. B = {0,1, 2, 3* 4, 5} 

17. B = {-2} 19. B = {-3,1, 5} 


Si el conjunto universal es el conjunto {-11,-1, j, j, 1, n, 0, -f, ■§, f, 0, a, b, 8}. Encuentra A c si: 

A = {-11, — 1. Jy to. 0. T» T. ®. fl . 8} 

2L A = {—1, y, 4. 7 . n, 0, -y, 0, b, 8} 

A = {-11,-1, y, -j, f, j, y, -§[■, 2, n, 0, y, y,0, a, 8} 

A - {“1. - 11. i> ■}. s', iy io. 2, n, f, 0, a, 8} 

24 Si A es el conjunto formado por todos los triangulos, B es el conjunto de los triangulos rectangulos y C el de los triangulos 
escalenos, determina si cada uno de los conjuntos anteriores es subconjunto de alguno de los otros o no. Analiza todas las 
posibilidades. 


1.4 Union de conjuntos 

Los ntimeros ganadores en la rifa celebrada el miercoles fueron: 1,7,23,35,37 
y 43, y en la del domingo fueron: 7,10,14,35,40 y 41. Encontrar el conjunto de 
los numeros que formaron parte de los ganadores en alguna de las dos rifas. 
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Solution: Los conjuntos de numeros ganadores son: 

A ={1,7,23,35,37,43} 

B = {7,10,14,35,40,41}. 

Si llamamos C al conjunto buscado, tenemos: 

C = {1,7,10,14,23,35,37,40,41,43}, 

ya que cada uno de los numeros que lo componen formaron parte de los 
numeros ganadores en los concursos del miercoles o del domingo; es decir, 
pertenecen aAoafl. 

Observamos que los numeros 7 y 35 pertenecen tanto a A como a B. 

La unidn de los conjuntos Ay B es el conjunto que esta formado por los ele- 
mentos que pertenecen por lo menos a uno de esos dos conjuntos. Este nuevo 
conjunto se denota por AuS.Esdecir, 

Aufi = [r| xeAoxeB) 

Auflselee :A union B. 

Con esta notation la respuesta al problema introductorio la podemos es- 
cribir como: 


C = AkjB. 

Enfatizamos que la expresion “x eA o xe B” significa que x pertenece 
cuando menos a uno de los dos conjuntos: A o B. Por tanto, reAufi.en cual- 
quiera de las siguientes tres situaciones: 

• xe A y xt B. 

• xeA yxeB. 

• x e A y x e B. 



As1, para obtener Aufl basta con agregar a los elementos del conjunto 
A aquellos de B que no estan en A. 


Ejemplo 

1 Encontrar AuB si A = {zr,or,—1} yS = {z,y,-l}. 

Solution: Cada uno de los elementos n, x, z,y, - 1 esta en al menos 
uno de los conjuntos A o B\ de hecho - 1 esta en ambos. Por tanto, 
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Otro modo de llegar a esta igualdad es agregando a A los elementos z 
y y , que son los elementos de B que no est£n en A. 


Observadones: 

Para cualquier pareja de conjuntos A y B se cumple: 

• AcAuByBcAuB. 

• Si A c B, entonces Au B= B. 

• Si A = B, entonces A ufl = A = B. 

• Si x e A u B, entonces sucede alguno de los siguientes hechos: 

► x pertenece aA.pero no a B 

► x pertenece a B , pero no a A 

► x pertenece a am bos. 

Para tres conjuntos. A, 5, C, definimos la union de los tres como: 

Au SuC = {jc| re^orefloreC}. 

Es dedr, la union A u B u C estti formada por aquellos elementos que 
pertenecen al menos a uno de los tres conjuntos: A, B o C. 

De manera similar puede definirse la union de un mayor numero de con¬ 
juntos. 


1.5 Interseccion de conjuntos 

Supongamos que A es el conjunto de los divisores positivos de 28 y B el de 
los divisores positivos de 70. Encontrar el conjunto C formado por los enteros 
positivos que son divisores tanto de 28 como de 70. 

Solution: Los conjuntos dados los podemos escribir como: 

A = {1,2,4,7,14,28} 

B = {1,2,5,7,10,14,35,70}. 

Los enteros positivos que son divisores tanto de 28 como de 70 son aque¬ 
llos numeros que estan tanto en A como en B\ es decir, 

C = {1,2,7,14} 

La intersection de los conjuntos A y B es el conjunto formado por los elemen¬ 
tos que pertenecen tanto al conjunto A como al conjunto B. Este nuevo con¬ 
junto se denota por AnB. Asf, 


Anfi = W xeAyxeB} 


A n B se lee: A interseccion B. 
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Asi\ en el ejemplo introductorio pudimos haber escrito: 

C = AnB. 

Cuando no hay eleraentos que pertenezcan a ambos conjuntos, A y B, en- 
tonces AnB = 0 y decimos que la interseccion es vacfa o bien que los con- 
juntos son ajenos. Por ejemplo: A = {1,3,5,7,9} y B = {0,2,4,6,8} son ajenos, 
ya que AnB = 0. 


Ejemplo 

• Encontrar AnB si A = {> r, jc,— 1} y fl = {z,y,-l}. 

Solut ion: El unico elemento que esta en ambos conjuntos es —1. 
Por tanto, 

Anfl = {-1}. 


Otro modo de obtener la igualdad es suprimir de la lista de elementos de 
A = {zr, jc,— 1} los elementos k y x que no estan en B. 

Observadones: 

Para cualquier pareja de conjuntos A y B se cumple: 

• An B cA y An B c B. 

• Si A a B, entonces An B = A. 

• Si A = B,entonces AnB = A = B. 

• Si x e A n B , entonces x pertenece &Ayx tambien pertenece a B. 

Para tres conjuntos A, B, C,definimos la interseccion de los tres como: 
AnBnC = {x\ xeAyxeB yxeC} 

es decir, la interseccion AnB nC esta formada por aquellos elementos que 
pertenecen a los tres conjuntos A, B, C. 

De manera similar puede definirse la interseccion de un mayor numero 
de conjuntos. 

1.6 Propiedad distributiva 

Consideremos la siguiente situation: 

A Pedro, Ana, Carlos, Felipe, Rosa y Jose les gusta la natacidn. 
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A Rosa, Felipe, Ernesto, Mario y Beatriz les gusta el baloncesto. 

Rosa, Carlos, Felipe, Mario, Daniel y Sonia estan en el club Pumitas. 

De los ninos que les gusta alguno de estos dos deportes, ^quienes estan en 
Pumitas? 

Sohicion: Podemos razonar de dos maneras: 

L Considerar a todos los ninos a los que les gusta ya sea la natation o el 
baloncesto y fijamos quienes de ellos estan en Pumitas. 

2. Fijarnos en los ninos a los que les gusta la natation y estan en Pumitas; 
luego en los ninos a los que les gusta el baloncesto y estan en Pumitas 
y, finalmente, considerar a todos estos ninos. 

En el lenguaje de conjuntos, llamemos A al conjunto de ninos a los que 
les gusta nadar, B a los que les gusta el baloncesto y C a los que estan 
en Pumitas; entonces, utilizando unicamente las initiales en minusculas, 
tenemos: 

A = {p,a,c,/>,;}, B = {r,f,e,m,b}, C ={r,c,f,m,d,s} 

En el primer razonamiento tenemos que 

AuB = {p,a,c,f,r,j,e, m,b} 


y despues 


(AuB)nC ={r,c,f,m} 

asi que a Rosa, Carlos, Felipe y Mario les gusta alguno de estos dos depor¬ 
tes y ademas estan en Pumitas. 

En el segundo razonamiento tenemos que 

AnC = {c,/,r}, BriC={r,f,m} 


y despu^s 


(AnC)v(B nC) = {c,f,r,m} 
con lo que obtenemos el mismo resultado. 

La intersection y la union satisfacen las siguientes dos propiedades distributi- 
vas de conjuntos: 


(Aufi)nC = (AnC)u(finC). 


que corresponde al ejemplo anterior. 



Figura L6 
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y 


(AnB)vC =(AvC)n(BvC) 
que se ilustra en el siguiente diagrama. 



Ejemplo 

• Verificar la primera propiedad distributiva si A = {l,2,3,4,5}, 
B = {-1,0,1,2,3}, C = {jc e Z| x es par} 


Solution: 

asf, 

Por otro lado, 
asf, 


(Av B) = {-1,0,1,2,3,4,5} 


(Aufl)nC = {0,2,4}. 
(AnC) = { 2,4} y (BnC) = {0,2} 
(AnC)u(flnC)={0,2,4} 


que es el mismo resultado antes obtenido. 


1.7 Leyes de De Morgan 

En la primera tirada de dos dados salen los numeros 1 y 6, y en una segunda tirada 
los numeros 1 y 4. ^.Cual es el conjunto de los numeros que no salieron en ninguna 
de las dos tiradas?, (i cual es el conjunto de los numeros que no se repitieron? 

Solution: Tomemos X = {l,2,3,4,5,6} como nuestro conjunto univer¬ 
sal. Sean 

* = { 1 , 6 } 

B = {1,4}. 

Primera pregunta. Los numeros que salieron en alguna de las dos tiradas 
forman el conjunto 

AvB = {1,4,6}. 

Por tanto, la respuesta a la primera pregunta es el complemento (respecto 
a X) de este conjunto: 

(AuB) c ={2,3,5}. (1.1) 

Otra forma de llegar a esta misma respuesta es tomar los conjuntos de los 
numeros que no salieron en la primera tirada: 

A c = {2,3,4,5}, 
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y de los que no salieron en la segunda 

B c = {2,3,5,6}. 

Entonces los que no salieron en ninguna de las dos tiradas forman la inter- 
seccion de estos dos conjuntos, o sea: 

A c nB c = {2,3,5}. (1.2) 

Si observamos de (1.1) y (1.2), tenemos que: 

{AuB) c = A C nB c . 

Segunda pregunta. Los mimeros que se repitieron forman el conjunto 

AnB = {l}. 

Por tanto, los mimeros que no se repitieron son los del conjunto 

(An BY = {2,3,4,5,6}. (1.3) 

Tambien es posible llegar a esta respuesta del siguiente modo: los conjun¬ 
tos de los numeros que no salieron en la primera ni en la segunda tiradas, 
respectivamente, son: 

A c = {2,3,4,5} 

B c = {2,3,5,6}. 

Ninguno de los numeros que estan en alguno de estos dos conjuntos se 
repitieron en las tiradas; por tanto, el conjunto buscado se puede escribir 
como 


A c kjB c = { 2,3,4,5,6}. (1.4) 

Observamos de (1.3) y (1.4) que obtuvimos la siguiente igualdad: 

(AnBj =A c vB c . 


Augustus De Morgan 

(1806-1871) 

De Morgan mostraba una 
gran pasion por los hechos 
numericos. En 1846 escribio 
que habfa notado que ten fa la 
gran distincion de poder decir: 
Tuve x anos de edad en el 
ano x 2 . Tenfa 43 anos en 1849. 
Las personas que hayan nacido 
en 1980 pueden afirmar algo 
parecido a la aseveracibn de 
De Morgan. Los nacidos en 
1980 tendran 45 anos de edad 
en el ano 2025 Observa que 
45 2 = 2025. 


Las siguientes dos igualdades, validas para dos conjuntos Ay B cualesquiera, 
se conocen como las leyes de De Morgan: 

(AvBY = A c nB c 
(An BY = 

donde el complemento se toma con respecto a un mismo conjunto, digamos X. 
Los siguientes diagramas de Venn corresponden a estas igualdades: 

• (AuBY = A c nB c . 



Figura L8 La parte sombreada es (^4 U By 
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• (AnB) c =A c kjB c . 



A1 igual que en el ejemplo 3 de la pagina 6, en los siguientes se usa la 
correspondencia entre numeros y puntos de la recta. Resulta muy util tener 
representados como segmentos ciertos conjuntos de numeros reales que son 
llamados intervalos. Por ejemplo, al intervalo abierto 

(-1,3) = {jc e IR | - 1 < jc < 3} 

le corresponde el segmento que une al -1 con 3,excluidos los extremos. 

—- - * - - - - 

-2-10 1 2 3 4 

Figura L10 


" EJEMPLOS 

L Encontrar Au B,si A = {jc e IR | - n < x < 7} y B = {x s R | -2.5<x<“}. 

Solution: 


-2.5 



Puesto que: 


entonces: 



0 


2 4 

A 


6 


7 

f 


0 2 4 

B 

Figura 1.12 A U B 



-71 <-3 


y 


7 < 


22 
3 ’ 


7 

0 2 4 6 22 

3 

Figura Lll 


Au B = e R 


. 22 
-7t < X < - 

3 
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2. Si A = {xe R |-4< x< 4}, B = {-4,0,2} y C = {xe R| 3< x< 5}, encon- 
trar (A u fl)uC. 

Solution: 


— ( — 1-1—♦—*—*— 

-4 -3 -2-10 1 

A 

-•-*- -— 

2 3 4 5 

-4 0 

2 

B 


-1-1-1-1-1-1- 

-*-( - )— 


-4 -3-2-10 1 2 

C 

Fignra 1.13 


4 5 


Observamos que los elementos 0 y 2 de B tambien pertenecen a A, en 
tanto que -4 solo esta en B; por lo que Aufi se obtiene simplemente 
agregandole a A el elemento -4: 

Aufi={xeR| -4<x<4}. 

A1 tomar ahora la uni6n de este conjunto con C, tenemos: 

(/luB)uC = {x eR | -4<x<5}. 

( i - 1 - 1 t > > t t - ) - 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

Figura L14 (A U B) U C 

3. Si4 = {xelR|-3<Jt<4}yfi = {^GlR | -|- < jc < 6J-, encuentra Ar>B. 

Solution: 


, . , ■ ■ ■ . 1 . ■ 

-3 -2 -1 01234 0123456 

A B 

Figura 1.15 

Observamos que los elementos de A corresponden a los puntos del seg- 
mento que va de -3 a 4 incluyendo sus extremos, y los elementos de B 
son los que corresponden al segmento que va de j a 6 sin incluir sus ex¬ 
tremos. Los puntos que estan en am bos segmentos son los que estan en 
el segmento que une a j con 4 excluido el extremo inicial e incluido el 
extremo final. A si: 


AnB 


jxeR 
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2 _ 

2 

- •—( — 3 -*-- 

3 4 5 6 

Figura L16 A PI B 

4. Verificar que se cumple la igualdad 3A 0B( C < A c n B c , si R es el conjunto 
universal, A <(xcH | O' x ' 3| y B <£xcR| 2' x‘ 6|. 

Solution: 

—i-[ - 1 - 1 ] -1-1-1— 

-1 0 1 2 3 4 5 6 

A 

—i-1-F - 1 i t 

-1012345 
B 

Figura L17 

A0B< £ccR| 2‘ x‘ 3| . 

Por tanto, 

3A0B( C <3^xcR| 2' x' 3j ( c < cR | x ; 2| n cR| x = 3). 

Por otra parte, 

A c <3^ccR| O' 3|f x ; 0| n£tcR| jc = 3|( 

B c <3^jc cR | 2' x’ 6| (* < eR | x ; 2| n^cR| x = 6| (, 

de donde 

A c n B c < cR | x ; 0| n ^x cR | x ; 2| n £jc cR | x = 3| n cR | x = 6| 
y como 

cH | x ; 0| n cR | x ; 2| < ^ cR | x ; 2| 

y 

cR | x = 3| ri cR | x = 6| < cR | x = 3\ 

tenemos 

A c r\B c < cR | x ; 2| n £;c cR | x = 3| 

«"■ - 1 - 1 - 1 - I - 1 - ) - { - 1 - 1 - >-► 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 

Figura U8 1A 0 B( c <A c n B c 

Entonces, 3A0B( C < A c n B c . 


1.7.1 Ejercidos 


En coda caso contesta falso o verdadero. 

1. b<t {6} 

2. Oc0 

3. Si A = B y x czB , entonces X ci 


4. 0<Z {0} 

5. 0<Z0 

6. Si An B c£ A0B, entonces A< B 
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Si A = {l,5,9}, B = {a,b,c,5} yC - {-2,3, a,9}, encuentra: 

7. Au B la AcjBkjC 13. (AnC)vB 

a Br\C 11. (BnC)vA 14 (AuB)n(AuC) 

9. Ar\ B 12. (AnB)uC 15. AnBnC 

16. Si -A = {* e IR | -1 < .* < 2}, B = {* e |R| }-<jr<4}yC = {xeR|— y< * < 3 }. Verifica que (Au B) r\C = (AnC)u(B 

17. Ilustra (Au B)nC utilizando los diagramas de Venn, en el caso en que Ar\ B - 0 = AnC, pero B n C * 0. 


1.8 Producto cartesiano 

Los apellidos paterno y materno los usamos en nuestros nombres como una 
pareja ordenada; asi, no es lo misrao apellidarse Perez Lopez que Lopez Perez. 
Con los conjuntos de apellidos 

P = {Gonzalez, Lopez} 

M = {Pierez, Rodriguez, Salas} 

forma las parejas de apellidos paterno-materno, donde el paterno es un ele- 
mento de P y el materno uno de M. 

Solution: Para formar las parejas de apellidos paterno-materno seleccio- 
namos el apellido Gonz&lez y lo combinamos con todos los de M\ posterior- 
mente hacemos lo mismo con el apellido Lopez, con lo que obtenemos: 

Gonzale z Perez 
Gonzalez Rodriguez 
Gonzalez Salas 
Lopez Perez 
Lopez Rodriguez 
Lopez Salas 

Este conjunto de parejas lo denotamos como P X M. 

En general, a una pareja ordenada con primer elemento a y segundo elemento b 
lo denotamos por (a, b). El producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el 
conjunto de todas las parejas ordenada que tiene su primer elemento en A y 
su segundo elemento en B ; es decir, 

Ax = {(a,J) |a ezi y 6 e fl}, 

donde la igualdad entre parejas se define como: 

(a,b) = (c,d)sia = cyb = d. 


Observaciones: 

• En general, (a,/>)*(£>,a). Por ejemplo(l,0) *(0,1) yaque 1*0. 

• La igualdad ( a,b ) = (fi.a) se cumple solo si a = b. 

• 0xB=Ax0=0. 

• En general, Ax B * B x A. 
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* EJEMPLOS 

L Encontrar ytxflyflx.,4siyl = {0,l}yB = {0,2}. 


Solution: 


AxB = {(0,0),(0,2),(l,0),(l,2)}. 
B xA = {(0,0),(0,1),(2,0),(2,1)}. 


Asi, AxB *BxA. 

2, Describir el conjunto R xR, 


Solution: 


IR x R = {(jc.y) | x e IR y y e R}. 


Observamos que los elementos del producto cartesiano R x R son las pa- 
rejas ordenadas de numeros reales a las que podemos asociar puntos del 
piano cartesiano, y viceversa; por lo que decimos que R x R es el piano 
cartesiano. 

Notation: Para simplificar escribimos R x R = R 2 . 

3. Para A = {3,6,-2} y B- {4,2},localizar en el piano cartesiano los elemen¬ 
tos del producto AxB. 


Solution: 


AxB = {(3,4), (3,2), (6,4), (6,2), (-2,4), (-2,2)}. 



2 


-4 -2 


2 4 6 X 


-2 


Figura 1.19 



Si A = {-1,1, 0} y B = {l, 2, 3} encuentra: 
1 .AxB 2. BxA 


3 . (Ax B)n(Bx A) 4. (Ax B)kj(B x A) 


Si A = { a , fc}, B = {a, b, c} y C = [a, c}, encuentra: 


5. AxB 

6. AxC 


7 . Ax(B\C) 

8 . (AxB)\(AxC) 


9. CxA 
10. BxA 


11 . Bx(Co/l) 

12. Ax(BuC) 


En los ejercicios 13 a 16, dibuja en el piano los elementos de los conjuntos que se indican, si A - {-1, - 2, -3}y B - {l, 2, 3} 


13. AxB 


14 BxA 


IS. Ax A 


16. BxB 
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17. Si A = {-2, a, z}, B= {a,b} y C = {3, b}, verifica que Ax(Bu C)= (Ax B)u (AxC). 

18. Si A = {a, b, c, d, e, f,g, h, i} y B = {-1, -2, - 3},£cual es la cardinalidad de>lxB? 


Resumen 

• zl\B = {xe.A|;cefl} 

• Au B- {jc| x eA ox e B} 

. >lnB={.r| xeAyxeBj 

• (AvB)nC =(AnC)u(BnC) 


• (AnB)uC = (AvC)n(BvC) 

• (AuB) c = A c r\B c 

• (AnB) c =A C vB c 

• zlxB = {(a,6) |ae Ay b e b} 


1.9 EJERCICIOS DE RE PASO 


En los ejercicios 1 a 6, escribe el conjunto exhibiendo todos los elementos. 

1. {numeros enteros pares entre - 5 y 11} 

2. {numeros enteros cuyo cuadrado sea menor que 47} 

3. {numeros primos entre 34 y 60} 

4 {numeros enteros negativos mayores que - 8} 

5. El conjunto de los estados de la Republica Mexicana que empiezan con la letra S 
El conjunto de numeros enteros entre 0 y 300 que tienen exactamente dos unos 


Coloca e, £, czobien den coda espacio en bianco, de manera que la proposicidn sea cierta. 

7. 9.4_{1.2,3.75,93,12,13.7,20} 10. 0_{6,22,3,0,8,1} 

8. {--}, ■}, ~^g, ^-} 11. {-5, -21,93}_{numerosenterosimpares} 

9. {2,4, 6, 8}_{2, 4, 6, 8,10,12} 12. {5,10, 12}_{5,10,15,20, 25} 


SM = {x, y, z}, B = {y,z} 
13. AuB 
14 AuC 

15. BuC 

16. (AuB)uC 


C = {z}, encuentra: 

17. ( A\B)uC 

18. (v4\C)uB 

19. (.AuB)\C 

20. (zlczC)\B 


2L A\(B\C) 

22. A\(AuC) 

23. A\(BnC) 

24 (A\B)u(A\C) 


Enlos ejercicios 25 a 32, si A = {—zr, 0, zr}, B = {0, f , zr}, C = {-/r, 0,^}y D = {-jr, 0, f, it, 2 it], encuentra: 

25. AnB 27. Ar>C 29. D\(Ar\C) 31. AxB 

26. BnC 28. (zlnB)nC 30. D\(AuB) 32. BxC 

33. Considera los conjuntos A = {a}, B = {i}, C - {c}, D = {a, b}, E - {a, c}, F - { b , c}, G = {a, b, c}, y encuentra: 
(GxG)\((Ax B)u(Bx£)u(Cx D)). 
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C on los sistemas de numeration tenemos una manera simbolica, distinta 
de la escritura ordinaria, para representar cantidades. Ha habido sistemas 
de numeration con distinto grado de refinamiento. 

Sobresalen los sistemas posicionales, y entre ellos el sistema decimal in- 
doaribigo que, como su nombre lo indica, tiene como base el numero 10, y que 
es usado en la mayor parte de los pafses. 

En este capitulo se presentan otros sistemas posicionales que utilizan una 
base distinta al 10. En especial se trata el problema de encontrar la nueva 
representation de un numero al cambiar de base. Esto se hace usando como 
puente el sistema decimal o bien en forma directa. Se trata en especial el sis¬ 
tema binario, al cual se dedica una section entera debido a sus aplicaciones en 
la computation. 


1.1 Introduccion 

El hombre ha usado la notion de numero desde epocas muy remotas y conti- 
nua siendo una de sus mis utiles concepciones, que lo mismo le permite ma- 
nejar y resolver problemas rutinarios que pi ante ar y abordar problemas de 
extrema dificultad y belleza. 

Para estructurar y manejar esa notion invento lo que llamamos sistemas de 
numeracion. Cada uno de ellos le permite tener una forma simbolica, distinta 
de la escritura ordinaria, para representar los numeros. El sfmbolo asociado a 
un numero se llama numeral. 

Uno de los sistemas de numeracion mis antiguos es el sistema egipcio. La 
civilization egipcia empezo a desarrollarse hacia el ano 3000 a. C, en el delta 
del rfo Nilo. 

Su sistema de numeracion era sumamente sencillo y consistia en sfmbolos 
para las potencias de 10. 


1 


n 

10 


9 i (I ^ 

100 1 000 10 000 100 000 



1000 000 


Figura 2.1 
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Y simplemente agrupaban los sfmbolos que les haci'an falta para formar 
un numero; por ejemplo, 

£M 9 nil =3112 

Fignra 2.2 

Contemporaneas a la civilization egipcia, en Mesopotamia hubo otros pueblos 
(como los sumerios, caldeos, asirios) que desarrollaron una escritura conocida 
como babilonicc Esta escritura era una combination de base 10 aditiva y base 
60 posicional. 

Utilizaban unas marcas verticales en forma de cuna para representar uni- 
dades, las que agrupaban para formar los numeros del 1 al 9. 

Y YY yyy T W Iff 

1 2 3 4 5 9 

Fignra 2.3 

Para el 10 tenfan otro sfmbolo, que combinaban con el anterior para formar 
numeros hasta 59. 


« 

« < YYY « 

10 20 30 36 40 59 

Figura 2.4 

Por esto es que decimos que era un sistema de base 10 aditivo. 

A partir de 60, utilizaban un sistema posicional en base 60. Se hacfan gru- 
pos de los sfmbolos anteriores, que representaban, de izquierda a derecha, uni- 
dades, 60,60 2 , etcetera. 



A YYY 

m 


« 

<MY? «Y -«YYY 

32X3600+21 X 60 + 43 =116503 

Figura 2.5 

El sistema romano, que se utilizo en Europa durante el Imperio Romano y 
hasta parte de la Edad Media, a pesar de ser mds moderno que el babilonico, 
pierde su caracter posicional, lo que hace casi imposible operar con 61. Tal vez 
esa sea la razon por la que durante ese periodo no hay avances significativos 
en las matematicas. 

I V X L C D M 

1 5 10 50 100 500 1000 

£ste no es un sistema posicional, aunque en las reglas de agrupamiento 
se tome en cuenta la posicidn ocupada por el numeral en el arreglo; asf, IV es 
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Los mayas eran grandes 
astronomos. Ten fan calculado 
que 149 meses lunares 
equivalfan a 4,400 dfas. 

Esto quiere decir que habfan 
calculado que un mes (ciclo) 
lunar era de aproximadamente 
29.530201 dfas, muy cercano al 
valor que usamos actualmente, 
que es de 29.53059 dfas. El 
sistema de numeration maya 
era vigesimal. 


distinto de VI pues en el primero aplicamos el principio de sustraction y en el 
segundo el de adition, para asociarlos con el 4 y el 6 respectivamente. 

En lo que hoy es Mexico y Guatemala se desarrollo el sistema de nume¬ 
racion maya , que es muy similar al sistema babilonico, solo que los sfmbolos 
basicos representan el 1 y el 5, y las posiciones representan potencias de 20 o 
vigesi males. 

El 1 se representa con un punto y el 5 con una raya. Agrupando estos sfm¬ 
bolos, como muestra la siguiente figura, se pueden escribir numeros hasta el 19. 


• 

0 1 


• • • • • • • 


10 11 


12 13 14 15 16 17 18 19 


Figura 2.6 


A partir de 20 se usa el sistema positional de base 20. 

Las posiciones se escriben verticalmente y hay un sfmbolo al que co- 
munmente llamamos cero para indicar que no hay ninguna unidad del orden 
correspondiente, como se muestra en la figura siguiente: 






• 

• 


• 

• 

• • 

• • • * 





• • 

• 

• •• 


— 


20 

22 

41 

63 120 

400 

405 

8000 




Figura Z7 





Interpretamos los sfmbolos anteriores como: 


20 

= (1 x20) + 0 

22 

= (1 x20) + 2 

41 

= (2 x 20) +1 

63 

= (3 x 20) + 3 

120 

= (6 x 20) + 0 

400 

= (l x 20 2 ) + (0 x 20) + 0 

405 

= (l x20 2 ) + (0x20) + 5 

8000 

= (1 x20 3 ) + (0 x20 2 ) + (0 x20) + 0 


Los mayas podfan efectuar las operationes aritmeticas sin el uso de tablas. 
Veamos como se efectua la operation 25 x 43 



Figura 2.8 


usando los sfmbolos mayas y el mecanismo inventado por ellos. En este caso, 
como cada uno de los factores cuenta con dos niveles, usaremos una cuadrfcula 
que tenga 2 renglones y 2 column as. 
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Colocamos uno de los numeros al lado izquierdo de la cuadrfcula y el otro 
en la parte superior escrito de manera horizontal como se muestra en la figura: 

• • • • • 




Figura Z9 

Para llenar la priraera casilla, consideramos las figuras que vemos a la izquier- 
da y arriba de dicha casilla. Colocamos la figura que esta a la izquierda, tantas 
veces como indique la de arriba: 




• • • • • 


• • 


Figura 2J0 


Las demas casillas se llenan de la misma manera, es decir, colocamos la figura que 
se vea a la izquierda del tablero en ese renglon, y la reproducimos tantas veces 
como indique la que se encuentre arriba de esa casilla y fuera del tablero, asf: 


• • • • 


Figura 2.11 


Las diagonales marcadas en la figura siguiente, indican los niveles que tiene el 
resultado. 



Figura 2.12 
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Para leerlo, agrupamos las figuras que aparecen en cada diagonal: 


• • • • • 



El resultado puede leerse dentro del tablero sobre la diagonal de arriba hacia 
abajo, es decir, 


2(20) 2 +13(20) + 15 = 1075. 


Calendario maya 

Habi'a una variante de la numeration maya cuando esta se utilizaba para medir 
el tiempo. Asf, por ejemplo: 


• • 


• • • • 

Figura 2.14 

significa 2 anos, 5 meses y 4 dfas. Para saber a cuantos dfas equivale este nume- 
ro.debemos saber que en el calendario maya, cada mes tiene 20 dfas y cada ano 
consta de 18 meses. Entonces 2 anos, 5 meses y 4 dfas equivalen a: 

(2x 18 x 20) + (5 x 20)+4 = 824 dfas. 

De la misma manera, un ano se expresa como 


Figura 2.15 


y significa 1 x (18 x 20) = 360 dfas. 

Las unidades que usaron los mayas para medir el tiempo aparecen en la 
tabla siguiente: 


• 

Katun 

• ^ 

Tun 


Uinal 


Kin 

360 7200 


Figura 2.16 



1 


20 
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Para los mayas: 

1 Kin = 1 dfa 1 Tun = 18 Uinales = 18 meses = 360 di'as 

1 Uinal = 1 mes = 20 di'as 1 Katun = 20 Tunes = 20 anos = 360 meses 

= 7200 dfas 


Debemos a Leonardo de Pisa 
(1170-1250), mejor conocido 
como Fibonacci, la introduction 
a Europa del sistema decimal 
indoarabigo y de los numerales 
arabigos. Aunque 61 naci6 
en Italia, debidoal trabajo 
de su padre paso su juventud 
en el norte de Africa, donde 
tuvo contacto con la cultura 
arabe y pudo notar las grandes 
ventajas del sistema arabigo en 
comparacion con el romano, 
que se empleaba en Italia en 
los cilculos comerciales. A su 
regreso a Italia escribio el libra 
Liber abaci, publicado en 1202 
y que trata sobre la aritmetica y 
el algebra que aprendio durante 
sus viajes. 


2.2 Sistema decimal 

El evento mas memorable de los Juegos Olunpicos de 1908 fue el maraton. El 
comite organizador de estos juegos determino que su distancia seria de 42.195 km. 
Los ultimos 195 metros se anadieron para justificar la ruta desde el castillo de 
Windsor al palco real en el estadio de Londres. La distancia se hizo oficial a 
partir de los juegos de 1924. 

^Que significa la notation 42.195? 

Solucion: El sistema decimal que utilizamos actualmente es un sistema 
posicional en el que cada cifra toma un valor de acuerdo con su position 
en relation con el punto decimal. Esto es, la cifra se multiplica por una 
potencia de 10, es detir, por 10", donde n = 0 en la position que esta in- 
mediatamente a la izquierda del punto decimal, y aumenta de uno en uno 
conforme se avanza a la izquierda y disminuye de uno en uno conforme se 
avanza a la derecha. 

42.195 = 4(l0 1 ) + 2{l0°)+l(l0' , ) + 9(l0' 2 )+5(l0' 3 ). 

El sistema indoarabigo, introducido en Europa por los arabes en la Edad 
Media, tiene la ventaja de que ademas de ser posicional, tiene un sfmbolo dis- 
tinto para cada uno de los ntimeros anteriores a la base, que en su caso es 10. 

Actualmente, en la mayor parte del mundo se utiliza el llamado sistema de¬ 
cimal indoarabigo que es un sistema posicional de base 10 que usa 10 sfmbolos 
basicos (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) llamados dfgitos, lo que nos recuerda la estrecha 
relation que hay entre la idea de numero y el proceso de contar, que en mu- 
chos casos, y desde las primeras culturas, se realiza con el auxilio de los dedos. 

Como en cualquier sistema posicional, el significado de un caracter, por 
ejemplo de un dfgito, en un agrupamiento particular depende de su position 
dentro del mismo. 

Este sistema tiene sus antecedentes en la India. Su introduccion a Europa 
fue a traves de un libro que contenfa una traduction arabe de una aritmetica 
hindu, de ahf que se le haya conocido como sistema indoarabigo. Para initios 
del segundo milenio de nuestra era, su uso se habfa extendido en Europa, mas 
no de manera unanime. La invention de la imprenta fue fundamental para su 
adoption y divulgation. 

La principal razon, y tal vez la unica, por la que utilizamos al 10 como base 
de nuestro sistema de numeration es el hecho de que tenemos 10 dedos en las 
manos. Si fueramos como los personajes de las caricaturas de los Picapiedra, 
Mickey Mouse o el Pa to Donald, seguramente tendriamos como base el 8. 

En las siguientes sectiones veremos que realmente el 10 no tiene nada 
de especial y que podemos utilizar otros numeros como base del sistema de 
numeration para definir las operationes de suma y multiplication, de manera 
similar a como lo hacemos en el sistema decimal. 


2.3 Bases 


Un fabricante desea empacar 37 artfculos en cajas de carton para posterior- 
mente entregarlas al comerciante que efectuo el pedido. El comerciante espe- 
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tificd que los empaques podrfan ser de una, de tres, de nueve y de veintisiete 
piezas, pero empleando siempre las cajas mas grandes que pudieran llenarse. 
i,De que manera fue empacado el pedido? 

Solution: La especificacion dada por el comerciante en el sentido de em- 
plear en lo posible las cajas mas grandes, no permite que haya mas de una 
soluci6n;por ejemplo, los 37 arti'culos pueden ser empacados en 4 paque- 
tes de nueve y 1 de uno, pero no se estan usando las cajas lo mas grande 
posible, pues puede ser empleada una caja de veintisiete, una de nueve y 
una mas de un solo artfculo; es decir: 

37 = 1(27)+1(9) +1(1). 

Lo anterior puede ser escrito como: 

37 = l(27) + l(9) + 0(3) + l(l), 
o bien, de manera abreviada: 

37 = 1101,3,. 

Observemos ahora que el comerciante solicito que su mercancfa fuese em- 
pacada en cajas cuyo contenido fuese siempre potencia de 3: 

27 = 3 3 , 9 = 3 2 , 3 = 3’ y 1 = 3®. 

Entonces: 

37 = l(3 3 )+l(3 2 )+0 (3*) +1 (3°) (2.1) 

El comerciante recibira 1 caja de veintisiete artfculos, 1 de nueve y 1 de uno. 
Para indicar que se usaron potencias de 3 conviene escribir: 

37 = 1101,3). 

Representation de un numero entero positivo en base n 

Si m es un entero positivo. para encontrar su representation en base n lo es- 
cribimos como suma de potencias de n, es decir, m = a r n' H— + a,n + a (J uti- 
lizando siempre las potencias mas grandes que sea posible. Los enteros que 
aparecen como coeficientes de las potencias de n en la representation deben 
ser numeros enteros menores que n, pues en caso contrario es posible utilizar 
una potencia mayor, por ejemplo, si n = 3,4 • 3 2 = (3 +1) • 3 2 = 3 3 + 3 2 . 

Observation: 

Cuando escribimos un numero en una base distinta de 10,ponemos como sub- 
mdice la base en la que esta escrito el numero; por ejemplo, 234 (7 , significa que 
d numero 234 es un numero en base 7. Unicamente cuando no hay posibilidad 
de error podemos omitir el l'ndice que indica la base con la que estamos tra- 
bajando. 


" EJEMPLOS 

L Escribir la representation de 116 en base 3. 

Solution: Reescribimos 116 como: 

116 = 81+27 + 6 + 2 

= l(3 4 ) + l(3 3 ) + 0(3 2 ) + 2(3') + 2(3°). 
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de esta manera, podemos escribir: 

116 = 11022 (J> 

y decimos que 11022 es la representacion de 116 en base 3. 

Observamos que a pesar de que podemos escribir: 

116 = 108 + 6 + 2 

= 4(3 3 ) + 0(3 2 ) + 2(3') + 2(3°), 

£sta no es una buena opcion, pues en este caso es posible utilizar una po- 
tencia m6s grande de 3; es decir, los coeficientes de las potencias de 3 uni- 
camente pueden ser 0,1 y 2. 

2. Escribir la representacion del numero 428 en base 5. 

Solution: Podemos descomponer 428 como: 

428 = 375 + 50 + 3 

= 3(5 3 )+2(5 2 )+0(5') + 3(5°). 

La representacion del numero 428 en base 5 es 3203, es decir: 

428 = 3203,,). 

Para encontrar la representacion de un numero, podemos proceder como 
lo hemos hecho hasta aquf calculando las potencias de la base y luego 
escribir las sumas; sin embargo, cuando se trata de mimeros grandes, este 
metodo puede resultar demasiado laborioso. Por ello es conveniente pro¬ 
ceder de la siguiente manera: 

Metodo para encontrar la representacion de un numero en base n 

Dividimos sucesivamente entre 5 y nos fijamos en los residuos correspon¬ 
ds ntes: 

428 + 5 = cociente 85 residuo 3 

85 + 5 = 17 0 

17 + 5 = 3 2 

3+5 = 0 3. 

Observamos que a partir del segundo paso, el dividendo es el cociente de 
la division anterior. 

Para obtener la representacion del numero, escribimos los residuos 
del ultimo al primero: 

residuo 3 
residuo 0 ... 
residuo 2 
residuo 3 


es decir, 3203. 

Asf, la representacion del numero 428 es 3203 en base 5 como habia- 
mos obtenido anteriormente. 


3. Escribir la representacion del numero 78563 en base 10. 
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Solution: Utilizamos el procedimiento visto en el ejemplo anterior: 


78563+10 

= cociente 7856 

residuo 3 

7856 + 10 

= 785 

6 

785 + 10 

= 78 

5 

78 + 10 

= 7 

8 

7 + 10 

= 0 

7 


La representation del numero 78563 en base 10 es 78563 como era de 
esperarse. 

Observation: 

La representation que usamos comunmente corresponde a la base 10. Si, 

por el contrario, tenemos la representation de un numero en alguna base y 
queremos encontrar la representation decimal, el desarrollo del ejem¬ 
plo 1 indica cOmo hacerlo. 

4. Encuentra la representation decimal del numero 10304511^. 

Solution: 

10304511 (6) = l(6 7 ) + 0(6 6 )+3(6 s )+0(6 4 ) + 4(6 3 ) + 5(6 2 ) + l(6') +1(6°). 

Ahora, unicamente debemos efectuar las operaciones que aparecen en el 
segundo miembro de la igualdad: 

10304511 (6) = 1 (279936) + 0 + 3 (7776) + 0 + 4 (216) + 5 (36) + 6 +1 
= 304315. 

El numero 10304511 (6) tiene como representation decimal 304315. 

5. i,Qu6 base a debe tener el sistema de numeraciOn para que la representa¬ 
tion del numero 1858 en dicho sistema sea 5263 (a) ? 

Solution: La base a debe satisfacer la ecuaciOn: 

5a 3 + 2a 2 + 6a + 3 = 1858, 

es decir, a debe ser raiz de la ecuaciOn 

5a 3 + 2a 2 + 6a -1855 = 0. 

Como los digitos en el sistema buscado son 2, 3, 5 y 6, entonces la base 
debe ser mayor o igual que 7. Intentamos con el 7, es decir, sustituimos 
a = 7 en la ecuaciOn: 


5(7) 3 + 2(7) 2 + 6(7) -1855 = 0 

as! que 7 es raiz de la ecuaciOn. 

Por tanto, la base del sistema es 7. 

Comprobacion: Si 7 es la base del sistema, entonces: 

5a 3 + 2a 2 + 6a + 3 = 5(7) 3 +2(7) 2 +6(7)+3 = 1858. 

_ ■ 
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2.3.1 Ejerddos 


En los ejercicios 1 a 12, escribe el numero en la base que se pide. 


L 89 en base 7 

4 2309 en base 8 

7. 2536 en base 2 

10. 5657 en base 8 

2. 546 en base 3 

5. 98374 en base 6 

8. 3746 en base 4 

11. 55555 en base 5 

3. 638 en base 9 

6. 71248 en base 5 

9. 23635 en base 7 

12. 11111 en base 2 

En los ejercicios 13 a 24 encuentra la representacidn decimal del numero dado. 


13. 6105847,,, 

16. 30201130,,) 

19. 13242365,2, 

22. 41202253, 6) 

14. 11001101,2, 

17. 124003422,,, 

20. 578476128,,, 

23. 121046503,2, 

15. 24535132( 6 ) 

18. 112020211,3, 

2L 3201023,,, 

24. 101010100, 2 ) 


25. Escribe la representacion del numero 67 en base 2,3,5, 7 y 9. 


2.4 Operaciones en sistema binario 


Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-1716). 

Gelebre filosofo y matematico, 
creador del cilculo diferencial e 
integral. Proporciono en el siglo 
XVII la primera description del 
sistema binario. 


El sistema binario que usa la base 2 es sumamente importante en la actualidad, 
ya que las computadoras utilizan este sistema para operar. Las razones por las 
que las computadoras trabajan asf es porque su memoria consiste en una co- 
leccion de puntos que pueden imantarse o desimantarse; de esta manera pue- 
den representar unos y ceros de una manera muy natural; ademas, las tablas 
de suma y producto en base 2 son muy faciles de implementar en su sistema 
operativo. En la ultima section del capftulo abundaremos sobre los codigos 
utilizados por las computadoras. 

Sumar los numeros 10101 (2) y 110 (2) e interpretar en base decimal la ope¬ 
ration efectuada. 


Solution. Pue sto que las representaciones dadas estan en base 2, los unicos 
caracteres que aparecen son 0 y 1; observemos que en esta base se tiene: 

0 + 0 = 0 

0 + 1 = 1 

1+0 = 1 

1 + 1 = 10 

El procedimiento es similar al que usamos en notation decimal, por lo que 
cuando aparece 1 + 1 escribimos 0 y llevamos l,en nuestro caso: 


10101 
+ 110 
11011 

Entonces 10101^ +110 (2) =11011(2). 

Ahora analicemos en el sistema decimal: 

10101 , 2 , = 1 (2 4 ) +1 ( 2 2 ) + 1 ( 2 °) = 21 
110 , 2 , =1 ( 2 2 )+ 1 ( 2 ') = 6 
11011,2, =l(2 4 ) + l(2 3 ) + l(2‘)+ 1(2°) = 27. 


Es decir, en base decimal hemos efectuado la operation 21 + 6 = 27. 
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Observation: 

La siguiente tabla (2-2) nos da la regia para sumar cuando los numeros se 
encuentran en base 2: 


+ 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

10 


Para interpretarla, buscamos en el primer renglon el primer sumando y 
en la primera columna el segundo, y nos fijamos en la intersection del 
renglon y la columna correspondientes, encontrando la suma de los dos 
numeros. 


■ EJEMPLOS 

L Efectuar la resta 111010 (2) -100101 (2) y realizar en base decimal la opera- 
cion correspondiente. 


Solucidn: Procedemos como en el caso decimal: tomamos la primera cifra 
del sustraendo y la comparamos con la primera del minuendo, siempre 
de derecha a izquierda. En este caso las cifras son 1 y 0, respectivamen- 
te. Como 1 es mayor que 0, tomamos una unidad prestada de la siguiente 
posicion,buscando entonces un mimero tal que al sumarlo al 1 nos de 10; 
el valor buscado es el 1, que aparece en la primera cifra de la derecha en el 
resultado. 


111010 

-100101 

1 

Ahora, como llevabamos 1, tenemos en la segunda cifra 1 en el minuendo 
y tambien en el sustraendo, por lo que la siguiente cifra en el resultado 
seri cero: 


111010 

-100101 

01 


y asf sucesivamente. Entonces: 


111010 
-100101 
10101 

Ahora veamos en el sistema decimal: 

111010 (2) =l(2 5 ) + l(2 4 ) + l(2 3 ) + l(2‘) = 58. 
100101 (2 ,=l(2 5 ) + l(2 2 ) + l(2°) =37. 

10101 (21 = 1 ( 2 4 )+ 1 ( 2 2 ) + 1 ( 2 °) = 21 . 


Es decir,en base decimal hemos efectuado la operation 58 -37 = 21. 
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2. Multiplicar los numeros 1001001 (2) y 1010 (2) e interpretaren base decimal 
la operacion efectuada. 

Solution: Primero notemos que: 

0x0 = 0 
0x1 = 0 
1x0 = 0 
lxl = 1, 

lo cual puede ser escrito como: 


X 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 


entonces: 


1001001 
x 1010 
0000000 
1001001 
0000000 
1001001 
1011011010 


Ahora, con el sistema decimal: 

1001001 (2) = 1 (2 6 ) +1 (2 3 ) +1 (2°) = 73. 

1010 (2) = l(2 3 ) + l(2') = 10. 

1011011010 (2) = 1 (2 9 ) +1 (2 7 ) +1 (2 6 ) +1 (2 4 ) +1 (2 3 ) +1 (2‘) = 730. 

Es decir, en base decimal hemos efectuado la operacion 73 x 10 = 730. 

3. Comparar los numeros 1101100 (2) y 11101^. 

Solution: Cuando consideramos sistemas de numeracion en cualquier 
base, dicho sistema, como el decimal, es positional; de tal manera que la 
comparacion se realiza como es tamos acostumbrados. 

Como 1101100 (2) tiene mas tifras que 11101 (2) entonces 

11101 (2) <1101100 (2) . 

Comprobacion: Una manera de efectuar la comprobacion es encontran- 
do la representation decimal de ambos numeros: 

11101 p) = l(2 4 ) + l(2 3 ) + l(2 2 ) + 0(2 1 )+l(2°) = 29. 

1101100 {2) = 1 (2 6 ) + l(2 5 )+0 (2 4 ) + l(2 3 ) + l(2 2 )+0(2 1 )+ 0(2°) = 108. 

Es claro que 

29 <108. 
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4 Comparar los numeros 100110 (2) y 100011 (2) . 

Solution: Ambos numeros tienen seis cifras, por lo que comparamos de 
izquierda a derecha y nos fijamos en la primera que es distinta. En este 
caso es en la cuarta cifra, de izquierda a derecha, en la que difieren; en el 
primer numero dicha cifra es 1; en el segundo es 0,por lo que: 

1000U (2) < 100110 (2) . 

Comprobation: Encontramos la representacion decimal de ambos nu¬ 
meros: 


100110 (2) = 1 (2 5 ) + 0(2 4 ) + 0(2 3 ) + l(2 2 )+1(2 1 ) + 0(2°) = 38. 
100011 (2) = 1 (2 5 )+0(2 4 ) + 0(2 3 )+0(2 2 ) + l(2 1 )+1(2°) = 35. 

Por supuesto, en notation decimal: 

35 <38. 

5. Efectuar la division 100100 (2) +1100 (2) e interpretar en base decimal la 
operation correspondiente. 

Solution: El procedimiento para la division es igual al que conocemos 
en la notation decimal; unicamente hay que efectuar los productos y restar. 
Observamos primero que en base 2 el numero 1001 es menor que 1100; es 
detir,para iniciar la division debemos considerar 10010 entre 1100: 

1 

1100)100100 

-1100 <— Restamos el producto 1100 x 1 

0110 


Bajamos la siguiente cifra: 


11 

1100)100100 

-1100 

01100 

-1100 

0 


De donde 100100 (2) +1100 (2) = 11,2). 

En el sistema decimal: 

100100 = l(2 5 ) +1(2 2 ) = 36. 
1100 = l(2 3 ) +1(2 2 ) = 12. 
ll = l(2 , )+l(2°) = 3. 


Es decir, en base decimal hemos efectuado la operation 36 +12 = 3. 
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2.4.1 Ejerddos 


En los ejercicios 1 a 20, efectua la operation que se indica y comprueba tu resultado utilizando notacidn decimal. 


L 

1011110 (2) + 111U (2) 

11. 1110011^+101(2) 

2. 

1101110 (2) +10100 (2) 

12. 1001110 (2 ,+1101 (2 ) 

3. 

10101101 (2) + 100000^, 

13. 1101001,2) -1100110,2, 

4 

11111000^ + 111001^, 

14. 1111111,2)-1000000p, 

5. 

+r 

rH 

X 

f-H 

o 

fH 

15. 111100 (2 , + llllp. 

6. 

1000011 (2 ) X 100^2) 

16. 1100011,2)+ 1001, 2) 

7. 

1010101010 (2) xl00 (2) 

17. llllOOllp) -11001101,2, 

8. 

rS 

fH 

o 

o 

X 

V* 

18. 111100101,2)-11100101,2) 

9. 

10011 (2) xll0110 (2) 

19. 10101000,2,+ 1000,2, 

ia 

k—* 

►— 

k—k 

o 

+ 

t— ‘ 

•—k 

i—k 

20. 10010001,2, -1111111,2, 


En los ejercicios 21 a 28, compara la pareja de numeros dados 


2L 1110000 (2) ;111100 (2) 

22. 1110100 (2) ;1110010 (2) 

23. 1000110 (2) ; 1001110 (2) 


24. 11001011^:1110011^ 

25. 1000101,1100100 (2) 

26. 10101010 (2) ; 10010101 (2) 


27. llllOlllpylUOllll^ 

28. 1111100 (2) ; 11111100 (2) 


2.5 Operaciones en otras bases 

Sumar los numeros 123101, 4) y 231010, 4) y com probar en base decimal la ope¬ 
ration efectuada. 

Solution: Escribimos la tabla de sumar en base 4: 


+ 

0 

1 

2 

3 

0 

0 

1 

2 

3 

1 

1 

2 

3 

10 

2 

2 

3 

10 

11 

3 

3 

10 

11 

12 


Ahora empezamos sumando de derecha a izquierda, y vemos que en las 
tres primeras cifras no hay problema, obteniendo: 

123101 
+ 231010 
111 

En la cifra siguiente aparece 3 +1, y segun nuestra tabla 3 + 1 = 10, escribi¬ 
mos 0 y llevamos uno: 


123101 

+231010 


0111 
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Ahora 2+3 + 1 = 12, escribimos 2 y llevamos uno: 


123101 

+231010 

20111 


Por ultimo, 1 + 2 +1 = 10: 


123101 
+ 231010 
1020111 

Si lo pasamos a expresion decimal, tenemos que: 

123101 (4) = 1 (4 5 ) + 2 (4 4 ) + 3 (4 3 ) +1 (4 2 ) +1 (4°) = 1745. 
231010 (4) = 2 (4 5 ) + 3 (4 4 ) +1 (4 3 ) +1 (4 1 ) = 2884. 

10201 H (4) =l(4 6 ) + 2(4 4 ) + l(4 J ) + l(4 1 )+l(4°) = 4629. 

Es decir, hemos efectuado 1745 + 2884 = 4629. 


" EJEMPL0S 

L Efectuar la multiplication 4200033 (6) x 32 (6) y comprobar el resultado 
usando notation decimal. 


Solution: Escribimos la regia de multiplicacion en base 6: 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

2 

0 

2 

4 

10 

12 

14 

3 

0 

3 

10 

13 

20 

23 

4 

0 

4 

12 

20 

24 

32 

5 

0 

5 

14 

23 

32 

41 


Ahora multiplicamos primero por 2, observamos que 2 x 3 = 10, escribi¬ 
mos 0 y llevamos 1; nuevamente 2 x 3 = 10 y sumamos el 1 que llevabamos, 
escribimos 1 y llevamos 1; ahora 2x0 = 0 y escribimos el uno que llevd- 
bamos, etcetera: 


4200033 
x_2 

12400110 

Multiplicamos por 3 y sumamos para completar la operation: 

4200033 
x_32 

12400110 

21000143 


222401540 
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Efectuamos la comprobacion usando notacion decimal: 

4200033 (6) = 4(6 6 ) + 2(6 5 )+3(6‘)+ 3(6°) = 202197. 

32(6i =3(6')+ 2(6°) = 20. 

222401540 (6) = 2(6*) + 2(6 7 )+2(6 6 ) + 4(6 5 ) + l(6 3 )+ 5(6 J ) + 4(6') 

= 4043940. 

2. Comparar los numeros 165232 (7) y 165322 (7) . 

Solucion: Cuando consideramos sistemas de numeration en cualquier 
base,dicho sistema, como en el decimal, es posicional; de tal manera que la 
comparacion se realiza como es tamos acostumbrados. 

Am bos numeros tienen seis cifras. Entonces com paramos de izquier- 
da a derecha y nos fijamos en la primera que es distinta. En este caso es 
en la cuarta cifra, de izquierda a derecha, en la que difieren; en el primer 
mimero dicha cifra es 2, en el segundo es 3, entonces: 

165232 (7) < 165322 (7) . 

Comprobacioiv Encontramos la representacion decimal de ambos nu¬ 
meros: 

165232 (7) =l(7 5 )+6(7 4 ) + 5(7 3 ) + 2(7 2 )+3(7 1 ) + 2(7°) = 33049. 
165322 (7) = 1 (7 s ) + 6 (7 4 ) + 5 (7 3 ) + 3 (7 2 ) + 2(7') + 2(7°) = 33091. 

Por supuesto: 

33049 < 33091. 

3. Efectuar la division 3201321 (J) 13 (J) y comprobar el resultado usando no¬ 
tacion decimal. 

Solucion: Escribimos las reglas de suma y multiplication en base 5: 


-1- 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

0 

1 

2 

3 

4 

1 

1 

2 

3 

4 

10 

2 

2 

3 

4 

10 

11 

3 

3 

4 

10 

11 

12 

4 

4 

10 

11 

12 

13 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

3 

4 

2 

0 

2 

4 

11 

13 

3 

0 

3 

11 

14 

22 

4 

0 

4 

13 

22 

31 


Observamos primero que en base 5 el mimero 13 es menor que 32; es 
decir, para iniciar la division debemos considerar 32 entre 13. Ahora,como 
13 x 2 = 31, tenemos: 

2 

13)3201321 

-31 «- Restamos el producto 13 x 2 

010 y bajamos la siguiente cifra 

como 10 < 13,bajamos otra cifra,es decir, ahora calculamos 101 13. Como 
ademas 13 x 3 = 44, y 13 x 4 = 112, entonces: 
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203 


13)3201321 

-31 

0101 

-44 

2 

Bajamos la cifra siguiente y continuamos: 

203132 

13)3201321 

-31 

0101 

-44 

23 

-13 

102 

-044 

31 

-31 

0 


Asf, 3201321 (J) + 13 (J) = 203132 (5) . 

Efectuamos la comprobacion usando notacion decimal: 

3201321 (j) =3(5 6 )+2(5 5 ) + l(5 3 ) + 3(5 2 ) + 2(5') +1(5°) = 53336. 
13 (J) = l(5') + 3(5°) = 8. 

203132 (J) =2(5 5 ) + 3(5 3 )+l(5 2 ) + 3(5')+2(5 o ) = 6667. 
Podemos verificar facilmente que 6667 x 8 = 53336. 


2.5.1 Relacion entre dos bases distintas 

Escribir la representacion del numero 214 (7) en base 2. 

Solution: Encontramos primero la representacion decimal de 214 (7) . 

214 (7) = 2(7 2 ) +1 (7‘)+4 (7°) = 109 
Ahora escribimos 109 en base 2. 


109 + 2 

= 

54 residuo 1 

54 + 2 

= 

27 residuo 0 

27 + 2 

= 

13 residuo 1 

13 + 2 

= 

6 residuo 1 

6 + 2 

= 

3 residuo 0 

3 + 2 

= 

1 residuo 1 

1 + 2 

— 

0 residuo 1 
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El sistema hexadecimal que 
ahora se usa, fue introducido a 
la computation por IBM. 


Recordamos que escribimos los residuos en forma ascendente, por lo que: 

214 (7) = 1101101 (2) . 

Es posible pasar de una base a otra sin pasar por la representation deci¬ 
mal; sin embargo, el proceso es un poco mas laborioso, por lo que preferi- 
mos realizarlo de esta manera. 


Ejemplo 

• Escribir la representacidn del numero 100011 en base 4. 

Solution: Como en el ejemplo anterior, encontramos primero la repre¬ 
sentation decimal de 1000111 (2) y posteriormente lo escribimos en la base 
requerida: 


1000111 (2) =l(2 6 )+l(2 2 ) + l(2')+l(2°) = 71. 

Ahora escribimos 71 en base 4: 

71 + 4 = 17 residuo 3 
17 + 4 = 4 residuo 1 

4 + 4 = 1 residuo 0 

1 + 4 = 0 residuo 1 

Es decir, 1000111 (2) = 1013 (4) . 


2.5.2 Sistema de numeration hexadecimal 

Hasta ahora hemos visto sistemas de numeracion distintos al decimal y la mane¬ 
ra de representar un numero en cualquiera de esas bases. Sabemos que si bien la 
representation de un numero cambia dependiendo de la base en que se le repre- 
senta, tambien es cierto que dichos sistemas son todos posicionales; es decir, una 
tifra tiene, ademas de un valor intrfnseco, otro de acuerdo con la position que 
ocupa. La base mayor que hemos utilizado hasta aquf es 9; sin embargo, es po¬ 
sible utilizar cualquier entero mayor que 9 como base; la unica dificultad es que 
para escribir la representation de un numero en base n necesitamos n sfmbolos 
distintos. Por ejemplo, en base 7 utilizamos los sfmbolos 0,1,2,3,4,5 y 6. 

Para escribir en base 16, necesitamos 16 sfmbolos distintos, y no serfa con- 
veniente utilizar los numeros 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14 y 15, pues 
por ejemplo, en la siguiente tifra: 


113410678 

no serfa claro si los numeros subrayados son 1 y 0 o se trata de 10. Por eso, para 
evitar ambigiiedades, es necesario utilizar sfmbolos distintos 5 ara representar 

en base 16 se us an: 


0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B, C,D,E y F 

donde A = 10, B = 11, C= 12, D = 13, £=14, F = 15. A este sistema sele llama 

hexadecimal. 

Este sistema es particularmente importante en computation, como vere- 
mos en la siguiente section. 
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Ejemplo 

• Escribir la representation del numero 9283356 en base 16. 

Solucidn: Empleamos el metodo de los residuos: 

9283356 -j-16 = cociente 580209 residuo 12 cociente 580209 residuo C n ., 
580209 -r 16 = cociente 36263 residuo 1 

36263 -5- 16 = cociente 2266 residuo 7 

2266 -r 16 = cociente 141 residuo 10 cociente 141 residuo -4 (16) 

141 -r 16 = cociente 8 residuo 13 cociente 8 residuo Z) (16) 

8 -r 16 = cociente 0 residuo 8 

Observemos que como los sfmbolos A, B , C,D,E y Fsustituyen a 10, 

11,12,13,14 y 15, respectivamente, el primer residuo obtenido es 12 y 
lo escribimos como C. 

La representacion del numero 9283356 en base 16 es &DA71C. 



L Escribe las tablas correspondientes a la suma y multiplicacion en base 3. 
2. Escribe las tablas correspondientes a la suma y multiplicacion en base 8. 


En los ejercicios 3 a 18, efectiia en coda caso la operacion correspondiente y comprueba 
tus resultados utilizando notacion decimal. 


6. 5342115 (6) x520 (6) 

7. 3201332,,, +21100331, 5) 

8. 8888300,,,+7634218,,, 

9. 504030201^x166^ 

10. 745106 (g) x 762 (g) 



14 82663566,,) - 81672546,,, 

15. 5100122(g) + 45, 6) 


16. 7364516,,)+62,,, 


17. 42356100( 7 )-6540230,7, 

18. 14323465(g)-12434575(g) 


En los ejercicios 19 a 26, compara la pareja de numeros dados. 

19. 100234 (J) ; 10034,5, 

20. 657432,8,; 657342(g) 

2L 100101011,^101001011( 2 ) 

22. 3012013,^3013023,,) 


23. 12435687,,,; 13425687,,) 

24 340011022,7,;3400110022,7, 

25. 201201002,3,; 201202002,,, 

26. 040320010( 6) ; 40320010 (6 ) 


En los ejercicios 27 a 34, escribe la representacion del numero dado en la base que se pide. 


27. 123400(5, en base 7 

28. 332123( 4 , en base 10 

29. 5460012,7, en base 3 


30. 10231,,, en base 2 

31. 101111,2) en ^ )ase ^ 

32. 211012,3, en base 5 


33. 342112(g) en base 8 
34 1762533,8, en base 6 
35. 256104,7, en base 9 
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En los ejercicios 36 a 43, escribe la representacion del numero dado en el sistema hexadecimal. 

36. 3928762 38. 85798767 40. 2784645 42. 57562432 

37. 1736548 39. 48763456 41. 7564289 43. 4294967296 


2.6 El sistema binario y las computadoras 

Las computadoras almacenan y procesan la informacion en dispositivos magneti- 
cos y opticos,como la memoria RAM (memoria de acceso aleatorio), discos mag- 
neticos, discos flexibles, CD-ROM (disco compacto de s61o lectura), etcetera. 

P&ra ello, convierten la informacion en sucesiones de unos y ceros. Es decir, 
para la computadora un texto, una fotografia digitalizada, una base de datos o 
un archivo de sonido es sdlo una cadena formada por unos y ceros. 

Podemos pensar que los dispositivos de almacenamiento de la compu¬ 
tadora son superficies que tienen la capacidad de magnetizarse en puntos 
espedficos. La computadora guarda estos unos y ceros magnetizando o de- 
jando de magnetizar ciertos puntos de esta superficie magnetica. 

Existen diferentes codigos para traducir la information propordonada 
a la computadora en sucesiones de ceros y unos. Uno de los mds conocidos 
y utilizados actualmente es el cddigo ASCII (American Standard Code for 
Information Interchange). Este cddigo utiliza siete posiciones binarias llama- 
das bits para representar letras, numeros y algunos simbolos especiales, por 
ejemplo: 


Caracter 

Cddigo ASCII 

Cddigo binario 

A 

65 

1000001 

B 

66 

1000010 

1 

49 

0110001 

2 

50 

0110010 

a 

97 

1100001 


Como podemos ver, las letras Ay a tienen diferente cddigo ASCII, y los ca- 
racteres para representar los dfgitos 0 al 9 tienen un cddigo ASCII diferente a 
su valor. 

Con siete posidones binarias podemos escribir numeros desde 0 hasta el 
127 = 1111111 (2) , por lo que sdlo se pueden representar 128 caracteres distintos. 
En estos primeros 128 caracteres no estan incluidas las letras acentuadas, la h y 
otros caracteres importantes, por lo que fue necesario anadir una posiddn bi- 
naria mas, creandose el cddigo ANSI (American National Standard Institute). 
En este cddigo podemos escribir numeros desde 0 hasta 255 = 11111111^, por 
lo que podemos representar 256 caracteres distintos. Los caracteres que ya 
estaban en el cddigo ASCII, conservan su cddigo; para los nuevos, su cddigo 
ANSI es un numero mayor que 127. 

Por ejemplo: 


Caracter Cddigo ANSI Cddigo binario 

a 

97 

01100001 

d 

225 

11100001 

6 

233 

11101001 

ii 

241 

11110001 
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Un problema muy grave que existe es que hay otra extensi6n del codigo 
ASCII Uamada IBM Extended Character Set, diferente a la ANSI. En este 
codigo, las letras acentuadas y la n tienen diferente valor: 


Caracter 

Codigo IBM 

Codigo binario 

d 

160 

10100000 

6 

130 

10000010 

h 

164 

10100100 


Esto provoca que al pasar un documento de un procesador de texto a otro, las 
letras acentuadas aparezcan como caracteres raros. Este problema tambien se 
presenta a veces con las impresoras. 

Como es diffcil leer los numeros binarios, dada la cantidad de ceros y unos 
por leer, sobre todo cuando aparecen varios numeros seguidos, solemos agru- 
parlos de 4 en 4. Con 4 posiciones binarias podemos representar numeros del 
0 al 15 y podemos cambiar 4 posiciones binarias por una position en base 16. 
Porejemplo, 220 (lo) = 1101 1100 (2) = DC (16) . 

De esta manera, los codigos ANSI, vistos anteriormente, se pueden escri- 
bir en sistema hexadecimal (base 16): 


Caracter 

Codigo ANSI 

Codigo binario 

Sistema hexadecimal 

a 

97 

0110 0001 

61 

& 

225 

1110 0001 

El 

i 

233 

1110 1001 

E9 

n 

241 

mi oooi 

El 


A un grupo de 8 bits se le llama byte. De esta manera podemos guardar dos 
cifras hexadecimales en un byte; por tanto, necesitamos un byte para guardar 
un caracter utilizando el codigo ANSI. 

Para hacer operaciones aritmeticas, las computadoras no utilizan estos co¬ 
digos, sino que guardan los numeros en diferentes formatos, basados todos en 
el sistema binario. 

Uno de estos formatos es el tipo Shortlnt, o entero corto, que utiliza 8 bits; 
es decir, 1 byte. En este formato de tipo se pueden representar numeros entre 
-128y 127. 

En la siguiente tabla se muestran algunos de los tipos mas comunes: 


Tipo 

Bytes 

Valores 

Shortlnt (entero corto) 

1 

-128 a 127 

Smalllnt (entero largo) 

2 

-32768 a 32767 

Integer (entero) 

4 

-2147483648 a 2147483647 

Real 

6 

±2.9 X 10' 39 a ±1.7 X 10 38 

Double (doble) 

8 

±5.0 x 10" 324 a ±1.7 X 10 308 


Los tres primeros tipos forman parte del grupo de tipos enteros, ya que no 
pueden guardar numeros con punto decimal. Los dos ultimos forman parte de 
los tipos flotantes En ellos sf se pueden guardar numeros con punto. En cada 
uno de los dos grupos de tipos, las computadoras utilizan diferentes algoritmos 
para efectuar las cuatro operaciones matematicas basicas. 































EL campo de Los 
numeros reaLes 



3.1 Introducridn 

3.2 Los numeros enteros 

3.3 Los numeros reales 

3.4 Intervalos 

3.5 leyes de Los exponentes 

3.6 Logaritmos 

3.7 Igercirios de repaso 


E n este capftulo presentamos un repaso de los conceptos y las tecnicas fun- 
damentales de la aritmetica de los numeros reales que son esenciales para 
la comprension y manipulation de las expresiones algebraicas. Los alumnos 
que ingresan al bachillerato ya conocen la mayor parte del contenido de este 
capftulo, por lo que el profesor puede optar por estudiarlo muy rapidamente 
para poder dedicar mas tiempo a los temas sustantivos del algebra. 


3.1 Introduccion 

Los numeros han surgido a lo largo de la historia como una herramienta para 
resolver problemas de conteo, medicion, ordenacion, etcetera. Actualmente 
los vemos como algo ya terminado y tendemos a creer que siempre existieron 
asf; sin embargo, en cada epoca, cuando se introdujo algun mimero nuevo o 
grupo de numeros nuevo, a menudo se suscitaban polemicas muy fuertes, por 
lo que estos numeros tardaban muchos afios en ser aceptados por la comu- 
nidad en general. Tales son los casos del cero, de los numeros negativos, los 
numeros irracionales, etcetera. 

Los primeros numeros que surgieron historicamente fueron los numeros 
naturales 1,2,3,4,... que nos sirven para contar. Aunque el cero aparecio des¬ 
pues, es mas practice considerarlo dentro de los numeros naturales. Denotamos 
por ^ al conjunto de los numeros naturales, es decir, 

N- {0,1,2,3,4,...}. 

Uno de los primeros problemas a los que nos enfrentamos al considerar uni- 
camente a los numeros naturales, es que al restar dos de ellos el resultado no 
es siempre otro natural. Por ejemplo, en la escuela primaria nos ensenaron 
que 5-8 “no se puede efectuar”. Lo que sucede es que la respuesta no es un 
mimero natural. 

Para poder restar cualquier par de numeros naturales es necesario intro- 
ducir los numeros enteros negativos que j unto con los numeros naturales cons- 
tituyen los numeros enteros: 


Z = {...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}. 

Los ntimeros naturales tambi£n se llaman enteros no negativos. 

Al restar cualquier par de estos numeros se obtiene otro entero. Los nu¬ 
meros negativos son utiles en la vida cotidiana para representar cantidades 
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como temperaturas por debajo del punto de congelation del agua (0° C), deu- 
das monetarias y profundidades en relation con el nivel del mar de zonas que 
estan por debajo de dste, entre otras cos as. 

Asi como enfrentamos el problema de no poder restar si tenemos solo 
numeros naturales, tambien enfrentamos el problema de no poder dividir si 
tenemos sdlo numeros enteros; por ejemplo, al dividir 5 + 3 no obtenemos un 
numero entero, por lo que es necesario ampliar el conjunto de numeros. 

Consideramos ahora el conjunto de los ru'imeros rationales, que son aque- 
llos que pueden escribirse como cotiente de dos numeros enteros, donde el 
denominador no es el cero. 



p,qsZ, q* 0 


Observemos que como todo numero entero se puede escribir como el cocien- 
te de 61 mismo entre uno, n = f, entonces todo numero entero es un numero 
rational; asf. 


NcZcQ 

Los numeros rationales son sufitientemente buenos para la mayorfa de las 
operaciones que realizamos cotidianamente; sin embargo, ya desde los pitago- 
ricos, en el siglo V a. C., se dieron cuenta de que con una regia y un compos se 
podfan construir segmentos cuya longitud no se podia expresar como cotiente 
de dos enteros. Por ejemplo, en el triangulo rectangulo cuyos catetos miden 1, 
la hipotenusa mide J2 y este numero no se puede escribir en la forma -J- con 
p y q enteros; es decir, \fl no es un numero rational. 



Fig ura 3.1 Construction de Jl 


Como veremos en las secciones siguientes, todos los numeros rationales pue¬ 
den identificarse con puntos en una recta. El hecho de que, por ejemplo sll 
no sea un numero rational, significa que hay un punto en la recta al que no 
se le ha asociado ningun numero racional; de hecho, hay una infinidad de di- 
chos puntos,por lo que es necesario inventar otros numeros, llamados numeros 
irracionalcs, para los puntos de la recta a los que no se les ha asociado ningun 
numero racional. Es asi como surgen los numeros reales , que son la union de 
los numeros rationales e irracionales. 

Finalmente, los numeros reales tambien presentan un problema similar 
al de la resta en los numeros naturales y la division en los numeros enteros; 
este problema consiste en que no se puede sacar raiz cuadrada de los numeros 
negativos; por ejemplo, \ -4 no existe ya que no hay ningun numero real x tal 
que x 1 = -4. Por esto, es necesario introducir mas numeros; los numeros com- 
plejos, para poder, ahora si, obtener la raiz cuadrada, o cualquier otra raiz, de 
todo numero real,o mas en general, de todo numero complejo. 

En las siguientes secciones estudiaremos con detenimiento las propieda- 
des de algunos de los sistemas numericos mencionados. 
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3.2 LOS NUMEROS ENTEROS 

Los numeros enteros pueden representarse como puntos en la recta. Para 
ello, seleccionamos un punto para representar al 0 y otro para representar 
el l,que normalmente colocamos a la derecha del 0. Estos puntos determinan 
la escala y la colocacidn de los demas enteros; en ella los numeros naturales 
se van colocando hacia la derecha en orden, dejando entre dos consecutivos 
el mismo espacio que entre 0 y 1; es decir, una unidad. Asimismo, a partir 
del 0, pero ahora hacia la izquierda, se colocan consecutivamente los numeros 
-1,-2, -3,... 


-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 

Figura 3.2 Los enteros en la recta 


En la recta numerica, el 5 esta colocado a la derecha del 0 y el -5 del lado 
izquierdo. La distancia de 5 a 0 es 5 unidades y la distancia de -5 a 0 tambien 
es 5 unidades. 


-5 


0 


5 


Figura 33 5 y — 5 en la recta numerica 


La distancia de un numero a 0 se llama el valor absoluto del numero y se repre- 
senta encerrando al numero entre dos rayas verticales, asf: 

|5| = 5 significa que el valor absoluto de 5 es 5. 

|-5| = 5 significa que el valor absoluto de -5 es 5. 

3.2.1 Suma de numeros enteros 

Las dos operaciones principales de los numeros enteros son la suma y el pro- 
ducto. El producto tambien se conoce como multiplication. Veamos primero 
una interpretacidn geometrica de la suma. 

Para hallar la suma de 2 y 5, dibujamos una recta numerica. Colocamos el 
lapiz en el 2 y nos movemos 5 unidades hacia la derecha , con lo que Uegamos 
al 7. 


5 

i-» 

-*—i-1-1-1-1—i—•—i— 

012345678 
Figura 3.4 Suma de 2 y 5 

Cuando a un numero le sumamos un numero positives ntonces nos movemos 
hacia la derecha, y cuando le sumamos un numero negadvo, entonces nos mo¬ 
vemos hacia la izquierda. 


" EJEMPLOS 

L Sumar 3+(-7). 

Solucion: Localizamos el 3 y desde ahi nos movemos 7 unidades hacia la 
izquierda , con lo que llegamos a -4. Asf que 3 + (-7) = - 4. 
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-7 

< - « 

-i—#—i-1-1-1-1-1-1-1-i- 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

Figura 3.5 Suma de 3 y (—7) 


2. Sumar-8 + (-4). 

Solucion: Localizamos a —8 y desde ahf nos movemos 4 unidades hacia 
la izquierda, con lo que llegamos a -12. As! que - 8 + (-4) = -12. 



-12-11-10-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2-10 1 

Figura 3.6 Suma de -8 y (-4) 


Serfa poco practico tener que utilizar la recta numerica para poder sumar ente- 
ros positivos y negativos; las siguientes reglas nos permiten hacerlo de manera 
sencilla, usando lo aprendido en la escuela primaria. 

Reglas para sumar numeros enteros 

Para sumar dos numeros enteros con el mismo signo: 

1. Sc suman los valores absolutos de los numeros; es decir, como si fueran 
positivos 

2. Se determina el signo de la suma: 

a) Si ambos son positivos, la suma es positiva. 

b) Si ambos son negativos, la suma es negativa. 


Ejemplo 

• Sumar -35 + (-82). 

Solucion: Sumamos valores absolutos de los numeros: 35 + 82 = 117. 
La suma es negativa ya que ambos son negativos: -35 + (-82) = -117. 


Para sumar dos numeros enteros de signo contrario: 

1. Se restan los valores absolutos de los numeros: el menor del mayor. 

2. El signo de la suma es el signo del sumando que tenga el mayor valor 
absoluto . 


" EJEMPLOS 

1. Sumar-17 +(4). 

Solucion: El valor absoluto de -17 es 17, que es mayor que el de 4. 
Restamos los valores absolutos: 17 - 4 = 13. 

La suma es negativa porque |-17| > |4|; asf, -17 + (4) = -13. 









Sec. 3.2 ■ Los numeros enteros 47 


2. Sumar-27 + 69. 

Solution: El valor absoluto de 69 es mayor que el de -27. 
Restamos los valores absolutos: 69 - 27 = 42. 

La suma es positiva porque |69| > |-27|; asf, -27 + 69 = 42. 


Desde que aprendimosa sumar en laprimaria.nos ensenaron que al sumar dos 
numeros no importa el orden en el que los sumemos; asf: 

9 + 4 = 13 = 4 + 9 

y al sumar mas de dos numeros, lo que debemos hacer es agrupar dos de ellos, 
sumarlos y el resultado sumarlo al resto; por ejemplo: la suma 3+5 +2 la po- 
demos realizar de las siguientes dos maneras: 

(3 + 5)+2 = 8 + 2 = 10 y 3 + (5+2) = 3 + 7 = 10 
y simplemente escribimos 

3 + 5+2 = 10. 

Tambien sabemos que sumar 0 “no hace nada”: 

4 + 0=4. 

Propiedades de la suma de numeros enteros 

A continuation se listan las propiedades de suma de los numeros enteros que 
acabamos de ejemplificar. 

La suma de numeros enteros satisface las siguientes propiedades: 

• Propiedad de cerradura Si a y b son numeros enteros, 
entonces i +b es un numero entero. 

• Propiedad conmutativa. Si ay b son numeros enteros, 
entonces i + b=b+a. 

• Propiedad asociativa: Si a, b y c son numeros enteros, 
entonces [a+b) +c = a+ (b + c). 

• Existencia del neutro aditivo: El numero 0 satisface la igualdad a + 0 = a 
para cualquier numero entero a. 

• Existencia del opuesto, inverso aditivo o sim&trico: Si a es un ntimero en¬ 
tero cualquiera, existe un unico numero entero al que llamamos -a, que 
satisface la igualdad a + (-a) = 0. 

Observations: 

• Los numeros naturales = {0,1,2,...} satisfacen todas las propiedades 
anteriores, con excepcidn de la existencia del inverso aditivo, ya que, por 
ejemplo, el inverso aditivo de 3 es -3, que no es un numero natural. 

• El sfmbolo (- a ) significa el inverso aditivo de a, independientemente 
de que a sea positivo o negativo. Asf, por ejemplo, como 4 +(-4)= 0, 
entonces el inverso aditivo de a = 4 es -a = -4, pero tambien, el inverso 
aditivo de a = -4 es 4; es decir,-u = -(-4) = 4. 

En general, si a es un numero entero, entonces 


-(-«) = a. 
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" EJEMPLOS 

L El opuesto de 5 es -5. 

2. El opuesto de -8 es 8. 

3. El opuesto de 0 es 0. 

4. Verificar geometricamente la propiedad conmutativa con a = -7, b = 4. 

Solucwn: Localizamos -7 y desde ahf nos movemos 4 unidades a la de- 
recha y llegamos a -3. 

Localizamos a 4 y desde ahf nos movemos 7 unidades a la izquierda y 
llegamos tambien a -3. Asf, 

-7 + 4 = 4 + (-7) = -3 

-7 + 4 

i- > 

—--1-1-1-1—•—i-p-1-1-1-1-1-►- 

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

4 + (-7) 

Figura 3.7 

5. Verificar geometricamente la propiedad asociativa con a = -8, 6 = 6 y 
c = -5. 

Solution: Para sumar (-8 + 6)+(-5), a partir de -8 nos movemos 6 uni¬ 
dades a la derecha, llegamos a -2, y si desde ahf nos movemos 5 unidades 
a la izquierda, llegamos a -7. 

Para sumar -8 + (6 + (-5)), efectuamos primero 6 + (-5), con lo que nos 
colocamos en 6 y de ahf nos movemos 5 unidades a la izquierda, con lo cual 
llegamos a 1. Ahora, si a partir de -8 nos movemos 1 unidad a la dere¬ 
cha, llegamos a -7. Asf que tenemos: 


(-8 + 6) + (-5) = -2+(-5) = -7 
-8 + (6 + (-5)) = -8 +1 = -7. 

(-8 + 6) +(-5) 


—i-1—•—i-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1- 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 


- 8+1 6-5 = 1 
Figura 3.8 (— 8+6)+(— 5) 


6. Verificar geometricamente las propiedades del neutro y del inverso aditi- 
vo con el mimero 8. 

Solution: Localizamos el 8 y no nos movemos, entonces seguimos en el 
8, asf que 


8 + 0 = 8 . 


012345678 

Figura 3.9 8 + 0 = 8 
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Para ver la propiedad del opuesto, localizamos el 8 y nos movemos 8 uni- 
dades hacia la izquierda, con lo que llegamos a 0; asf: 

8 + (- 8 ) = 0 . 


<- 


0 


1 2 3 4 5 6 7 
Figura 3.10 8 + (— 8) = 0 


8 


Las propiedades conmutativa y asociativa, asf como las reglas anteriores, nos 
permiten sumar mas de dos numeros enteros. 


Ejemplo 

• Sumar 86+ (-37)+(-49)+ 93+(-32). 

Soh" Aplicamos la propiedad conmutativa para poner todos los 
numeros positivos juntos y todos los numeros negativos juntos. 

86 + 93 + (-37) + (- 49) + (-32). 

Sumamos por separado los numeros positivos y los numeros negativos 
siguiendo las reglas para sumar numeros del mismo signo: 

86 + 93 = 179 y (-37) + (-49) + (-32) = -118, 

sumamos estos resultados parciales 

179+ (-118) = 61, 


asf, 


86 + (-37) + (-49)+93 + (-32) = 61. 


3.2.2 Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 16, escribe el numero ertiero que representa coda situacidru 

L Un submarino esta sumergido a 93 metros. 7. 18 °C sobre el punto de congelacion del agua. 

2. La temperatura es de 4 °C. 8. Debe $200. 

3. Esta 6 metros sobre el nivel del mar. 9. Se hundid un metro bajo el nivel del mar. 

4 Tiene $35 en sus ahorros. 10. 5 °C bajo el punto de congelacion. 

5. La temperatura es de 15 °C bajo cero. LL Debe $14 a su hermana. 

6. 36 metros bajo el nivel del mar. 1Z Tiene $805 en su alcancfa. 

13. La cima de la montana esta a 1,500 metros sobre el nivel del mar. 

14 La Ciudad de Mexico esta a 2,303 metros sobre el nivel del mar. 

15. El helicoptero se elevo 1,650 metros sobre el nivel del mar. 

16. Un dia de invierno, la temperatura, contando el factor viento, Ueg6 a 32 °C bajo cero. 
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En los ejercicios 17 a 22, encuentra el opuesto de coda numero. 

17. -47 18. 81 19. -13 20.-3 2L 175 21 -0 

En los ejercicios 23 a 30, indica el numero que debes sumar en cada situacion. 


23. Bajo 3 kilos de peso. 

24. Su dieta tiene 200 calorias menos. 

25. La bolsa de valores perdio 153 puntos. 

26. Este barco tiene 5 metros mas de ancho. 

En los ejercicios 31 a 34, verified la propiedad asociativa 
3L a = 5.b = 7 y c = 1 
31 a = -2, b = 4yc = 8 

En los ejercicios 35 a 48, simplified las expresiones. 

35. -(-9) 37. 5-(-7) 

36. -(-(-7)) 38. -(-124) 

43. 5+(-ll) + 9 + (-6)+(-5) + 9 

44 34 + 53+ (-53)+70 

45. (-7) + (-3) + 0 +14 + (-3) +10 


27. El resorte se estiro 5 centi'metros. 

28. El ritmo cardiaco aumento 5 latidos por minuto. 

29. La temperatura bajo 17° C. 

30. Este pan lleva 100 gramos menos de levadura. 

la suma de numeros enteros. 

33. a = 1,6 = -3y c= -6 

34. a = -9, = -l y c = -18 

39. -(13+16) 41. -(10-3) 

40. -(634 - 498) 42. -(-71)+ 17 

46. (-20) +(-3) + 4 +18 + (-7) +1 

47. 37+ (-48)+ 62+ (-15)+ 19 +(-21) 

48. (-36)+(-24)+(-51)+ (-612) 


Dios invento los enteros; todo lo 
demas es trabajo del hombre. 

Leopold Krone eke r 
(1823-1891). 


3.2.3 Resta de numeros enteros 

Dados dos numeros enteros a y b, la diferencia a-b se define como: 


a-b = a + (-b). 


es decir, restar b significa sumar el opuesto de b. 


" EJEMPLOS 

L Simplificar 5 - 9. 

Solucion: Restar 9 significa sumar -9, as! que aplicamos la regia de la 
suma de dos numeros de signo contrario: 

5-9 = 5 +(-9) = -4. 


2. Simplificar 4-(3-1). 

Solucion: Resolvemos primero lo que esta dentro del parentesis 

3-1 = 2 


y ahora efectuamos la resta: 

asf. 


4-2 = 2, 


4-(3-l) =2. 


3. Efectuar la diferencia entre 76 y —11, menos 54. 





Sec. 3.2 ■ Los numeros enteros 51 


Solution: Traducimos el problema 

(76-(-11))-54. 

Ahora realizamos las operaciones indicadas 

(76-(-ll))-54 = 87 - 54 = 33. 

En el conjunto de los numeros enteros, la ecuacion 

a + x = b, 

donde ay b son numeros enteros, siempre tiene solucion,a saber 

x = b -a. 


Ejemplo 

• Encontrar los valores de x que satisfacen la igualdad 15 + x = 5. 

Solution: 

x = 5-15 = -10, 

es la linica solucion de la igualdad. 


3.2.3.1 Inverso de una suma 

Es claro que (5 + 7) +(-5-7) = 0; esto quiere decir que el inverso aditivo 
de 5 + 7 es -5 - 7, pero tambien es cierto que (5 + 7) - (5 + 7) = 0, es decir, el 
opuesto de 5 + 7 tambien es -(5 + 7), pero como cada mimero tiene un unico 
inverso, entonces 

-(5 + 7) =-5-7. 

En general, si a y b son numeros enteros, entonces, 

-(a + b) = -a-b. 

m EJEMPLOS 

L Simplificar-(-15+ 9). 

Solution: Podemos efectuar primero la operacion dentro del parentesis 
y despuds tomar el inverso aditivo del resultado: 

-(-15+9) = -(-6) = 6, 

o bien, podemos eliminar el parentesis poniendo el inverso aditivo de cada 
sumando y efectuando la operacion resultante. 

-(-15+ 9) = +15-9 =6. 

2. Simplificar3-(7+ 4-9). 

Solution: 


3-(7 + 4-9) = 3-(2)= 1, 
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o bien. 


3-(7 + 4-9) = 3-7-4 + 9 = l. 


3.2.4 Ejercicios 


Efectua las siguientes operaciones. 

L 8-(-2) 3. 7-(-8) 5. -14-(-14) 

2. -4-11 4. -9-(-3) 6. 12-5 

Efectua las siguientes operaciones y simplificalas. 

7. 143-(27 - 8) 9. (-37 +16) - (48 - 5) 11. 20 -[-2 -(-14)] -4 

8. (47-75)-(33-65) 10. -[-18-(-3)]-7 - 20 12. 121+ (-33)-(66 + 44) 


Traduce al lenguaje algebraico y simplifica. 

13. La resta de 92 menos —13, menos —25. 

14 — 62 sumado a la resta de 38 menos —11. 

15. La suma de —47 y 20, menos 15. 

Un di'a de invierno, la temperatura en la madrugada era de 
8 °C. Durante la manana subio 12 °C, en la tarde descen- 
dio 5 °C y en la noche bajo 3 °C. ^Que temperatura habia 
en la noche? 

17. Un submarino estd a 210 metros bajo el nivel del mar. 
Debido a las fuertes corrientes tiene que descender 74 
metros. Mas tarde decide subir 50 metros. i,A que profun- 
didad esta el submarino? 

18. Un avion subio hasta una altitud* de 8,825 metros. Debido 
al mal tiempo, tuvo que elevarse 1,547 metros. Despues 
descendki 1,239 metros para continuar su viaje. (.Que alti¬ 
tud llevaba? 

19. Un elevador estaba en el piso 12. Baj6 5 pisos, subio 13 y 
baj6 2. (,En que piso esta ahora? 


20. Ricardo tiene una tarjeta de crddito con un saldo a favor 
de $229. Pago con la tarjeta $296, $103 y $76. Como habia 
gastado mucho, depositd $130. ^Que saldo tiene ahora en 
la tarjeta de credito? 

21. Un alpinista esta en la cima del Popocatepetl cuya altitud 
es 5,452 metros. Desciende 476 metros. Otro alpinista esta 
al pie del volcan, en Tlamacas, a 4,000 metros, y asciende 
892 metros. ^Cual es la diferencia entre las altitudes a las 
que estan los dos alpinistas? 

22. La Ciudad de Mexico tiene una altitud de 2,303 metros. 
Un helicoptero de noticias sobrevuela la ciudad. Sube 193 
metros, desciende 24 metros, baja 9 metros y se eleva 38 
metros. Despues de todos estos movimientos, £que altitud 
tiene? 


3.2.5 Multiplicacion de numeros enteros 

Desde la primaria sabemos como multiplicar nOmeros positivos; veamos ahora 
una interpretation geometrica de la multiplicacion que nos permitira entender 
mejor la multiplicacion con numeros negativos. 


* EJEMPLOS 

• Multiplicar 4x3. 

Solution: Marcamos el 4 en el eje horizontal, y en el eje vertical marca- 
mos el 1 y el 3. 

Unimos con una recta el 4 del eje horizontal con el 1 del eje vertical. 
Por el 3 del eje vertical, trazamos una recta paralela a la anterior y ob- 
servamos el punto donde corta al eje horizontal. 

El punto donde corta es el resultado de la multiplicacion: 4 x3 = 12. 


•Altitud = altura sobre el nivel del mar. 
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Dos triingulos son semejantes 
si sus angulos correspondientes 
son iguales y, por consiguiente, 
sus lados correspondientes son 
proporcionales. 


4 8 12 

Figure 3.1 Interpretacion geometrica de 4 X 3 


La razon de lo anterior es que los triangulos formados son semejantes, as! 
que si la altura del mayor es 3 veces la altura del menor, entonces la base 
del mayor es 3 veces la base del menor, es decir, 3 x 4 = 12. 

Hagamos la misma construction cuando uno de los factores es negativo: 

L Multiplicar 4x(-3). 

Solution; Marcamos el 4 en el eje horizontal, y en el eje vertical marca- 
mos el 1 y el (-3). Observa que (-3) estd en la parte inferior del eje. 
Unimos con una recta el 4 del eje horizontal con el 1 del eje vertical. 
Por el (-3) del eje vertical, trazamos una recta paralela a la anterior y 
observamos el punto donde corta al eje horizontal. El punto donde corta 
es el resultado de la multiplication 4 x (-3); asi. 


4x(-3) = -12. 



Figure 3.12 Interpretacion geometrica de 4 X (—3) 


2. Multiplicar (-4) x 3. 

Solution: Marcamos -4 en el eje horizontal (observa que -4 esta en la 
parte izquierda del eje), y en el eje vertical marcamos el 1 y el 3. 

Unimos con una recta el (-4) del eje horizontal con el 1 del eje vertical. 
Por el 3 del eje vertical, trazamos una recta paralela a la anterior y ob¬ 
servamos el punto donde corta al eje horizontal; asf,el punto -12, donde 
corta, es el resultado de la multiplication, (- 4) x 3: 


(-4)x3 = -12. 



Figura 3.13 Interpretacion geometrica de —4 X 3 


Veamos ahora el caso en el que ambos factores son negativos: 


3. Multiplicar (-4) x (-3). 
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Solution: Marcamos -4 en el eje horizontal, y en el eje vertical marca- 
mos el 1 y el (-3). 

Unimos con una recta el -4 del eje horizontal con el 1 del eje vertical. 

Por el -3 del eje vertical, trazamos una recta paralela a la anterior y 
observamos el pun to donde corta al eje horizontal. 

El punto donde corta es el resultado de la multiplicacion, que en este 
caso es: 


(-4)x(-3) = 12. 


1 2 4 6 8 10 12 



i'igura 3.14 Interpretacion geometrica de (—4) X (—3) 


Notacion para la multiplicacion 

En aritmetica, usualmente usamos el signo X para denotar la multiplicacion, pero 
en Algebra hay veces que podemos suprimirlo para simplificar la notacion. 

• Cuando utilizamos letras para representar numeros, simplemente las 
ponemos una junto a otra para denotar el producto; asf 

ab es lo mismo que a x b. 

• Cuando el signo de multiplicacion esta junto a un parentesis, podemos 
suprimirlo: 

(-4)(-3) es lo mismo que (-4)x(-3) 

5 x (2 + 9) es lo mismo que 5(2 + 9). 

Leyes de los signos de la multiplicacion 

Los cuatro modelos anteriores ejemplifican las leyes de los signos: 

• El producto de dos numeros del mismo signo es positivo. 

• El producto de dos numeros de signo contrario es negativo. 

Podemos recordar estas reglas con el siguiente cuadro: 

(+) x (+) = ( + ) 

(+) X (-) = (-) 

(-) X ( + ) = (-) 

(-) X (-) = ( + ) 


■ EJEMPLOS 

1. Multiplicar (-3) 2. 
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Solution: 

(-3) x 2 = -6. 

2. Multiplicar-247 xO. 

Solution: Recuerda que el producto de cero por cualquier numero es 
cero. Asf 

-247x0=0. 

3. Multiplicar -9(-8). 

Solution: 

-9(-8) = +72. 


A1 multiplicar dos numeros, no importa el orden en que lo hacemos, de ahf la 
famosa frase: “El orden de los factores no altera el producto” 

5x7 = 35 = 7x5 

Y para multiplicar mds de dos numeros, debemos agrupar dos de ellos, 
multiplicarlos y multiplicar el resultado por el restojpor ejemplo: 

4(3x6) = 4xl8 = 72; (4x3)6=12x6=72 

asf, podemos escribir simplemente 

4x3x6 = 72. 

Por otro lado, cuando tenemos una suma y un producto, debemos tener 
cuidado, ya que no es lo mismo efectuar primero el producto y despues la 
suma, que hacerlo en el otro orden;por ejemplo: 

5 + (2x3) = 5+6 = ll y (5+2)3 = 7x3 = 21. 

Por eso es necesario establecer de manera inequfvoca que significa 5+2 
X 3. La regia que se sigue es: 


Primero se efectuan las multiplicaciones y despues las sumas. 


Mas adelante veremos con mas detalle este tipo de expresiones (vease la sec- 
cion 3.3.8). 

Asf, 5+2x3=5 + 6 = 11, aunque es preferible usar parentesis. 

Cuando tenemos una expresion como 

2(3 + 5) 

para poder efectuar la multiplication, primero debemos saber el resultado de 
la suma 3 + 5, para despues poder multiplicarlo por 2; asf: 

2(3 + 5) = 2x8 = 16, 

sin embargo, tambien podrfamos haberlo hecho de otra manera: multiplicar 
por 2 cada uno de los numeros que estan en el parentesis y despues sumar los 
resultados: 

2(3+ 5) = 2x3 + 2 x5=6 + 10 = 16. 

Que estas dos maneras de efectuar esta operation nos lleven al mismo 
resultado se le conoce como propiedad distributive: o ley distributive. 
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" EJEMPLOS 

1. Podemos ejemplificar lo anterior con peras y manzanas para entenderlo 
mejor. 

Si tenemos dos bolsas y en cada una hay 3 peras y 5 manzanas, ^cuantas 
frutas tenemos? 

Primer razonamiento: En cada bolsa hay (3 + 5) = 8 frutas, asi que tene¬ 
mos 2 x 8 = 16 frutas. 

Segundo razonamiento: Tenemos 2x3 = 6 peras y 2x5 = 10 manzanas, 
asi que tenemos 6+10 frutas. 


2. Otra manera de ejemplificar la propiedad distributiva es la siguiente: 

(2x4)+(2 x3) = 2(4 + 3). 


4 


2 


3 


4 + 3 

2 


2X4 


+ 2X3 2(4 + 3) 

Figura 3.15 Propiedad distributiva 


3. Podemos utilizar la ley distributiva para hacer las siguientes operaciones: 


5 X 43 = 5(40 + 3) 

= (5 x 40) + (5 x 3) 
= 200 + 15 
= 215. 


3 X 69 = 3(70 - 1) 

= (3X70)-(3 XI) 
= 210-3 
= 207. 


Propiedades del producto de numeros enteros 

A continuation enunciamos las propiedades del producto de numeros enteros 

que hemos ejemplificado. 

• Propiedad de cerradura: Si a y b son numeros enteros, entonces ab es un 
numero entero. 

• Propiedad conmutativa: Si a y b son numeros enteros, entonces ab = ba. 

• Propiedad asociativa: Si a, b y c son numeros enteros, entonces 
(ab)c =a(bc). 

• Existencia del neutro multiplicative: El nfimero 1 satisface la igualdad 
a x 1 = a para cualquier numero entero a. 

La siguiente propiedad relaciona la suma y el producto y se llama propiedad 

distributiva de los numeros enteros: 

Si a, b y c son numeros enteros, entonces a(b + c) = (ab) + (ac). 


3.2.6 Ejerricios 


Haz la construccion geometrica para la multiplicacion de los siguientes numeros. 

L 6 y 2 3. -1 y -5 5. 2 y -2 7. -3 y -3 9. -6 y 0 

2. -3 y 5 4. -1 y 4 6 . -4 y 2 8 . 7 y 1 10. 8 y 2 

Resuelve los ejerdcios usando la propiedad distributiva. 

11. 9(30-1) 13. -7(58) 

12. 7(80 - 3) 14. 8(64) 


15. -3(82) 

16. 5(-41) 
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Efectua las siguientes multiplicaciones. 

17. 5x15 20. 6 (-8) 

18. (-l)(l2)(-3) 21. 13(4)(2) 

19. (-31)(27) 22. 2(-ll)(-10)(-2) 

Calcula: 

26. El producto de —12 por la resta de —73 menos —56. 

27. La suma de 34 mas el producto de -11 por -2. 

28. La resta de 60 menos 25, por la suma de -43 y 15. 

29. El producto de la suma de -82 y 17 por la diferencia de 13 
menos 3. 

30. En un gas ideal, cuando la temperatura es constante se 
tiene que el producto de la presion por el volumen del gas 


23. (-1)3 

24 (—42)(—ll)(0)(—5) 

25. (—10)(2l)(—l) 

es constante. Si de un instante a otro la presion aumenta 
al doble, £qud sucede con el volumen si la temperatura se 
mantuvo constante? 

3L El area de un rectangulo es igual a 24 cm 2 . Si se deforma 
el rectangulo disminuyendo la altura y permaneciendo el 
area constante, ^que le sucede a la base? 


3.2.7 El orden en los numeros enteros 

• Cuando discutimos sobre la belleza de dos artistas de cine, no siempre 
llegamos a un acuerdo, porque “en gustos se rompen generos”; en cam- 
bio, dados dos numeros naturales, siempre podemos decidir cual de ellos 
es mayor; por ejemplo, 5 < 7. Esto ejemplifica la propiedad conocida 
como tricotomla. 

• Cuando comparamos tres equipos de fiitbol, tampoco podemos decir 
siempre cual es el mejor. Por ejemplo, en un torneo de todos contra to- 
dos, los Pumas les ganaron a las Aguilas, las Aguilas les ganaron a las 
Chivas y las Chivas les ganaron a los Pumas, asi que no podemos decidir 
cual es mejor. En cambio, con los numeros no hay tal ambiguedad; por 
ejemplo, como sabemos que 2 < 7 y 7 < 9, sin pensarlo m&s sabemos que 
2 < 9. Es decir, el orden en los numeros naturales es transitive). 

• Si Cristina es mayor que su hermano Juan, entonces dentro de cinco 
anos, Cristina seguira siendo mayor que Juan; es decir, si a la edad de 
ambos le sumamos 5, el orden no se altera. 

• Si un refresco es m£s barato que una bolsa de papas y, debido a la infla¬ 
tion, el ano proximo el precio de ambos se multiplica por 2, entonces el 
refresco seguira siendo mas barato que la bolsa de papas. 

Para poder comparar los numeros, debemos establecer sin ambiguedad un or¬ 
den entre ellos. Para ello, hacemos lo siguiente: 

Definition 

Dados dos numeros enteros ay b, decimos que a es menor que b si al colocar- 
los en la recta, a queda a la izquierda de b , y escribimos a < b, que se lee “a es 
menor que b" o “b es mayor que a” 

—( - )— 

a b 

Figura 3.16 

Otra manera de escribir a < b es b > a, en cuyo caso leemos “ b es mayor 
que a”. 

Escribimos a ^ b para indicar que a < b, o bien a = b, y leemos “a es 
menor o igual que b”. 
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EJEMPLOS 

• 7 canicas son mas que 3 canicas. 

• —$10 es me nor que -$5 (se tiene menos dinero cuando se debe 10 que 
cuando se debe 5). 

• -4 °C es menor que 2 °C, ya que es mas alta la temperatura a 2 °C que 
a -4 °C. 


Podemos escribir las desigualdades anteriores asi: 

7 >3 
-10 <-5 
-4 <2. 


Propiedades de orden de los enteros 

El orden en los enteros satisface las siguientes propiedades: 

• Tricotomla 

Dados ay b numeros enteros, se cumple exactamente una de las siguien¬ 
tes afirmaciones 


a < b, a>b, a = b. 

Decir que a es positivo equivale a decir que a > 0; y que b es negativo 
equivale a decir que b < 0. 

• Transitividad 

Si a<b y b<c, entonces a < c. 

Es decir, si a esta a la izquierda de b y b esta a la izquierda de c, entonces 
a estd a la izquierda de c. 

• Relacidn con la suma 

Si a<b y c es cualquierentero,entonces a + c<b+c. 

• Muldplicacidn porun numero positivo 

Si a < b y c es cualquier entero positivo, entonces ac < be. (No se altera 
el sentido de la desigualdad). 

• Multiplicacidn por un numero negativo. 

Si a < b y c < 0, entonces ac > be. (Se invierte el sentido de la desigualdad). 


" EJEMPLOS 

L Verificar la transitividad cuando a = 4, b = 7 y c = 15. 

Solucion: Debemos verificar que: si a<b y b<c, entonces a<c. En 
efecto. 


4 < 7 y 7 < 15 entonces 4 < 15. 
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2, Multiplicar -3 < 5 por 4. 


Solution: A1 multiplicar una desigualdad por un numero positivo, el sen- 
tido de la desigualdad no se altera, asf que 


-3< 5 

-3(4)<5(4) 
-12 < 20 . 


3. Multiplicar -2 < 3 por -6. 

Solution: Puesto que vamos a multiplicar por un numero negativo, 
debemos recordar que al hacerlo se debe intercambiar el signo < por >. 
Entonces 

-2 <3 

( — 2)(—6) > 3(—6) 

12 > -18. 

4. Mostrar que la desigualdad -17 < -11 se puede obtener a partir de la des¬ 
igualdad, 11 < 17. 

Solution: Puesto que 11 <17,multiplicando por (-1) a ambos lados de 
la desigualdad, tenemos: 

11 <17 

11 (— 1 ) > 17 (— 1 ) 

-11 >-17, 

o lo que es lo mismo, -17 < -11. 


3.2.8 Ejercicios 


Coloca en el cuadro, <,>o-para que sea cierta coda afirmacion. 

1 305 3. -5D-6 5. 67D-67 7. -21D-20 

2. 1 □ -1 4. -34□ -34 6. OD-12 8. 8D25 

En coda ejercicio escribe los numeros de menor a mayor. 

9. 0,-3,4,-1 11. -54,-56,-61,-51 

10. 1,-1,2,-2 12. 3,-3,7,-7 


3.2.9 Factores primos y maximo comtin divisor 

Si tenemos 12 mosaicos cuadrados y deseamos formar un rectangulo con ellos, 
entonces podemos hacerlo de diversas maneras: 



Figura 3.17 
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En cambio, si tenemos 7 mosaicos cuadrados, solo podemos acomodarlos 
de una manera para obtener un rectangulo 


Figura 3.18 

La diferencia entre 12 y 7 es que podemos factorizar el 12 de varias maneras: 
1x12, 2x6, 3x4; en cambio, el 7 unicamente podemos factorizarlo como 
1x7. 

Factorizar un numero natural significa expresarlo como producto de otros 
numeros naturales. 

Un numero primo es un numero natural mayor que 1 cuyos unicos fac- 
tores son 1 y 61 mismo. Tambien podemos decir que un numero es primo si es 
mayor que 1 y tiene exactamente dos factores distintos ; el 1 y 61 mismo. 

Los primeros numeros primos son; 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23. 

Un numero mayor que uno, que no es un numero primo, se llama numero 
compuesto. 

Un numero que es factor de dos o mas numeros se llama factor comut\ de 
ellos. 


" EJEMPLOS 

L Encontrar los factores primos de 240, todos sus factores y escribirlo como 
producto de potencias de primos. 

SolucioK Factorizamos: 

240 = 2x2x2x2x3x5 

entonces sus factores primos son 2,3 y 5. 

Todos sus factores son: 

1,2,4,8,16,3,6,12,24,48,5,10,20,40,80,15,30,60,120 y 240. 

Su factorizacion en producto de potencias de primos es: 

240 = 2 4 x 3 x 5. 

2. Encontrar los factores primos de 650, todos sus factores y escribirlo como 
producto de potencias de primos. 

Soluciotu Factorizamos: 

650 = 2 x 5 x 5x13 

entonces sus factores primos son 2,5 y 13. 

Todos sus factores son: 

1,2,5,10,25,50,13,26,65,130,325,650. 

Su factorizacion en producto de potencias de primos es: 

650 = 2 x 5 2 xl3. 

3. Encontrar los factores comunes de 50 y 80. 
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Solution: 

Los factores de 50 son: 1,2,5,10,25 y 50. 

Los factores de 80 son: 1,2,4,5,8,10,16,20,40 y 80. 

Los numeros que aparecen en ambas listas, es decir, los factores comunes 

son: 1,2,5 y 10. 

4. Encontrar los factores comunes de 32 y 15. 

Solution: 

Los factores de 32 son: 1,2,4,8,16 y 32. 

Los factores de 15 son: 1,3,5 y 15. 

El unico numero factor comun es 1. 

_ ■ 

Cuando el unico factor comun que tienen dos numeros es el 1, decimos que los 
numeros son primos entre si o primos relativos. 

El Mdximo Factor Comun (MFC) o Mdximo Comun Divisor (MCD) de 
dos o mas numeros es el maximo de sus factores comunes. 

Para encontrar el m&ximo comun divisor de dos numeros, podemos utili- 
zar cualquiera de los siguientes metodos. 

L Encontrar las lista de todos los factores de cada numero, fijarse en los co¬ 
munes a ambas listas y elegir el mayor de ellos. Este numero es el MCD 
de los numeros dados. Si el unico numero que esta en ambas listas es el 1, 
entonces el MCD de ellos es 1; es decir, los numeros son primos entre sf. 

2. Encontrar las descomposiciones en potencias de primos de ambos nu¬ 
meros. Considerar aquellos primos que son factores de ambos numeros. 
Para cada uno de estos, comparar sus exponentes y elegir el menor de 
ellos. El producto de dichos primos elevados a los menores exponentes 
es el MCD de los numeros dados. 

3. Algoritmo de Euclides. Se divide el numero mayor entre el menor. Si el 
residuo no es cero, se divide el divisor anterior entre el residuo obtenido 


Euclides de Alejandrfa 
(siglo III a. C.). 

Uno de los matematicos mis 
prominentes de la antiguedad. 
Su mixima aportacion se 
denomina Los elementos. 

En ella, hace una compilacion 
de los resultados conocidos 
en su epoca sobre geometrfa. 
Ofrece demostraciones de 
esos resultados y aparecen 
ademas otras aportaciones 
originales. Uno de los libros 
que componen esta obra es un 
tratado sobre las proporciones 
basado en los trabajos de 
Eudoxo. 


anteriores. 

Solution: 


Ejemplo 

• Encontrar el MCD de 25 y 70 utilizando cada uno de los metodos 


y se continua de esta manera hasta que el residuo es cero. El ultimo resi¬ 
duo distinto de cero es el MCD de los numeros dados. 


• Los factores de 25 son: 25,5,1. 

Los factores de 70 son: 70,35,14,10,7,5,2,1. 

Los factores comunes son: 5 y 1; y el mayor es 5. Asf, el MCD es 5. 


• La descomposicion en potencias de primos de 25 es: 5 J . 

La descomposicion en potencias de primos de 70 es: 2 x 5 x 7. 

El unico primo que aparece en ambas descomposiciones es 5,y el 
exponente mas bajo con que aparece es 1, asf que el MCD de 25 
y 70 es 5. 


• Aplicamos el algoritmo de Euclides 


2 


1 


4 





El 5 es el ultimo residuo distinto de cero, asf que el MCD de 25 y 
70es 5. 
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En coda caso factoriza el numero dado como producto de factores primos. 


L 396 


2. 1024 


3. 91 


4. 101 


5. 11368 


6. 6525 


El gran matematico del siglo XVII, Pierre Fermat, con- 
jeturo que todos los numeros de la forma 2' '+1 son 
primos. A estos numeros se les conoce como numeros 
de Fermat. Para n = 1, el numero es 5. Encuentra los 


numeros de Fermat para n = 2,3,4 y verifica que sean 
primos. Posteriormente se descubrio que el quinto nu¬ 
mero de Fermat, 2^ 2 ■ +1 = 4 294 967 297 no es primo, ya 
que 4 294967297 = 641 x 6 700417. 


En los ejercicios 8 a 19, encuentra el MCD de los numeros dados. 


8. 24 y 36 

9. 60 y 420 
10. 12 y 90 


LL 28 y 120 

12. 37 y 54 

13. 120 y 720 


14. 150 y 210 

15. 1350 y 90 

16. 1323 y 4851 


17. 1300 y 2548 

18. 2106y 1628 

19. 1716 y 2772 


20. Divide el numero 403 327 884 entre 280 869, 270 327 y 22. Si escribes 3 pagin as en una hora y trabajas 8 horas al 
267 814, respectivamente. La solucion que hallaras en los dfa, ^cuantos dias requieres para escribir un libro de 912 
tres casos es un numero entero, el cual corresponde al ano paginas? 



23. 

y aespues amair nuevamente entre o, centre que numero 
se debe dividir para efectuar una sola division y obtener el 
mis mo resultado? 



2L Un tinaco de 1200 litros se llena en 5 horas. ^Cuantos li- 
tros por minuto arroja la llave? 


3.3 Los NUMEROS REALES 
3.3.1 Los ntimeros racionales 

Un problema al que nos enfrentamos al considerar unicamente los numeros 
enteros es que si a y b son numeros enteros, la ecuacion 


ax = b 


no siempre tiene solucion en dicho conjunto. 

Ejemplo 

• Una cartulina rectangular tiene un £rea de 1 m 2 ;si la base mide 2 m, 
i,cudnto mide la altura? 


Solucion: Buscamos un numero x tal que 


2x = 1. 


Claramente, no hay ningun numero entero con esta caracteristica, 
pero podemos resolver este problema ya sea con numeros decimales 
2 x 0.5 = 1, o con fracciones 2 x j = 1. 

Es decir, la altura de la cartulina es medio metro: 0.5 m = } m. 


Este problema no tiene solucion en los numeros enteros, ya que 0.5 no es un 
numero entero. 

Por eso es que necesitamos introducir una coleccion mayor de numeros 
para poder hacer divisiones. Estos numeros son los numeros rat ionales, qua son 
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los numeros que pueden escribirse como cociente de dos enteros ■*, en donde 
q* 0. Denotaremos al conjunto de numeros racionales mediante la letra Q: 


Q = {— 

p,qeZ, q*0 

U 



Por ejemplo, los siguientes numeros son racionales 


3 

4’ 



» 0 = 0 

17’ 5’ 


12 319 

- 12 = H’ 319 = Too' 


Unmimero racional £ suelellamarsetambi^n fraction oquebrado y e ndon¬ 
de el numero p se llama numerador y el numero q se llama 'enominador. 

Dos fracciones pueden representar el mismo numero; por ejemplo, j y -J 
representan al mismo numero, que en expresion decimal es 0.5, asf que deci- 
mos que estas fracciones son iguales y podemos escribir 

1=1 

2 4' 


Si se multiplica el numerador y denominador de una fraccidn por el mismo 
numero entero distinto de cero, se obtiene una fraccidn igual a ella. 

Hay veces que no es tan evidente que dos fracciones son iguales; por ejem- 
pio,^y | . Para averiguarlo, debemos escribir ambas con el mismo denomi¬ 
nador. 

Multiplicamos: 

• El numerador y denominador de la primera por 20 (el denominador de 
la segunda) y 

• El numerador y denominador de la segunda por 28 (el denominador de 
la primera) 

21x20 420 15 x 28 420 

28x20 " 28 x 20 Y 20x28 " 20 x 28' 

Ahora es obvio que las fracciones son iguales. 

Intencionalmente, no hemos efectuado la multiplicacion en los denominadores 
porque no hace falta; en ambos casos es 28 x 20. 

Viendo este ejemplo nos damos cuenta de que, en realidad, basta trabajar 
con los numeradores 


21x20 = 420 y 15 x 28 = 420. 
En general, si f y f son fracciones, entonces 

r = 4 si, y solo si ad = be. 
b d 

" EJEMPLOS 

Determinar si los siguientes numeros son iguales: 

!) 

Solucion: Como 

4x15=60 y 12x5=60 


entonces son iguales. 
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2) iy?- 

Solution: Como 


2x15 = 30 y 10x4=40 


entonces son diferentes. 


3.3.2 Localization en la recta 

Podemos incorporar los numeros racionales en la recta numerica. Para ello, 
veamos como se divide un segmento en un mimero dado de partes iguales: 

Ejemplo 

• Dividir el segmento AB en 5 partes iguales. 

•-• 

A B 

Figura 3.19 


Solution: Tomamos una semirrecta auxiliar l que pase por A y, con 
ayuda de un compas. dibujamos en ella cinco segmentos consecutivos 
de igual tamano (ver la figura siguiente). Unimos el extremo B' del 
ultimo arco con el pun to B y trazamos rectas paralelas a esta, pasando 
por los extremos de los segmentos construidos sobre L La semejanza 
de los triangulos obtenidos garantiza la igualdad de las longitudes de 
los segmentos obtenidos en AB. 



Con el procedimiento anterior podemos dividir un segmento en cualquier nu- 
mero de partes iguales. 

Para localizar en la recta numerica el punto correspondiente a un mimero 
racional f donde ay b son enteros positivos,dividimos la unidad en b partes igua¬ 
les; cada una de estas partes tiene longitud y tomamos ahora a de estos seg¬ 
mentos hacia la derecha a partir de cero; el extremo corresponde al mimero f. 

Puesto que 


b b 



si el mimero racional f es negativo, es decir, si ab ; 0, dibujamos , f (que es 
positivo) y reflejamos con respecto al origen. 
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Ejemplos 

1. Localizar en la recta numerica el punto correspondiente a f. 

Solttcioiu Dividimos la unidad en 3 partes iguales y a partir del 0 
tomamos 8 de estas partes iguales. 

-•- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 -•— 

0 l JL 

3 

Figura 3.21 

2. Localizar en la recta numerica el punto correspondiente a "f. 

Solucion: Puesto que J r = -j es negativo, localizamos primero } y 
despues lo reflejamos respecto al origen. 


7 

Figura 3.22 

3. Localizar en la recta numerica los puntos correspondientes a } y a ■£. 

Soh Para el primer caso, dividimos la unidad en 4 partes igua¬ 

les y a partir de 0 tomamos 3 de ellas. En el segundo caso, dividimos la 
unidad en 8 partes iguales y a partir de 0 tomamos 6 de ellas. Observa 
que se obtiene el mismo punto en la recta. 

-•- 1 - 1 -■- 1 — 

0 JL 1 

4 

-*-1-1-1-1-1-•-1-1— 

0 JL 1 

8 

Figura 3.23 



3.3.3 Expresiones decimales 

Las siguientes son expresiones decimales 

1.71305, -28.00000..., -4.8372..., 0.300113. 

En general, una expresion de la forma: 

°noc x x 1 x i ... 

donde n es un numero natural y x u x 2 ,x 3 ,... son dfgitos, es una expresion decimal. 

Cualquier numero rational puede ser escrito en forma decimal; para en- 
contrar la expresion basta con efectuar la division correspondiente. 


1 EJEMPLOS 

L Escribir la expresion decimal de 4- 
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Solucwn: 


1.25 



20 

0 


Entonces j = 1.25. 

2. Escribir la expresion decimal de f. 

Solution: 

0.66 

3)20 

20 

20 

2 


Entonces f = 0.666... 

3. Escribir la expresion decimal de — ?r. 

Solution: Efectuamos la division, sin considerar el signo. 

24.1538461... 

13)314 

054 

20 

70 

50 

110 

060 

080 

020 

7 


_ ■ 

Observamos que el residuo 2 ya se habi'a obtenido antes; asf que el cociente 1 se 
repite y el siguiente residuo debe ser 7,as!que = -24.1538461... 

La expresion decimal de un numero racional es finita o se repite sistema- 
ticamente; es decir, es periodica. Por ejemplo 4 = 0.666... (el 6 se repite indefi- 
nidamente). Escribimos una barra arriba del numero o grupo de numeros que 
se repite indefinidamente; asf, 4 = 0.6 y = -24.153846. 

Las expresiones finitas pueden pensarse como expresiones decimates en 
las cuales, a partir de cierto momento, se repite el cero. Es decir, 

4 = 1.25 = 1.25000... 

4 

Los hechos anteriores pueden justificarse observando que al efectuar la 
division, el numero de residuos distintos no puede ser mayor que el divisor. 

3.3.4 Suma y producto de numeros racionales 

Para sumar dos fracciones que tengan el mismo denominador, simplemente se 
suman los numeradores y se pone el mismo denominador; por ejemplo, 

4 3 4 +3 7 

5 + 5 5 5 
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Cuando tienen denominadores distintos, lo que se debe hacer es escribir- 
los primero con el mismo denominador. Para ello, podemos utilizar el proce- 
dimiento de multiplication que usamos en la section anterior para comparar 
fracciones. 

Ejemplo 

4 3 4x8 3x5 _32 15 _ 47 


5 + 8 5 x8 + 8x5 40 + 40 40' 

En general, 

a c ad + bc 
b + d~ bd 

Por supuesto, hay veces que se puede multiplicar por numeros mas pequenos 
para obtener el mini mo comun denominador; de esta manera se trabaja con 
numeros mds chicos y se obtiene el mismo resultado. 

Ejemplo 

3 7 _ 30 + 28 58 _ 29 

4 + 10 40 40 20 

pero tambien. 

3 7 3x5 7x2 15 + 14 29 


4 + 10~ 4x5 + 10x2~ 20 ~20' 

Para multiplicar dos fractiones, se multiplican los numeradores y el resultado 
es el numerador del producto y se multiplican los denominadores y el resulta¬ 
do es el denominador del producto. 


a c ac 


b d bd' 

Ejemplo 

4 5 _ 20 _ 5 

3 X 8 ~ 24 ~ 6 


Dos numeros rationales son reciproco uno del otro si su producto es 1. Por 
ejemplo, | y json reciprocos, ya que |x^= l. En general,si a y b son distintos 
de cero, 


el reciproco de ^ es —. 

b a 

Para dividir dos fractiones, multiplicamos la primera por el reciproco de la 
segunda, que debe ser distinta de cero; asi, 

a + c a ^d _ ad 
b d b c be 
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Ejemplo 

3 + 5 = 3 7 _ 21 
4*7 _ 4* 5~20' 


Los numeros mixtos no son mds que la suma de un entero y una fraction, asi 
que para multiplicar un numero mixto por un entero, utilizamos la propiedad 
distributiva. 

4(3 1 k) = 4(3 + i) = (4x3) + (4x 1 L) = 12 + i = 12i. 


3.3.5 Ejerddos 


Localiza en la recta los siguientes numeros racionales. 


* f 

3. -f- 

5. 3j 

7. 3.2 

2. 1 

4 -f 

6. -lj 

8. -4.1 

Escribe los siguientes mimeros racionales en su expresion decimal. 


9- f 

ii- i 

13. to 

15. f 

10. 1 

12. 4^ 

14. A 

16. jj 

Efectua las siguientes sumas. 




17. (-8) +11 

26. (-125) + (-89.7) 

35. 9.132 +0 

44 408 + 137 

18. (-32)+(-71) 

27. 5.68+ (-5.68) 

36. 8.2 + 45.7 

45. -5.39+ (-9.27) 

19. 4.3+ (-0.75) 

28. 549+ (-789) 

37. (-6.73)+ (-6.73) 

46. 71.01+ (-71.23) 

2a 4^+(-101) 

»■ ?♦(-?) 

38. 0 +(-14.728) 

47- s“ n 

2L (50j) + (-68j) 


39. (-32)+(-f) 

48. |+1 

22. 15f + (-15|) 

3L (-0.75)+2 

40. -* + (-§) 

49. R) + R) 

23. 89.65+(-70.09) 

32. (-f) + j 

41. 3j + (-3.25) 

sa R)+o 

24 (-5.03)+ (-7.9) 

33- RM-f) 

42. -3.1416 + 3.1416 

5L -f + R) 

25. 6+ (-12) 

34 . R)+R) 

43. 82y+Rl) 

51 -38+ f 


53. (-4.6)+ 5.3+ (-8.7)+ (-1.2) 

54 . M-2i)+4 + H) 

55. 2.9 +1 + (-6.8) + (-3.1) + 7 

56. (-3.75)+(-7.52) +(-11.1) 

57. 0.5 +025 +(-}) + 0.75 

58. t + t + ( - 2) + (-^) 

59 . (_l) + 6 + (_l) 

6a (-i) + 3+(-l|) + (-l) 


61. (-12}) + (^0f) + (-«|) 

62 - i + i-SW-Q* f+R) 

63- RM?M-*)+(*) 

64. (-3.6) + (-2.4) + (-5.1) + (-6.12) 

65. 10i+(-22i) + (l5|)+12| 

66 . 25.9 + 37.4 + (-19.7) + (42.6) + (-52.8) 

67. $♦(-*)+(*)+{-*)♦(-*) 

68 . (-35.9)* (-498). 172.4 . (-53.4)+(-33.3) 


Efectua las siguientes multiplicaciones y simplifica. 

69. fx£ 72. |xf 75. 6(5j) 

7a fxA 73. j x 1{ 76. 15(l±) 

7L 2-ixf 74 4^x2f 77. 24(7^) 


78. 12(9.5) 

79. -7(5.8) 

80. 14(10.27) 
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Pitagoras de Samos 
($582-497? a. C.). 

Filosofo griego que nacio en 
la isla de Samos y murio en 
Metaponto, es considerado uno 
de los siete grandes sabios de 
Grecia y su vida estuvo siempre 
envuelta por la leyenda. 

Viaj6 a Egipto y Babilonia, 
donde asimilo conocimientos 
tanto matematicos como 
astronomicos, asi como un gran 
bagaje religioso. Fundo una 
secta caracterizada por el retiro, 
ascetismo y misticismo. 

Se atribuye a la escuela 
pitagorica la demostracion 
del teorema de Pitagoras y el 
descubrimiento de los numeros 
irracionales, como la rafz 
cuadrada de 2, que no se puede 
expresar como una fraction. 


3.3.6 Los ntimeros reales 

Utilizando los numeros rationales, podemos medir cualquier longitud con el 
grado de precision que queramos, pero solo con ellos hay longitudes que no 
podemos medir exactamente. Desde el siglo V antes de nuestra era, los pita- 
goricos se dieron cuenta que no se puede medir, con un numero rational, la 
hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos catetos miden 1; es decir, el nu¬ 
mero s/2 no se puede escribir como cotiente de dos enteros f, lo cual llego a 
provocarles incluso problemas teologicos, pues llegaron a pensar que se debia 
a un error de los dioses, por lo cual guardaron en secreto este descubrimiento. 

El hecho de que haya longitudes que no se pueden medir con los numeros 
rationales, significa geometricamente que en la recta numerica hay puntos a 
los cuales atin no les hemos asignado ningtin numero rational. Para subsanar 
esta deficiencia de los numeros rationales, es necesario considerar otros nume¬ 
ros, de manera que ahora a todo punto de la recta le corresponda un numero. 
Los numeros que anadimos se Hainan numeros irracionales. 


" EJEMPLOS 

Los siguientes numeros son ejemplos de irracionales. 

t sf2 , que es la hipotenusa del tri&ngulo cuyos catetos miden 1. 

2. k , que es el numero de veces que cabe el diametro de un tirculo en su 
perimetro. 


En general, para cualquier entero positivo n. que no sea cuadrado perfecto 
( n * m * 2 para todo m e Z), la rafz cuadrada, sfn , es un numero irrational. 

La colection de numeros formada por los numeros racionales y los nume¬ 
ros irracionales se llama el conjunto de los numeros reales. 


R = {Numeros racionales }u {Numeros irracionales}. 


En la practica, cuando necesitamos hacer operaciones con numeros irraciona¬ 
les, lo que hacemos es aproximar al numero mediante un numero decimal fini- 
to, con tantos detimales como necesitemos para obtener la precision deseada; 
usualmente, cuando trabajamos a mano consideramos dos tifras detimales, pero 
cuando trabajamos con calculadora solemos usar ocho cifras detimales, que es 
b que cabe en la pantalla de la mayoria de las calculadoras portables. Asf, escri- 
bimos \f2 = 1.41421356 y tt = 3.14159265, pero no debemos olvidar que esto es 
una aproximacion. 

El conjunto de los numeros reales bene una propiedad adicional de com- 
pletez, que no abordaremos aquf: sin embargo, podemos decir que dicha pro¬ 
piedad nos permite asociar a cada numero un punto en la recta y, recfpro- 
camente, cada punto en la recta bene asotiado un numero real y es la que 
disbngue a los racionales de los reales. 

Con ayuda de esta propiedad puede probarse que, ahora sf, a cada punto 
de la recta le corresponde uno y solo un numero real. 

La recta numerica, en la cual a cada punto de ella se le ha asignado un 
nbmero real, se Hama la recta real. 

Para los numeros irracionales tambien podemos encontrar una expresion 
decimal. En este caso, la expresion decimal correspondiente no es finita ni se 
repite periodicamente. 
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" EJEMPLOS 

L = 1.414213... 
2. *= 3.141592... 


Utilizando la expresion decimal, podemos encontrar de manera aproximada 
el punto que corresponde a cada numero irracional en la recta. Dustramos el 
procedimiento mediante el siguiente 


Ejemplo 

• Encontrar en la recta el punto correspondiente a n. 

Soliicion: Localizamos el punto correspondiente a la cifra entera, 
que en este caso es 3. 

Localizamos el punto correspondiente al entero consecutivo, de 
manera que el punto que buscamos se encuentre entre los dos. En este 
caso el punto es 4. 

Dividimos el segmento que va de 3 a 4 en 10 partes iguales, puesto 
que cada una de las divisiones corresponde a un decimo de longitud; en- 
tonces, la primera division corresponde a 3.1. Asi, n esta entre 3.1 y 3.2. 


3 3.1 4 

Figura 3.24 

Dividimos el segmento que va de 3.1 a 3.2 en 10 partes iguales y toma- 
mos el cuarto de los puntos determinados, que es el correspondiente a 
3.14. Asl, /resta entre 3.14 y 3.15. 


—1-1-1 - 1-1 - 1 - 1 1 - 1 - 1 - 1 - 

3.1 3.14 3.2 

Figura 3-25 

Continuando el procedimiento, podemos aproximamos, de manera 
tan precisa como queramos, al punto de la recta correspondiente a 7r. 


3.3.7 Propiedades de las operaciones en los numeros reales 

Las propiedades de las operaciones en los numeros reales son las mismas que 
se cumplen en los numeros enteros, pero ademas, en los numeros reales todo 
numero distinto de cero tiene inverso multiplicative. 

Si el producto de dos numeros es 1, decimos que los numeros son recipro- 
cos, o que uno es el inverso multiplicative del otro. 


" EJEMPLOS 

• 8 y 1 son redprocos porque 8 x | = 1. 

• ~f y -1 son redprocos porque (-1) x (-7) = 1. 

• lyf son redprocos porque -ft x= 1. 
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• 2.5 y 0.4 son redprocos porque 2.5 x 0.4 = 1. 

• -0.625 y -1.6 son recfprocos porque (-0.625) (-1.6) = 1. 

Los siguientes casos son de particular iraportancia: 

• 1 es su propio inverso multiplicative, ya que 1x1=1. 

• -1 es su propio inverso multiplicative, ya que (-1)(-1) = 1. 

• 0 no tiene inverso multiplicativo, ya que 0 multiplicado por cual- 
quier numero da 0, no 1. 

Denotaremos al inverso de un numero real a por — o a'. 

a 


De acuerdo con los ejemplos anteriores, 


1 


i 

I 


—7, 


J__ 13 

i = 6’ 


— = 0.4, —-— 
2.5 -0.625 


= -1.6 y — = -1. 
J -1 


Propiedades fundamentales de la suma y el producto 
de los numeros reales 

• Propiedad de cerradura de la suma: Si a y b son ntimeros reales, entonces 

a + bes un numero real. 

• Propiedad conmutativa de la suma: Si a y b son numeros reales, entonces 

a + b = b + a. 

• Propiedad asociativa de la sum a: Si a, b y c son numeros reales, entonces 

(a+b)+c= a + (b + c). 

• Existencia del neutro aditivo: El ntimero 0 satisface la igualdad a + 0 = a 
para cualquier numero real a. 

• Existencia del opuesto o inverso aditivo: Si a es un ntimero real cualquie- 
ra, existe un unico numero real al que llamamos -a. que satisface la 
igualdad a + (-a) = 0. 

• Propiedad de cerradura del producto: Si ay b son ntimeros reales, enton¬ 
ces ab es un numero real. 

• Propiedad conmutativa del producto: Si a y b son ntimeros reales, enton¬ 
ces ab = ba. 

• Propiedad asociati va del producto: Si a, b y c son ntimeros reales, enton¬ 
ces (ab)c = a (be). 

• Existencia del neutro para el producto: El ntimero 1 satisface la igualdad 
a x 1 = a para cualquier numero real a. 

• Existencia del reclproco o inverso multiplicativo: Si a es un ntimero real 
distinto de cero, existe un unico numero real denotado como a' 1 o J que 
satisface la igualdad 

a ■ a' 1 = 1 . 

• Propiedad distributive: Esta propiedad reladona la suma y el producto. 
Si a, b y c son ntimeros reales, entonces (b + c) = (ab) + ( ac). 
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A1 igual que con los numeros naturales, el inverso aditivo satisface las si- 
guientes propiedades: 

Si a y b son numeros reales, 

• -(-a)=a. 

• ~{a + b)--a-b. 

El inverso multiplicativo satisface propiedades semej antes. 

Si a y b son numeros reales distintos de cero, 

• (a’ 1 ) ' = a,o con la notacion de fracciones, j-= a. 

d 

• (ab) = a~'b~'. o con la notacion de fracciones, ; = Li. 

3.3.7.1 Division de numeros reales 

La division entre un numero real distinto de cero se define como la multiplica- 
cidn por el inverso multiplicativo de dicho numero, por ejemplo, 



Definicion de la division 

Si a y b son numeros reales, y b * 0, entonces 



es decir, dividir entre un numero distinto de cero es multiplicar por su recf- 
proco. 

Observa que la fraction 4 significa dividir 6 entre 2, y en general el nu- 

p 

mero racional — significa dividir el entero p entre el entero q. Utilizamos esta 
misma notation para representar a la division de numeros reales. 


- EJEMPLOS 



donde el sfmbolo * significa “aproximadamente igual a”. 


Veamos una interpretation geometrica de la division. 


Ejemplo 


• Dividir 6+ 2. 


Solucion: Marcamos el 6 en el eje horizontal, y en el eje vertical 
marcamos el 1 y el 2. 

Unimos con una recta el 6 del eje horizontal y el 2 del eje vertical. 
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Por el 1 del eje vertical, trazamos una recta paralela a la anterior y 
nos fijamos en el punto donde corta al eje horizontal. 

El punto donde corta es el resultado de la divisidn. 


La razon de lo anterior es que los triangulos formados son seraejantes, asf que 
si la altura del menor es la mitad de la altura del mayor, entonces la base del 
menor es la mitad de la base del mayor. 



Figura 3.26 Interpretation geometrica de 6 + 2 


De acuerdo con las leyes de los signos, para que el resultado de una multipli¬ 
cation sea positivo, es necesario que ambos factores tengan el mismo signo, 
como: 




1 

y 1 es positivo, entonces ay — tienen el mismo signo; es decir, un numero y su 

a 

retiproco tienen el mismo signo. 

Tomemos ahoradosnumeros reales ay b, <,quesigno tiene 

b 

Si ay b tienen el mismo signo, como — tiene el mismo signo que b , enton- 

b 

l ... . a 

ces a y — tienen el mismo signo y, por tanto, — es positivo. 
b b 

1 

Si a y b tienen signo contrario, como — tiene el mismo signo que b, enton- 

b 

1 . a . 

ces ,ay — tienen signo contrarioy,por tanto, — esnegativo. 
b b 

Esto lo podemos resumir en las siguientes 


Leyes de los signos de la division 


• El cociente de dos numeros reales con el mismo signo es positivo. 

• El cociente de dos numeros reales con distinto signo es negativo. 


Tambien podemos expresar las leyes anteriores mediante la siguiente tabla: 

(+) - (+) = (+) 

(+) - (-) = (") 

(-) - (+) = (-) 

(-) - (-) = (+) 
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" EJEMPLOS 

L Dividir (-45)+ 9. 

Solution: Como -45 y 9 tienen signos contrarios, el resultado es negativo: 

(-45) + 9 = -5. 

2. Simplificar — 

Solution: Como -8.6 y -3.1 tienen el mismo signo, el resultado es po- 
sitivo: 

- 8.6 ^ 8.6 
-3.1 3.1' 

Simplificar 63 +((-18) + 2). 

Solution: Resolvemos primero la operation que esta entre parentesis: 

(-18)+ 2 =-9, 

entonces: 

63 + ((-18) + 2) = 63 + (-9) = -7. 

Observa que si calculamos (63 + (-18)) + 2, obtenemos: 

(63 +(-18)) + 2 = (-3.5) + 2 = -1.75, 
obteniendo un resultado distinto al anterior. 


Observadones import antes 

• Como vimos en el ultimo ejemplo, la divisidn no es asociativa; es decir, 
en general, 

(a + 6)+c *a + (b +c). 

• La divisidn no es conmutativa; es decir, en general, 

a + b*b + a\ 

por ejemplo: 

16 + 2 = 8 y 2+16 = 0.125. 

• El cociente de cero entre cualquier numero distinto de cero siempre es 
cero, ya que 


por ejemplo: 


0 + 6 = 0 x —= 0 osea — = 0 x — = 0; 
b bb 


£ = 0x^ = 0 . 
9 9 


• No se puede dividir entre cero, ya que habrfa que multiplicar por el recf- 
proco de cero y, como vimos, el cero no tiene recfproco. 
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• La regia para sumar fracciones con el mismo denominador es una con- 
secuencia de la definition de la division y de la propiedad distributiva 
de la multiplicacion respecto a la suma: 


a b 
—+ — 
c c 




a + b 
c 


Observa que esta regia es cierta para numeros a, b, c reales y no solo 
para enteros. 


3.3.8 Agrupamiento 

Como la suma y la multiplicacion son operaciones asociativas, cuando tenemos 
expresiones como 5 + 4 + 7 o 3x5x2,estanperfectamente determinadas,ya 
que: 


(5 + 4)+ 7 = 9 + 7 =16 y 5+(4 + 7) = 5 + ll = 16 

y tambien: 

(3x5)2 = 15x2 = 30 y 3(5x2) = 3xl0 = 30. 

En cambio, si tenemos la expresion 4 + 3 x 2, y si efectuamos 

primero la suma: primero la multiplicacion: 

4+3x2 = 4+3x2 = 

7x2 = 14 4+6 =10 

entonces obtenemos, en general, respuestas diferentes. ^Cual es el resultado 
correcto? Para evitar confusiones, cuando hay mas de una operation, se ha 
convenido un orden de precedencia. 

Orden de las operaciones 

• Primero, efectuar todas las multiplicaciones y divisiones de izquierda a 
derecha. 

• Despues, efectuar todas las sumas y restas de izquierda a derecha. 


" EJEMPLOS 

L Simplificar3 + 4x5-8 + 2. 

Solution: 

3+4x5—8+2 = 
3+20-4 = 19. 

2. Simplificar 15 - 72 + 9 x 3. 

Solution: 

15-72 + 9x3 = 

15- 8x3 = 


15 - 24 


-9. 
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Cuando queremos cambiar el orden en que se van a realizar las operaciones, uti- 
lizamos sfmbolos de agrupamiento,como parentesis (),oorchetes [] y llaves {). 

Efectuamos primero las operaciones dentro de los sfmbolos de agrupa- 
miento siguiendo las reglas de precedencia anteriores. 

Si hay varios sfmbolos de agrupamiento, uno dentro de otro, primero efec¬ 
tuamos las operaciones de los sfmbolos interiores y luego los exteriores. 

La raya de las fracciones — tambien podemos pensarla como un signo de 

agrupamiento. ya que, por ejemplo, ^ significa 

6-4 


|±A = (9 + 5 ) + ( 6 _4) = i4 + 2 = 7. 
6-4 


Asf que cuando tenemos operaciones en el numerador o en el denomina- 
dor de una fraction, primero efectuamos estas y luego efectuamos la division. 


■ EJEMPLOS 

L Simplificar 5(3 + 6). 

Solucion: Efectuamos primero la suma dentro del parentesis y luego la 
multiplica cidn: 

5(3 + 6) = 5x9 = 45. 

2. Simplificar 4 - [5 - (3 + 8)]. 

Solution: 

4-[5-(3 + 8)] = 4-[5-ll] = 4-[-6]=10. 

3. Simplificar 

4.3+ 4.7 

Solution: 

2(4,3-7) _ 2(-2.7) ^ -5.4 ^ 

4.3 +4.7 9 9 

4. iA. cuanto equivale la mitad de dos mas dos? 

Solution: Tenemos dos posibles interpretaciones: 

• La mitad de dos es uno, mas dos, da tres. 

^ + 2= 1 + 2 = 3. 

2 


Dos mds dos es cuatro y su mitad es dos. 


¥= ( 4 >r 2 - 


Esta frase requiere precisarse para que no haya confusion. 











Sec. 3.3 ■ Los numeros reales 77 


Propiedades de orden 

En los numeros reales definimos el orden de la misma manera en que lo hiti- 
mos en el caso de los numeros enteros (vease la section 3.2.7). 

Definition 

Dados dos numeros enteros ay b, decimos que a es menor que b si al colocar- 
los en la recta a queda a la izquierda de b, y escribimos a < b, que se lee “a es 
menor que b" o “bes mayor que a”. 


- 1 - 1 - 

a b 

Figura 3.27 

Como en el caso de los enteros, el orden en los numeros reales satisface las 
siguientes propiedades: 

• Tricotomia 

Se cumple exactamente una de las siguientes afirmaciones: 

a <b, a>b , a = b. 

• Transitividad 

Si a < b y b < c, entonces a < c. 

Es decir.si a esta a la izquierda de b y b esta a la izquierda de c, entonces 
a esta a la izquierda de c. 

• Relation con la suma 

Si a < b y c es cualquier numero real, entonces a + c<b + c. 

• Multiplicacidn por un numero positivo 
Si a < b y c >0 entonces a c<b c. 

• Multiplicacidn por un numero negativo 
Si a <b y c < 0, entonces a c> b e. 


" EJEMPLOS 

L Comparar -3.2 y 1.7. 

Solution: Como -3.2 < 0 y 0 < 1.7, entonces, por la transitividad, 
-3.2 <1.7. 

En general, un numero negativo siempre es menor que un mimero positivo. 

2. Comparar 123.6 y 98.1. 

Solution: Comparamos de izquierda a derecha los dlgitos que lo forman, 
teniendo en cuenta su valor positional, hasta encontrar una diferencia. 

1 > 0 ojo: 98.1 tiene 0 centenas 
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asf que 123.6 > 98.1 

Analizando con mas cuidado, el hecho de que 123.6 tenga un 1 en la 
posicion de las centenas significa que 123.6 > 100, mientras que el hecho de 
que 98.1 tenga un 0 en esa posicion significa que 98.1 < 100, asf que por la 
transitividad, 123.6 > 98.1. 

3. Comparar 0.250 y 0.025. 

Solution: En la posicion de los decimos tenemos 2 > 0, por lo que 
0.250 >0.025. 

4. Comparar -27.35 y -27.86. 

Solution: Es mas facil comparar primero 27.35 y 27.86. Como en la po¬ 
sicion de los decimos 3 < 8, entonces, 27.35 < 27.86. Ahora, por la propie- 
dad de multiplication por un numero negativo, si multiplicamos la des- 
igualdad anterior por (-1) en ambos lados, obtenemos 


-27.35 >-27.86. 


3.3.9 Ejercirios 


Efectua las siguientes operaciones y simpliftcalas. 
L (-1.23-3.9)-(2.6-5.4) 

2. 125-(97.65-101.4) 


8. 9.7- 3.2.7.1 - 2.6 - 0.4 


3. 

(30.8 

-27.6)- 

•75.4 





9. 

9 4 

4 9 

+ 6-{i~ 6 )-9 



4 

a- 

f)~(f 

-f) 





10. 

[-1’ 


] 


5. 

3 1 

4 2 

7 1 

8 4 






11. 

[-38 

+ (-53)]-[-(-38 + 

5.3)] 


6. 

504- 

-(121-394)- 

2 _ 

7 " 

219 

7 



12. 

23 + 

(18-0.6)-(3.9-4.: 

L)-8 


Encuentra el reciproco de los : 

siguientes numeros. 







13. 

83 



17. 

6 

“ 7 

21. 

0.25 


25. 

-0.03125 

29. 

-5? 

14 

-42 



18. 

6.25 

22. 

-035 


26. 

-15 

30. 

21 

T 

15. 

-2.5 



19. 

1 

TT 

23. 

-9.15 


27. 

-2f 

3L 

5 

7 

16. 

J- 

6 



20. 

-0.40 

24. 

24 


28. 

3i 

32. 

21 

21 


Simplifica las expresiones siguientes. 


33. 

39. (-16.9)+ 1.3 

45. -72+ (56+ (-7)) 

34 144(-^) 

4ft (3.36+2.1)+(-0.4) 

46. (-84 + 6) +(-2) 

35. - ,3i r 7 ' i) 

4L 0 + 54 

47. 5 [(208 +(-4))+ 4] 

36. -56 + 7 

42 . (-HHiV 

<*■ 

37. 0.25(4) 

43. 54 +(-4) 

«• (-J)-H) 

38. 33 + 0.03 

44 -(4i + 24) + l| 

50. (2|) + (-4) 


(-23 + 35) + 2(56 - 48) 
17-31 


55. ((-72 + 4)+9)-12 

56. (63.58-(-21.56))+ (12.34- 15.64) 


51 (-9+ 2-7+ 4)+(-6-7+ 18) 
52. (-28 + 6 - 8 + 2) + (2 (-9) + 4) 

S3- (l+6f)(-f) 
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57. Para cambiar grados Fahrenheit a grados centi'grados (o 
Celsius) se utiliza la formula: C = f(F - 32). Expresa en 
grados centi'grados las siguientes temperaturas: 

a. -13 °F. b. 0 °F. c. 23 °F. d. 100 °F. 

58. Para cambiar grados centi'grados a grados Fahrenheit 
se utiliza la formula: F = jC + 32. Expresa en grados 
Fahrenheit las siguientes temperaturas: 

a. 15 °C. b. 0 °C. c. -7 °C. d. 31 °C. 

Resuelve los siguientes problemas. 

59. Maria tem'a $897. Tuvo que pagar una cuenta de $78.65, 
una de $53 y una de $8.50. Juan le pagd $101.80 que le 
debia. ^.Cuanto dinero tiene ahora Maria? 

61). Una persona esta a dieta para aumentar de peso. El pri¬ 
mer mes subio 0.75 kilogramos. El segundo mes bajo -j 
kilo. El tercer mes aumento 1 j kilos y el cuarto mes bajo 
4 de kilo. (Cuantos kilos subio? 

6L Una persona esta siguiendo una dieta para adelgazar. El 
primer mes bajo 2j kilos, el segundo bajo 1-j, el tercero 
subid j de kilo y el cuarto perdio l| kilos. ^Cuantos kilos 
bajo en total? 


62. ^Cudnto debemos recortar en la base a un rectangulo de 
10 metros de base y 8 metros de altura para tener un rec¬ 
tangulo cuya area sea de 44 m 2 ? 

63. Una senora tenia 8 tazas de leche en un recipiente. Utilizo 
2j tazas para hacer un pastel y 3j tazas para hacer un flan. 
^Cuantas tazas de leche le quedan? 

64 En la expresion 9 X 8 -12 -*- 3 coloca los parentesis de 
manera que su valor sea: 

a. 68 b. 20 c. -12 d. 36 

65. En la expresion 7x2+10-4-5-2 coloca los parentesis 
de manera que su valor sea: 

a. 17 c. 28 e. -48 

b. 10 d. 22 f. 40 

66. En la expresion 16 —12 — 8 — 24 +4 coloca los parente¬ 
sis de manera que su valor sea: 

a. 2 c. -3 c. 8 g. 21 i. -7 

b. 9 d. -10 £ 5 h. 6 j. 18 


3.3.10 Numeros algebraicos y trascendentes 

Un numero es algebraico si es rafz de un polinomio con coeficientes enteros; en 
caso contrario, decimos que el numero es trascendente. 


" EJEMPLOS 

L El numero racional r = 4 es algebraico ya que es rafz de la ecuacion 
5 jc - 3 = 0. Lo mismo puede hacerse para cualquier racional f. 

2. Los numeros e y n son trascendentes, ademas de irracionales. 


Observation: 

Hay numeros irracionales que no son trascendentes. Por ejemplo, %/2 es alge¬ 
braico ya que es solucion de la ecuacion x 2 - 2 = 0. 

3.3.11 Problemas sin solucion en los numeros reales 

Como en el caso de los conjuntos Z y <Q,en el conjunto de los numeros rea¬ 
les, R, hay tambien ecuaciones que no tienen solucion. 


" EJEMPLOS 

• Resolver la ecuacion x 2 +1 = 0. 

Solucion: Cualquier solucion de la ecuacion dada debe cumplir x 2 = -1. 
Puesto que cualquier numero real elevado al cuadrado es mayor o igual 
que cero, no hay un numero real que sea solucion de la ecuacion. 


M 
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Para poder resolver este tipo de ecuacion, hay que introducir una clase de 
numeros llamados complejos, que se denotan mediante C. Para ello, se define 
un numero /, cuyo cuadrado es -1, es decir, / 1 = -1, y se consideran todos los 
numeros de la forma a + bi , donde ay b son numeros reales. 

El estudio de los numeros complejos esta mas alia de los objetivos de este 
libro; mas adelante veremos una introduction. Aqul unicamente damos su de¬ 
finition. La razdn de ser del conjunto de numeros complejos es poder garan- 
tizar que toda ecuacion polinomial de grado n tendra n ralces en el campo de 
los numeros complejos. 

3.3.12 Razones y proporciones 

Una razdn es el cociente de dos numeros. Podemos representar una razon 
como una fraction, al utilizar el simbolo de la division o separar las cantidades 
por medio de dos puntos. 


" EJEMPLOS 

1. La razon 8 es a 5 la escribimos como: 

- o 8 + 5 o 8 : 5 
5 

2. Escribir una razon para comparar 45 minutos con 2 horas. 

Solution: Escribimos las dos cantidades en la misma unidad. 

2 horas = 120 minutos. 

Escribimos la razon y simplificamos 

45 minutos 45 _ 3 
120 minutos 120 8 

La razon es f. 

3. £Cu£l es la razdn entre la altura de una casa de 10 metros y la altura de su 
maqueta de 20 centimetros? 

Solution: Escribimos la altura de la casa en centimetros y escribimos la 
razdn. 

1000 cm _ 50 
20 cm 1 


La razdn es 

Una proporcidn es una igualdad que establece que dos razones son 
iguales: 

£- 4 ’ b*0,d*0. 

b a 


Propiedad de la proporcidn 

Para cualesquiera numeros enteros a,b,cy d donde b*0,d*0 


entonces ad = be. 





Sec. 3.3 ■ Los numeros reales 81 


" EJEMPLOS 

L Una inversion de $3 324 produce $277 de redito en un ano, ^cuanto produ- 
ciran $3780 a la misma tasa de interns? 

Solution: Llamamos x al redito producido por la segunda inversion. 

La razon del capital a los reditos en el primer caso es: 

3324 

277 

y en el segundo caso es: 

3780 

x 

Como la tasa de interns es la misma, igualamos las dos razones y resolve- 
mos la ecuacion: 


3324 3780 

277 “ x 
3 324* = 3 780x277 
3780x277 

x =-= 315. 

3324 

Por tanto,el redito generado por $3780 es $315. 

2. Un automovil recorrio 255 kilometres en 3 horas, ^cuanto recorrera en 5 
horas si mantiene la misma velocidad? 

Solution: Llamamos x a la distancia recorrida en 5 horas. 

La razon de la distancia entre el tiempo debe ser la misma en los dos 
casos, asf que 

255 x 
3 5' 

Resolviendo la ecuacion: 

255 x 
3 5 

255 x5 
3 X 
85 x 5 = x 
425 = x. 

Por tanto, el automovil recorrera 425 kilometres en 5 horas. 


3.3.13 Ejerricios 


L Dos numeros estan en raz6n y. Si el menor de ellos es 189, 
£cual es el otro? 

2. Dos obreros trabajan en una fabrica empacando calceti- 
nes, pero mientras uno empaca 3 cajas, el otro empaca 7 
cajas. Si el mas habil ha empacado 91 cajas, <cuantas ha 
empaca do el otro? 


3. Dos numeros se encuentran en razdn -J. Si se sabe que 
uno es tres unidades mayor que el otro, £cuales son los 
ndmeros? 

4. Si al comer 90 gramos de cereal se consumen 360 calorias, 
£que cantidad de cereal debe comerse para consumir so- 
lamente 80 calorias? 
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5. Dos Angulos estin en razon 6 a 7. Si el menor mide 30°, 
^cuanto mide el otro? 

6. En un triangulo isdsceles, el lado desigual esta en razon 
y a los lados iguales. Si el lado mayor mide 1.8 cm, <,cual es 
el perfmetro del triangulo? 

7. En la republica de Haiti, en 1970 la razon entre el mimero 
de km 2 de superficie y el mimero de habitantes era de 1 a 
175. Si el numero de habitantes en ese momento era de 
4856250, £qud superficie tiene Haiti? 

8. Las velocidades maximas de una mariposa y un avestruz 
estan en razdn Si la mariposa, que es la que alcanza me¬ 


nor velocidad puede recorrer 48 km en una hora, ^cuantos 
kilometros recorrera el avestruz en el mismo tiempo? 

9. Se estima que uno de cada 25 beb& hijos de madres que 
contrajeron rubeola durante el cuarto mes de embarazo 
sufre alguna anomah'a congenita. (,Que numero de bebes 
afectados ha bra en 25575 nifios, hijos de madres que con¬ 
trajeron la enfermedad? 

10. En 1974, la razon entre las especies de insectos descritos 
hasta entonces y el total de ellos era gj. Si entonces se te¬ 
nia la description de 950 000 especies, *,cual era el total de 
especies de insectos? 


3.3.14 Valor absoluto de un ndmero real 

Cuando vimos los numeros enteros, hablamos brevemente del valor absoluto 
de un numero. Ahora analizaremos con mas detalle este concepto. 

El valor absoluto de un numero real es su distancia al cero. Puesto que un 
numero real puede ser positivo, negativo o cero,se tiene: 


a 


\a = 


-a 


sia>0 
sia = 0 
sin <0 



i i i —i i- h 

-a o a a 0 ~ a 


Si a > 0 


Figura 3.28 


Si a < 0 


Ya vimos este concepto cuando estudiamos los numeros enteros, asf que lo 
recordaremos brevemente y veremos algunas de sus propiedades adicionales 
en IR. 

Recuerda que si a < 0, entonces -a > 0. 

Es claro que 


a\ = | -a 

pues a dista de 0 lo mismo que su simetrico. 

Observation: 

La letra a representa un numero que puede ser positivo, negativo o cero. Por 
consiguiente -a no es necesariamente un numero negativo, y podremos deci- 
dirlo hasta que sepamos que ntimero representa a. 


EJEMPLOS 

L Si a = entonces -a = — 

2. Si a = -1.6, entonces -a = 1.6. 

3. Si a = 0, entonces -a = 0. 
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Observadones: 

• El valor absolute de cualquier numero es no negativo. 

-x no es necesariamente un numero negativo; por ejemplo, si 
* = -8, entonces 

-x = -(-8) = 8. 

que es positivo. 


ALgunas propiedades del valor absoluto 

Si a y b son dos numeros reales, entonces se cumplen las siguientes pro¬ 
piedades: 

• |-a| = |a|. 

• |o| 2 = a 2 . 

• H = \la 2 , donde 4b denota la rafz no negativa de b, para cualquier 
numero b> 0. 

• M=MIH 



■ EJEMPLOS 

L |-11| = |11| = 11 

2. |— 12| 2 =(-12) 2 =144 

3. |5|= 45* =5 

4. |8-15| = |8||15| = 120 

5. |f| = J pf = | 

6 . Resolver la ecuacion |x| = 7. 

Solution: Puesto que en la ecuacion aparece un valor absoluto, conside- 
ramos tres casos: 

Si x = 0, entonces |x| = 0. Como 0*7, entonces no se satisface la igualdad. 
Si x > 0, entonces |x| = x, de donde x = 7. 

Si x < 0, entonces |x| = -x , de donde -x = 7. Asf, x = -l. 

Por tanto, x = 7 y x = -7 satisfacen la igualdad. Esto era de esperarse ya 
que 7 y -7 son los unicos puntos cuya distancia al cero es 7. 


-7 


0 

Figura 3.29 


7 
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3.4 Intervalos 

Para definir intervalos utilizamos la notation de conjuntos. 

• Si a <b,e\ conjunto 

{a,b) = {xe R|a< x <£>} 

se llama intervalo abierto y lo representamos geometricamente como 

-( - ) - 

a b 

Figure 3 JO 

• Si a y b estan incluidos en el conjunto,es decir, 

[a,6] = {jc€lR | a<x<b } 

se llama intervalo cerrado y lo representamos geometricamente como 

-[ - \ - 

a b 

Figura 3J1 

• Un intervalo es semiabierto si contiene solo uno de los dos extremos; es 
decir, 

[aj>)= {x € R | a <x <6} o (a,fc] = {xelR | a<x<b) 
y los representamos geometricamente como 


a b a b 

Figura 3 32 

Utilizamos el simbolo oo para representar “infinito”;oo no es un mimero 
real y no satisface las reglas de la suma y el producto de los numeros 
reales. 

• Si a g R, el conjunto de numeros reales que satisfacen la desigualdad 
x > a lo denotamos por 

(a,oo)= {areR | x>a}, 

y lo representamos geometricamente como 

-( - 

a 

Figura 333 

y lo llamamos el rayo que parte de a. 

• Si as R, el conjunto de numeros reales que satisfacen la desigualdad 
x < a lo denotamos por 

(-oo, a) = {reR | x< a} 

y lo representamos geometricamente como 


-) 

a 


Figura 334 
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£ste es tambien un rayo que llega a a pero que se extiende en direction 
contraria al del inciso anterior. 

• De la misma manera que antes, si queremos que el punto a este inclui- 
do, escribimos 

[a,oo) = {jcelR | x>a} o (-oo,a]= {*e R | x <a) 
respectivamente, y lo representamos geometricamente como: 

-1 - - 1— 

a a 

Figura 3.35 

Utilizando las operaciones de conjuntos podemos hablar de uniones e inter- 
secciones de intervalos. 


" EJEMPLOS 

L Encontrar (-2,5)n[l,7]. 

Solution: 

(-2,5)n[l,7] = [l,5). 


-2 -1 0 1 234567 

Figura 3.36 

2. Escribir usando notation de intervalos, 

{xelR| -2< r<5}u{re R| -l<x} 

Solution: 

{xelR| -2<x<5}u{x€lR| -1 <*} = {re R| — 2< jc} = (—2, oo) 


-i -- 

-2 0 


Figura 3.37 

_ ■ 


3.4.1 Ejerdcios 


Simplified los siguientes valores absolutos. 


L |-19| 

«■ l-il 

11 . \-x\ 

16. -|68| 

1 —148| 

7. \-&\ 

12 . 1.28)| 

17. —|—1.3) 

3. |0.63| 

8 . -\-y/6\ 

13. |— 0.25| 

18. |-76.05| 

■ |w| 

9. -|VS| 

14. |0.58| 

19. |SJ| 

s L*u 

^ 1 131 

10 . -|37.95| 

15. |—(—9)| 

20. -|-3i| 
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Escribe usando notation de intervalos 

2L {x e R| - 4 < x < 4} 23. {zeR|f<z<9} 

22. {fceR|fc<4} 24. {h- e R| - 21< w-<-7} 


25. {a e R| - 8.74 < a} 

26. {ye R| #<>-< f} 


27. {x e R| <x<2}n{xeR| --£<x<f} 

28. {x e R| 1 < x < 6} u {x e R| -1 < x < 0} 


29. {x e R| x < 7} u {x e R| 3 < x < 10} 

30. {x e R| 5 < x} r> {x e R| x < 4} 


Encuentra: 

3L (-8,5) n [-3,6] 

32. (5,9) u (-2,8) 

33. (7, 00 )n (-oo,-l) 

34 . (-oo,l]n[-J.,l) 

35. (-oo,-4]u(0,-^] 


36. (-oo,-x) n (-2,oo) 

37. (-oo,-2)u(-4,oo) 

38. (-3,oo)n(|,c») 

39. (- 00 , -7.9) n (- 00 , -9.7) 

40. (^-,oo)u(6.5,oo) 


41. (-21,O)n0 
42- (-oo,-2)u(2,oo) 

43. (-oo,-5)n(9,oo) 

44. (-oo,-§)u(-f£) 

45. (|,6)u0 


46. (5,oo)n((l,oo)n(21,oo)) 

47. (-3,10)u((-oo,-j)u(6, 00 )) 

48. (- 00 , - f) n ((- oo,l) ^ (- 00 , -l)) 


49. ((-8,-7)u(-f,oo))n(-9,2) 

50. ((-oo,£)n(-oo,6))u(-2,4) 

51. (j,a))n((-3,})u0) 


3.5 LEYES DE LOS EXPONENTES 

Si a es un numero real y n un entero no negativo, definimos a” corao: 


a" = ax.ax.-- a sin>0. 

Si a es distinto de cero, tambien podemos definir a" para n< 0: 

a°=l 

„ 1 

a = —- 


■ EJEMPL0S 


2.1 3 = 2.1x2.1x2.1 = 9.261, 


- 9.32° = 1, 


1 


jt 2 


Los exponentes satisfacen las siguientes propiedades, conocidas como leyes de 
los exponentes. 

• Si a es un numero real y n,m son numeros enteros, entonces 
oV =a" +m . 

• Si a es un numero real y n, m son numeros enteros, entonces 
[a n ) m = tf m . 

• Si ay b son numeros realesy n es un numero entero,entonces 
(nf>)"=a"tf\ 

• Si a y b son numeros reales, b * 0 y n es un numero entero, 
entonces (£)" = 
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" EJEMPLOS 

L Simplificar 5 7 • 5 3 . 

Solution: 

2. Simplificar (8 9 ) 3 . 

Solution: 

3. Simplificar (2-6) 15 . 

Solution: 

4. Simplificar (^) 4 . 

Solution: 


5 7 • 5 3 =5 10 . 


(8’) 3 = 8 27 . 


(2 ■ 6f = 2 U • 6 15 



20 4 = 20 4 ' 


5. Comparar (2 3 ) 2 y 2^. 

Solution: 

(2 3 ) 2 = 2 6 = 64 y 2 (3!) = 2* = 512, 

asf que, (2 3 ) 2 * 2^ 3 ^ por lo que debe tenerse cuidado en el orden en que 

se efectuan las potencias; la expresion 2 } es ambigua y debe evitarse pues 
podrfa dar origen a cualquiera de las dos interpretaciones anteriores. 

6. ^Cual es la cantidad que se obtiene al invertir $1000 a un interes compues- 
to de 3% bimestral durante 2 afios? 

Solution: Al terminar el primer bimestre la ganancia sera 

1000(0.03) 

que agregado al capital inicial, da al termino del primer bimestre: 

1000 +1000 (0.03 ) = 1000( 1 + 0.03). 

Para el segundo bimestre, la cantidad anterior se invierte al 3 %, con lo que 
se obtiene como ganancia: 

1000(1 + 0.03)(0.03). 

Agregando esta cantidad a la que se tenia al initio del segundo bimestre, 
se tiene: 


1000(1 + 0.03) +1000(1 + 0.03)(0.03) = 1000( 1 + 0.03)(1 + 0.03) = 
1000(1+ 0.03) 2 . 
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Siguiendo este procedimiento.puesto que en un ano hay seis periodos bi- 
mestrales, el capital mas los intereses correspondientes seran: 

1000(1 + 0.03) 6 . 


A1 finalizar el segundo ano: 

1000((1 + 0.03) 6 ) 2 = 1000(1 + 0.03) 12 = 1000(1.Q3) 12 ~1425.76. 

La cantidad que se obtiene es aproximadamente $1425.76. 

_ ■ 


3.5.1 Ejerricios 


En los ejerricios 1 a 12, simplified las siguientes expresiones. 


L (-2) 2 (-2) 3 

5. (— 8) 12 (—8) 6 


Z (7 J )(7‘)(7 4 ) 

CN _ 

•n 

l 

VC 

»• 4 (i)‘(3(i)’)‘ 

3. 8(— 1 ) 7 (2 (—1 ) 2 )(—1) 

7- 7(5)(4^)6(5 2 ) 

u- 

4 (2‘)’ 

8. 8(-3(-9))(-i(-9))(^f) 

12- {(0.5)(4)‘) ! 


iCuanto recibe un empleado que guarda $700 en una caja 
de ahorros durante un afio, si el interns que se le aplica es 
del 1.5% bimestral? 

14 <Cual es el redito que se obtendra al invertir un capital 
de $1000 a una tasa de interns compuesto de 3% al cua- 
trimestre durante un periodo de 2 afios? ^Conviene mas 
hacer la inversion durante el mismo periodo si la tasa de 
interns compuesto que se ofrece es de 10% anual? 


15. Si se invierte $10000 a un interns compuesto de 2% bi¬ 
mestral, £cual serf el capital al cabo de tres anos? 

16. (.Que rendimiento produce invertir $125 000 a un interes 
compuesto de 2.5% cuatrimestral, invertido a un periodo 
de seis anos? 


3.5.2 Notacion cientifica 

Para poder escribir numeros muy grandes o muy pequenos usamos una nota¬ 
cion especial, que consiste en utilizar potencias de 10 , llamada notacion cienti- 
fica, que consiste en escribir los numeros como un numero decimal de un solo 
di'gito entero multiplicado por una potencia de 10 . 


" EJEMPLOS 

1. Expresar 345.42 en notacion cientifica. 

Solucion: 

345.42= 3.4542 xlO 2 . 

2. Expresar 0.009876 en notacion cientffica. 

Solucion: 

0.009876 = 9.876 xlO’ 3 . 

3. La velocidad de la luz en el espacio es de 3.0 x 10 s metros por segundo. 
(.Cuanto mide un ano luz en metros? 
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Solution: Un ano luz es la distancia que recorre la luz en un ano, asf que 
veamos cuantos segundos hay en un ano: 

60 x 60 x 24 x 365 = 31536000 = 3.1536 x 10 7 segundos. 

Ahora multiplicamos esta cantidad por la cantidad de metros que recorre 
la luz en un segundo: 

3.1536 x 10 7 x 3.0 x 10 s = 9.4608 x 10 1S metros. 

El numero anterior suele redondearse a 9.46 xlO 15 metros, e incluso a 
1 x 10 16 , pues pocas distancias cosmicas se conocen suficientemente bien 
para que el redondeo pueda suponer perdida de precision. 


3.5.3 Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, expresa en notacion cientifica. 

L 43.65 2. 0.0076 3- 827000000000 4 0.000000000032 


En los ejercicios 5 a 10, efectua la operacidn indicada y expresa 

5. 8(45xlO 3 ) 

6. 5.3(2.1x10"®) 

7. (3.2 x 10 4 )(l.5 x 10 5 ) 

(72xl0“ 3 )(8.1xl0 2 ) 

(43 xlO 5 ) 

11. Una mol de cualquier elemento quunico contiene 
6.03xlO 23 atomos. Si una mol de carlxmo pesa 12 gra- 
mos, <,cuanto pesa cada atomo? 

12. En un circuito electrico de un ampere fluyen 6.2xlO 18 
dectrones por segundo en cualquier punto del circui¬ 
to. ^Cuantos electrones fluyen a traves de un foco de 


el resultado en notacidn cientifica. 
(4.1x10 3 )(5.8x10^) 

(52 xlO 4 ) 

(6.4 x 10 5 )(5.7 x 10 -6 ) 
(l.2xl0 3 )(4.2xl0 9 ) 


100 watts con ima corriente de 120 volts durante una hora? 
(watts = volts x ampere). 

13. La distancia de la Tierra al Sol es de 1.5 x 10® km. Saturno 
esta 9.54 veces mas lejos del Sol que la Tierra, £a que dis¬ 
tancia esta Saturno del Sol? 


John Napier (o Neper) 
(1550-1617). 

Matematico y teologo escoces 
quien, simultineamente con 
John Briggs (1561-1631), 
introdujo y usd los logaritmos 
como un poderoso dispositivo 
matematico practico y teorico 
con el cual se simplifican los 
cilculos de las multiplicaciones, 
divisiones y extraccion de 
raices, muy necesarios en los 
estudios astronomicos. Los 
logaritmos fueron la base de la 
regia de cdlculo desarrollada 
alrededor de 1630. 


3.6 Logaritmos 

Observemos la siguiente tabla: 


2° = 1 

3° = 1 

5° = 1 

ii 

‘b 

(N 

II 

rs 

3‘ =3 

5 1 =5 

10 1 = 10 

2 2 = 4 

3 2 = 9 

5 2 = 25 

10 2 = 100 

2 3 = 8 

3 3 = 27 

5 3 = 125 

10 3 = 1000 

2 4 = 16 

3 4 = 81 

5 4 = 625 

10" = 10 000 
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A partir de esta podemos decir, entre otras cosas, que: 

• El exponente al que hay que elevar el numero 2 para obtener 8 es 3. 

• El exponente al que hay que elevar el numero 3 para obtener 9 es 2. 

• El exponente al que hay que elevar el numero 5 para obtener 5 es 1. 

• El exponente al que hay que elevar el numero 10 para obtener 10000 
es 4. 

Los numeros 2,3,5 y 10 se denominan, en cada caso la base y el exponente se 
llama el logaritmo de base 2,3,5 y 10 respectivamente. Asi, usando las afirma- 
ciones anteriores decimos, respectivamente, que: 

• El logaritmo de base 2 del numero 8 es 3, y lo denotamos como 
log 2 8 = 3. 

• El logaritmo de base 3 del numero 9 es 2, y lo denotamos como 
log, 9 = 2. 

• El logaritmo de base 5 del numero 5 es 1, y lo denotamos como 
log, 5 = 1. 

• El logaritmo de base 10 del numero 10000 es 4, y lo denotamos como 
log !0 10000= 4. 

En general, si b es un numero positivo, entonces el logaritmo de base b de un 
numero dado,x,es el exponente, y,al que hay que elevar la base b para obtener 
dicho numero: 


log,, x = y significa b r = x. 


Observaciones: 

• No sirve la base igual a 1, pues todas las potencias de 1 son iguales 
a 1. 

• Para cualquier numero positivo b * 1 tenemos que: 
b° = 1, entonces log A 1 = 0 

b' = b, entonces log^ b = 1. 

• No hay logaritmos de numeros negativos, pues si b es positivo, sus 
potencias son positivas. 

3.6.1 Propiedades de los logaritmos 

Para cualquier numero positivo b * 1, el logaritmo de base b satisface: 

• log,(xy)=log 6 (x) + log i (y). 

• logo (f) = k)g* M - log* {y)- 

• 1 o&,(jc' , ) = nlog i (x). 
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" EJEMPLOS 

L log, (2x) = log, (2)+ log, (tt) 
2- log, (4) = log, (8)-log, (7) 

3. log l0 ((V2 ) 3 ) = 3 log 10 (V2) 


Probaremos solamente la primera de las propiedades antes mencionadas. 
Por definition: 


xy = b'°« xy) . 

Por otro lado: 


x = b toti(x) , y = 6 to8 * (y) . 
Multiplicando las dos igualdades anteriores: 

_ ^log»(rMog*(y) 


asfque: 


X y = = £ l °*d*P to <*W 


y por tanto: 

l°gi> (xy) = log* ( jc) + log* (y). 


Observation: 

Hasta ahora, al elevar un numero iaun exponente n, para obtener b n , unica- 
mente hemos utilizado exponentes enteros. Sin embargo, el logaritmo de un 
numero puede ser un numero real cualquiera, asi que habria que definir lo que 
significa elevar a una potencia que no sea entera para poder hablar con propie- 
dad de 6 los * (l) . Este tema es para un curso mas avanzado, as! que de momento 
nos conformaremos con los resultados aproximados que se obtienen al utilizar 
tablas o calculadoras. 

Antes de la existencia de las calculadoras porta tiles era dificil efectuar 
calculos que implicaran muchas multiplicaciones, divisiones o potencias, y es 
gracias a las propiedades que acabamos de enunciar, que los logaritmos han 
desempenado un papel fundamental, ya que permiten transformar: multiplica¬ 
ciones en sumas, divisiones en restas y potenciaciones en productos. 

A continuation resolvemos un ejemplo con la tecnica que mencionamos. 
Mas adelante recordaremos la manera de usar las tablas de logaritmos y anti- 
logaritmos. 


Ejemplo 


Calcular x = 


3.21x25.14 

13.04 


= 6.1886 utilizando logaritmos. 


Solution: 


Usando las propiedades de los logaritmos, calculamos: 

log 10 (x) = log 10 (3.21)+ log 10 (25.14)- log 10 (13.04). 
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Utilizando tablas de logaritmos, podemos encontrar: 

log 10 (3.21) = 0.5065 
log 10 (25.14) = 1.4004 
log 10 (13.04) =1.1153 

as(, 

Io gl0 ( x ) = 0.5065 +1.4004- 1.1153 = 0.7916. 

Para encontrar el valor de x, buscamos en una tabla de antilogaritmos 
que numero tiene por logaritrao al numero anterior y encontramos: 

x = 6.1887 

que es una aproximacion del valor de x. Observa que no hicimos nin- 
guna multiplication ni division, sino unicamente siunas y restas. 


En 1624 se publico la primera 
gran tabla de logaritmos 
decimales (debase 10). 

Su autor fue el matematico 
ingles Henry Briggs 
(1561-1630). Los logaritmos 
deci males tambien se llaman de 
Briggs o comunes. 


3.6.2 El logaritmo de base 10 

Los logaritmos que son mas faciles de manejar usando tablas son los de base 
10, asi que veremos una breve description de ellos. Para facilitar la notation los 
denotaremos como log en lugar de log 10 . 

Observemos en la siguiente tabla algunas potencias de 10 y sus logaritmos 
correspondientes: 


10° = 1 

entonces 

log 1 =0 

10' = 10 

entonces 

log 10 = 1 

10 2 = 100 

entonces 

log 100 = 2 

H— 

9 

ii 

o 

8 

entonces 

log 1000 = 3 

’rH 

o 

ii 

d 

entonces 

log 0.1 = -l 

10 2 = 0.01 

entonces 

log 0.01 =-2 

10- 3 = 0.001 

entonces 

log 0.001 =-3 


Observemos que por la propiedad 1 de los logaritmos y los resultados de la 
tabla anterior, si conocemos el logaritmo de 2.5, entonces 

log(25) = log (10 x 2.5) = log (10)+ log(2i) = 1 + log(2.5) 
log(250) = log(l0 2 x2.5) = log(l0 2 ) + log(2.5) = 2+ log(2.5) 
log(2500) = log(l0 3 x 2.5) = log(l0 3 ) + log (2.5) = 3 + log (2.5) 
log(0.0025) = log(l0" 3 x 2.5) = log(l0' 3 ) + log(2.5) = -3+ log(2.5) 
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Asf, basta con conocer el logaritmo decimal de los numeros entre 1 y 10 para 
conocer el logaritmo de cualquier numero. 

Las tablas de logaritmos contienen los logaritmos de los numeros entre 
1 y 10. Estos logaritmos estan siempre comprendidos entre 0 y 1; en nuestro 
ejemplo, log (2.5) = 0.3979. 

En general, para encontrar el logaritmo de un numero positivo x, lo escri- 
bimos primero como: 

x =10"•y 

donde y es un numero entre 1 y 10. 

Despues calculamos el logaritmo de x usando las propiedades del logaritmo: 

log (x) = log (10" • y) = log (10") + log (y) = n + log(y), 

es decir, el logaritmo base 10 de cualquier numero positivo esta formado por 
un entero n (que es el logaritmo de 10") y un numero decimal (log(y)). La 
parte entera n se llama la caractertstica y la parte decimal se llama la mantisa. 
Tenemos entonces que: 

log (25) = 1 + 0.3979 =1.3979 
log (250) = 2 + 0.3979 = 2.3979 
log (2500 ) = 3 + 0.3979 = 3.3979. 

Cuando la caractertstica es negativa, debemos tener cuidado, pues sdlo ella es 
negativa, ya que la mantisa es un numero entre 0 y 1, y por tanto, positivo; asf: 

log (0.0025) = -3 + 0.3979. 

Esta expresion se suele denotar como: 

log (0.0025) = 3.3979 

para indicar que el signo sdlo afecta a la parte entera y, por tanto, es distinto 
de -3.3979. Observa que si utilizamos una calculadora para encontrar este 
logaritmo, obtenemos: 

log 10 (0.0025) = -2.6021 
que es el resultado de efectuar la resta 

-3 + 0.3979 = -2.6021. 


3.6.3 Regia para determinar la caractertstica 

Para encontrar el logaritmo de un numero, primero debemos escribirlo como 
el producto de un numero entre 1 y 10 y una potencia de 10. La caractertstica 
es el exponente de 10 que hayamos encontrado. Asf: 


Numero 

Caractertstica 

24.12 = 2.413 x 10 1 

1 

6542.2 = 6.5422 x 10 3 

3 

8.76 = 8.76x10° 

0 

0.000732 = 7.32 x 10" 

-4 
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El campo de los numeros reales 


Observadones: 


• La caracteristica es el numero de lugares que hay que recorrer el 
punto hasta que haya un solo dfgito a su izquierda; su signo toma la 
siguiente regia: 

• La caracteristica es positiva si el punto se recorre a la izquierda, y 
negativa si se recorre a la derecha; es decir: 

• Si * > 1,1a caracteristica de log* es un numero no negativo. 

• Si 0 < * < 1, la caracteristica de log* es un numero negativo. 


3.6.4 Uso de tablas para encontrar la mantisa 

• Encontrar la mantisa del logaritmo de 98.76. 

Solution: 

• Consideramos el numero sin tomar en cuenta el punto decimal: 9876. 

• Escribimos las dos primeras dfras significativas (de izquierda a dere¬ 
cha): 98. 

• Localizamos el renglon que corresponde a 98. En la parte superior bus- 
camos la tercera cifra: 7. 

• Localizamos la intersection del renglon que corresponda a 98 y la co- 
lumna encabezada con 7: 


9943 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

98 

9912 

9917 

9921 

9926 

9930 

9934 

9939 

9943 

9948 

9952 


La mantisa del logaritmo es el numero formado por un punto decimal y el 
encontrado en esa intersection; en nuestro caso: .9943 


Ejemplo 

• Encontrar log 0.00469. 

Solution: Como hay que mover el punto tres lugares a la derecha, 
la caracteristica es -3. Calculamos la mantisa. Las dos primeras cifras 
significativas son 46. Buscamos en las tablas este numero en la colum- 
na de la izquierda y el 9 en la parte superior. En la intersection del 
renglon y la columna encontramos: 

6712 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

46 

6628 

6637 

6646 

6656 

6665 

6675 

6684 

6693 

6702 

6712 


Entonces: 


log 0.00469 = 3.6712 = -2.3288. 
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Tambien es posible encontrar logaritmos base 10 utilizando una calculadora. 
Solamente escribimos el numero cuyo logaritmo deseamos calcular y poste- 
riormente oprimimos la tecla “log”, aunque la instruction puede variar segun 
la calculadora que se use. 


Ejemplo 

• Calcular log 0.85111 usando tablas y comparar el resultado con el 
obtenido al usar una calculadora. 

Solution Calculamos primero la caracteristica. Como hay que mo¬ 
ver el punto un lugar a la derecha, la caracteristica es -1. 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

85 

9294 

9299 

9304 

9309 

9315 

9320 

9325 

9330 

9335 

9340 


En las tablas encontramos que la mantisa es .9299, asf que: 

log 0.85111 =1.9299 = -0.0701 
Usando la calculadora obtenemos: 

log 0.85 111 = -0.0700143 

La discrepancia se debe a que con tablas usamos unicamente tres ci- 
fras significativas. 


En la actualidad, los logaritmos han dejado de tener la importancia computacio- 
nal que ternan hace algunos aftos, debido a la proliferation y abaratamiento de 
los equipos de computo; sin embargo, siguen teniendo importancia para des- 
cribir fenomenos de la naturaleza. Por ejemplo, la escala Richter para medir la 
intensidad de un temblor y el l'ndice pH que mide la acidez o la alcalinidad de 
una sustancia, son escalas logarftmicas. 

3.6.5 Antilogaritmos 

Si un numero es el logaritmo de otro, entonces el segundo es el antilogaritmo 
del primero, y lo denotamos como antilog. Es decir, 

si log x = a, entonces antilog a = x. 


Esto significa que 


10 “ = * 


" EJEMPLOS 

L Puesto que log 1 = 0, entonces antilog 0 = 1; es decir, 10° = 1. 

2. Puesto que log 1000 = 3, entonces antilog3 = 1000; es decir, 10 3 = 1000. 

3. Puesto que log 0.01 = -2,entonces antilog (-2) = 0.01 ;es decir, 10~ 2 = 0.01. 
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3.6.6 Calculo del antilogaritmo 

Encontrar el antilogaritmo de un numero a significa elevar 10 a la potencia a. 
En general, esto no se puede hacer a mano. Como en el caso de los logaritmos, 
tambien hay tablas para encontrar antilogaritmos; para utilizarlas, procedemos 
de la siguiente manera: 

• Escribimos el numero en la forma 

caracterfstica.mantisa 

• Consideremos la mantisa. Buscamos en las tablas las dos primeras cifras 
de la parte decimal. 

• Escribimos el numero que esta en la interseccion de este renglon con la 
columna en la que se encuentre, en la parte superior, la tercera cifra. 

• Colocamos el punto decimal despues de la primera cifra. 

• Observamos la caracterfstica para variar la colocacion del punto de¬ 
cimal de acuerdo con la siguiente regia: nos movemos tantos lugares 
como indique la caracterfstica, a la derecha si es positiva, a la izquierda 
si es negativa. 

Tambien podemos efectuar el calculo del antilogaritmo usando una calculado- 
ra; para ello seguimos los siguientes pasos: 

1. Escribimos primero el numero cuyo antiligaritmo queremos calcular. 

2. Oprimimos la tecla “inv”. 

3. Oprimimos la tecla “log”. 

Observation: 

Si el numero cuyo antiligaritmo queremos calcular dene caracterfstica negati¬ 
va, primero debemos escribir la expresion decimal que corresponda. 


■ EJEMPLOS 

L Usando la calculadora, encontrar antilog 1.326. 

Solution: Primero escribimos la expresion decimal: 

1.326 = -1 + 0.326 = -0.674 

oprimimos la tecla “inv” y despues “log”,y se obtiene, 0.2118; es decir, 


antilog 1.326 = 0.2118 
2 Encontrar el antilog 3.456. 

Solution: 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0.45 

2818 

2825 

2831 

2838 

2844 

2851 

2858 

2864 

2871 

2877 


Localizamos .45 en la columna izquierda de las tablas de antilogaritmos y 
6 en la parte superior; en la interseccion del renglon y la columna seleccio- 
nados encontramos 2858 y escribimos 2.858. Puesto que la caracterfstica es 
3, el punto debe ser movido tres unidades a la derecha. Asf: 

antilog 3.456 = 2858, 


es decir. 


log 2858 = 3.456 















Sec. 3.6 ■ Logaritmos 97 


3. Encontrar antilog 3.6712 y verificar usando una calculadora. 

Solution: 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0.67 

4677 

4688 

4699 

4710 

4721 

4732 

4742 

4753 

4764 

4775 


Localizamos .67 en la columna izquierda de las tablas de antilogaritmos y 
1 en la parte superior; en la intersection del renglon y la columna seleccio- 
nados encontramos 4688 y escribimos 4.688. Puesto que la caracterfstica es 
-3,el punto debe ser movido tres unidades a la izquierda. Asi: 

antilog 3.6712 = 0.004688, 


es decir, 


log 0.004688 = 3.6712. 

Para utilizar la calculadora, observamos primero que la caracterfstica es 
negativa, asf que escribimos primero la expresion decimal: 

3.6712 = -3 + 0.6712 = -2.3288. 

Ahora oprimimos las teclas “inv” y “log” y obtenemos 0.004690. Entonces: 
antilog 3.6712 = 0.004690. 


3.6.7 Ejerricios 


En los ejercicios 1 
L log 3.126 

a 9, calcula el logaritmo que se pide usando tablas. Verifica el resultado utilizando una calculadora. 

4. log 55.29 7. log 746 

2. log 31.26 

5. log 0.758 

8. log 1.1926 

3. log 92.41 

6. log 0.00077 

9. log 0.00432 

En los siguientes ejercicios, calcula el antilogaritmo que se pide usando las tablas. Verifica el resultado utilizando una calculadora. 
ID. antilog 5.201 13. antilog 4.7219 16. antilog 1.684 

1 L antilog 2.335 

14. antilog 3.4705 

17. antilog 3.743 

1Z antilog 1.896 

15. antilog 0.781 

18. antilog 5.0017 


Resumen 

• Propiedad de cerradura de la suma: si a y b son numeros reales, entonces a + b es un numero real. 

• Propiedad conmutativa de la suma: si a y b son numeros reales, entonces a + b = b + a. 

• Propiedad asociativa de la suma: si a, b y c son numeros reales, entonces (a + b) + c = a + (b + c). 

• Existencia del neutro aditivo: el numero 0 satisface la igualdad a + 0 = a para cualquier numero real a. 

• Existencia del opuesto o inverso aditivo: si a es un numero real cualquiera, entonces existe un unico numero real al que 
llamamos -a , que satisface la igualdad o + (-a) = 0. 

• Propiedad de cerradura del producto: si a y b son numeros reales, entonces ab es un numero real. 
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• Propiedad conmutativa del producto: si a y b son numeros reales, entonces ab = ba. 

• Propiedad asociativa del producto: si a, by c son numeros reales, entonces (ab)c = a(bc). 

• Existencia del neutro para el producto: el numero 1 satisface la igualdad a x 1 = a para cualquier mimero real a. 

• Existencia del reclproco o inverso multiplicativo: si a es un numero real distinto de cero, entonces existe un unico numero 
real denotado como a x o i,que satisface la igualdad 

a ■ a' 1 = 1. 

• Propiedad distributiva: esta propiedad relaciona la suma y el producto. Si a, b y c son numeros reales, entonces 
a(b+c)=(ab) + (ac). 

• Tricotomia 

Dados ay b numeros reales, se cumple exactamente una de las siguientes afirmaciones: 

a < b, a> b, a = b. 

• Transitividad: si a < b y b < c, entonces a<c. 

• Relacion con la suma: si a < b y c es cualquier numero real, entonces a+ c <b + c . 

• Multiplicacion por un numero positivo: si a < b y c > 0, entonces ac < be. 

• Multiplicacion por un numero negativo: si a<b y c <0 entonces ac > be. 
log,, x = y signifies = x. 

• Propiedades de los logaritmos: para cualquier numero positivo b * 1, el logaritmo de base b satisface: 

l°g* (*>') = l°g» M + log/, (y) • 
lo g fc (f) = lQ g* (^) - !og fc (y). 

log* (■*" ) = n logfc (■*)• 


3.7 EJERCICIOS DE RE PASO 


Simplifica las siguientes expresiones. 


L 

-H) 

10. 35 + 7 + 12 

19. 

20 + [54 + (2 + 7)] 

2. 

-(■2+2) 

11. 48 +(-4)(6) 

20. 

32-17 + 8x9 

3. 

-(-7.1)+1.7 

12. 100 + (8x7) 

2L 

6-(l4-5) 



12 + 8 

4 

-(6.34 - 4.98) 

13. 19+ 25 +(-5) 

22. 

6x5-40 

6(5-40) 

5. 

-{-yfc + lsll) 

14. 6-2[l4-(7-10)] 

23. 

(124x2) + (4(-5)) 

6. 

5 - (8 + 3 - 6) 

ll + (9-8) 

(7 — 5) +1 

24 

I1-1MM 

7. 

5-8 + (3-6) 

.6, ’f 27 - 6 * 

5x3-6 

25. 

—|— (—9 + 27) +12| 

8. 

5-(8+3)-6 

„ < s * 4 - 5 *<- 2 > 

26. 

-|5| + 4||+|-|| 


3x7 + 11x3 



9. 

(5-8) + (3-6) 

18- 36 + 4x5 

27. 

|-3.5+ 6.8| + 25 

Encuentra el opuesto de coda numero. 



28. 

i- 

9 

30. -3.28 32. 6f 


34 

29. 

14 

” 3 

3L 1.75 33. -5y 


35. 
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iQue niimero debes sumaren cada unade las siguiente situaciones? 


36. Credo ^ de metro. 4L 

37. La tela encogio \ de metro. 42. 

38. La barra de acero se contrajo 0.15 metros. 43. 

39. La longitud aumentd 0.78 cm. 44. 

40. Se hundid 4.25 metros. 45. 


La presion atmosferica subio 0.16 atm. 
Se cortd el cabello 8 cm. 

Subio 24 kilos de peso. 

Le salieron 2 dientes. 

La temperatura subio 4 grados. 


En los ejercicios 46 a 61, coloca en el cuadro <, > o = para que sea cierta cada afirmacidn. 


46. -in-i 

50. -25 □-2.6 

54 . 

58. 1025 □ 10.12 

47 . 

5L 5|D5S 

55. Maf 

59. -5.75 □-5.9 

48. -8 □ -85 

52. fD-3 n 

56. -x^n^5 

60. -9.25 □-9.04 

49. -13 □ -12 

53. 

57. 7.9 □ 9.7 

6L -84ni4 


62. Segtin una estimacion realizada en 1987, el numero de 
mexicanos que hablaba espanol estaba en razdn de 9 a 10 
con respecto del total de habitantes. Si el numero de estos 
era 81,163,256, ^cuantos hablaban espanol? 

63. La razon de habitantes por kilometro cuadrado en el 
mundo es 1,000,000 a 27,178. Si la superficie terrestre 
es de 135,892,000 km 2 , £cu41 es el numero estimado de 
habitantes? 

64 Ayrton Senna, piloto brasileno, aparece en el hbro de 
records como el que consiguio el mayor numero de 
victorias, ganando una de cada cuatro carreras. ^Cuan- 
tas victorias habi'a conseguido cuando concluyo la carrera 
140? 

65. Un rectangulo y un cuadrado tienen el mismo ancho, pero 
el rectangulo es 5.5 cm mas largo que el cuadrado. Sus 
perimetros suman 73 cm. Encuentra las dimensiones de 
cada figura. 


66. Los lados de dos triangulos rectangulos estan en razdn 5. 
Si el mas pequeno tiene base 3 y altura 4: 

a. ^Cual es el area del triangulo mayor? 

b. ^Estin las areas en razdn 4? 

67. Mi hijo cumple hoy 10 anos, yo tengo 40. ^Cuando sera 4 
la razon entre nuestras edades? 

68. Maria invirtid $2,500 durante un ano y al final de el tiene 
$2,850. Si Aurora invierte $3,400 a la misma tasa de interes, 
^cuinto tendra al final del ano? 

68 . Con $210 se compraron 5 metros de tela. ^Cuantos metros 
de tela se pueden comprar con $315? 

69. Dos mimeros estan en razdn -f. Si al menor le sumamos 32 
y al mayor le restamos 10 y obtenemos la misma cantidad, 
(,cuiles son los mimeros? 




Introduccion 
al algebra 



4.1 Expresiones algebraicas 

4.2 Lenguaje algebraico 

4.3 Evaluarion de 
expresiones algebraicas 

4.4 Terminos semejantes 

4.5 Ejerricios de repaso 


E l desarrollo del algebra le ha llevado a la humanidad cientos de anos, y ha 
sido un trabajo de equipo. Egipcios, hindues, arabes y griegos han partici- 
pado en su desarrollo; especialmente los arabes. quienes retomaron la obra de 
griegos e hindues y la ampliaron enormemente. En este capftulo veremos los 
conceptos basicos del tema y traduciremos los problemas del lenguaje cotidia- 
no al lenguaje algebraico. 


4.1 Expresiones algebraicas 

Cuando queremos calcular el area de un triangulo, utilizamos la formula: 


bh 

2 


en la que b denota la base del triangulo y h su altura. De esta manera, una sola 
formula nos sirve para calcular el drea de cualquier triangulo; para ello, basta 
sustituir b por la longitud de la base y h por la longitud de la altura, y efectuar 
las operaciones. 

En la expresidn b y h son variables y 2 es una cons tan te. 

El algebra nos ensena a operar con expresiones que contienen variables, 
constantes y operaciones de una manera muy general, y a utilizar estas expre¬ 
siones para resolver problemas concretos. 

Al combinar variables, numeros y operaciones obtenemos expresiones al¬ 
gebraicas., asi, 


ab, 2x + y, 


x + y 
w + 4 


son expresiones algebraicas. 

En una expresion algebraica, las variables representan numeros, ya sea 
numeros naturales, enteros, racionales o reales, segun el contexto. Por tan- 
to, al hacer operaciones con expresiones algebraicas debemos aplicar las 
mismas reglas que utilizamos al hacer operaciones con los numeros repre- 
sentados. 

De esta manera, si x, y, z son variables que representan numeros reales, se 
satisfacen las siguientes propiedades: 
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Suma 

Multiplkacibn 

Conmutatividad 

x +y = y + x 

£ 

II 

S' 

Asociatividad 

(x + y) + z=x + (y + z) 

(xy)z=x(yz) 

Neutros 

x + 0=x 

H 

II 

X 

H 

Inversos 

x + (—x) = 0 

x (t) = 1 si x * 0 

Distrihutividad 

x(y + z) = xy + xz 



4.2 Lenguaje algebraico 

Para resolver problemas utilizando el algebra, lo primero que debemos hacer 
es traducir el problema del lenguaje cotidiano al lenguaje algebraico. La si- 
guiente tabla contiene algunas expresiones comunes utilizadas en Algebra. 


Lenguaje comun 

Lenguaje algebraico 

La suma de 10 y x 

10 + jc 

La mitad de un mimero 

a 

2 

25 mds que z 

z + 25 

La diferencia de y menos 7 

y- 7 

El producto de dos numeros 

ab 

El cociente de dos numeros 

w 

— 


z 

El triple de c 

3c 

Un numero mas 6 

n +6 

La resta de un numero menos 3.5 

jc — 3.5 


Las letras usadas pueden seleccionarse de modo arbitrario, pero se acon- 
seja que en los problemas se escojan de manera que ayuden a recordar las 
cantidades que representan. 


■ EJEMPLOS 

Traduce al lenguaje algebraico: 

L Tono es 5 anos mayor que Roberto. 

Solution: Denotamos: 

T = edad de Tono. 

R = edad de Roberto. 

Traduction: 


T = R + 5. 

Z El area de un triangulo es la mitad del producto de la base por la altura. 
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Solution: Denotamos: 

A = area del triangulo. 
b = base del triangulo. 
h = altura del triangulo. 

Traduction: 



3. El producto de dos numeros enteros consecutivos es 56. 
Solution: Denotamos: 
n = entero, 

n + 1 = su entero consecutivo. 

Traduction: 


n (n + 1) =56. 


4.2.1 Ejerricios 


L El perimetro de un rectangulo cuyos lados miden a y bes: P =2a + 2b .Calcula el perimetro de los siguientes rectangulos: 

a. a = 5 b = 8 c. a = f, b = j 

b. a = 4.62, b = 2.74 d. a = f, b=^- 

2. La segunda ley del movimiento de Newton establece que la fuerza es igual a la masa por la aceleracion, F- ma. En cada 
caso, encuentra la fuerza correspondiente. 

a. a - 9.8 m/seg 2 , m = 3 kg. c. a - 7.2 cm/seg 2 , m -20 gr. 

b. a = 980 cm/seg 2 , m = 98 gr. d. a = m/seg 2 , m = 12 kg. 


Escribe una expresion algebraic a en cada problem a. 

3. x mas 32. 

4. 18.24 veces un mimero. 

5. Un numero disminuido en 16. 

6. Dos veces t menos 9. 

7. Ana dene dos anos mas que Juan. 

8. El cociente de dos numeros es 100. 

9. Un tercio de w. 

10. Tres decimos de la poblacion infantil t. 

11. El cociente de 25 entre un mimero. 

12. centre8.96. 

13. Cinco tercios mas la mitad de x. 

14 La suma de dos numeros es 98. 

27. 

28. 

29. 


15. Ram 6 n es 4 anos menor que Irma. 

16. Un quinto de un niimero es 15. 

17. Uno entre el doble de t. 

18. Cinco veces z mas 3.7. 

19. El doble de la suma de b y 1. 

20. El cociente de 70 entre z. 

21. Un numero menos jg. 

22 . 7 de los asientos eran para estudiantes. 

23. Cinco septimos de b. 

24. El producto de x y 25. 

25. El total de dfas en x horas. 

26. Doce menos x. 

una tortilla? 


7 del mimero z de asistentes a un concierto eran ninos. 
El costo de una docena de tortillas es n. <Cuanto cuesta 
El costo de z kilos de chiles poblanos a 5 pesos el kilo. 
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30. Si r son los dfas que llovio en un ano, ^cuantos dfas no llovid? 

3L Laura es 7.5 cm mas alta que Pedro. 

32. Un quinto de los libros de la biblioteca son de historia. 

33. El triple de un numero mas el doble de otro es 250. 

34. El costo en pesos de t kilos de mangos a $8 el kilo. 

35. 7 del numero de personas w que estin en el auditorio. 

36. Dos tercios de y menos seis septimos de z. 

37. El producto de la suma de 7 mas un numero, por el numero. 

38. El mayor de dos mimeros es 8 veces el menor de los numeros, menos 5. 

39. El cociente de la suma de dos numeros al cuadrado entre la diferencia de dichos numeros. 

40. Un numero menos -3.5 mas el producto del numero mas 2.1 por 6. 

4L El menor de dos numeros es dos septimos del mayor menos diez. 

42. El producto de dos mimeros es igual al doble de su suma, menos 12. 

43. Doce veces el numero que es x unidades menor que 9 es igual a 20. 

44 Treinta disminuido en cinco veces un numero es 10. 

45. Tres veces un numero es 32 mas 7 veces el numero. 

46. Cincuenta disminuido en un numero w es cinco mas n\ 

47. Seis veces un numero disminuido en 15 es -18. 

48. La longitud de la salamandra gigante es 1,487.5 mm mayor que la de la rana venenosa. 

49. En una semana, las unas de los dedos de los pies crecen 0.375 cm menos que las de los dedos de las manos. 


4.3 Evaluacion de expresiones algebraicas 

Las escalas de temperaturas en grados centfgrados y en grados Fahrenheit es- 
tan relacionadas mediante la siguiente expresion: 

9 

F = —C+32, 

donde F representa la temperatura en grados Fahrenheit y C la temperatura 
en grados centfgrados. 

Para saber a cuantos grados Fcorresponde una temperatura dada en gra¬ 
dos C, evaluamos la expresion de la derecha sustituyendo la variable C por los 
grados centfgrados dados. 


Grados centfgrados* 

Grados Fahrenheit 

4 °C 

| x 4 + 32 = 39.2 °F 

-10 °C 

| x (-10) + 32 = 14 °F 

210 °C 

| x (210) + 32 = 410 °F 

-40 °C 

| x (-40) + 32 = -40 °F 


Evaluar una expresion algebraica significa reemplazar cada variable por un 
numero para obtener un valor numerico. 


'Los centfgrados se conocen tambien como grados Celsius. 
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1 EJEMPLOS 

L Evaluar ab cuando a = 3 y b = 4. 


Solution: Sustituimos la letra a por el numero 3 y la letra b por el nu- 
mero 4: 

ab = 3x4 

= 12 , 

por tanto, el valor de ab para a = 3y6 = 4esl2. 

2. Evaluar la misma expresion ab cuando a = -jyb = \. 

Solution: Sustituimos ahora la letra a por el numero -f y la letra b por 
el numero j. 


_ 27 
35’ 

por tanto, el valor de ab para a = -fy/> = fes -$. 

En los ejemplos anteriores vemos que una misma expresion algebraica 
puede tomar distintos valores numericos dependiendo del valor numerico 
que se d6 a las variables. 

3. Evaluar la expresion (3x - 2) + 2(7 - x) cuando x = -3. 

Solution: 

(3(-3)-2)+2(7-(-3)) = (-9-2) + 2(7 + 3) 

= 9. 


4. Evaluar la expresion x 2 + 3 xy - y 2 + 5 cuando x = 4 y y = -1. 

Solution: 

4 2 +3(4)(-l)-(-l) J +5 =16 -12 -1+5 

= 8 . 


5. Evaluar 4x + 3 y cuando x = f y y = -f. 

Solution: 

4 * + 3,= 4(f) +3 (-f) 

= 2(3)-| 

= 7 

2 ' 


. Evaluar 


5w-3z 
w + 2z 


Solution: 


cuando w = -4.2 y z= 3.6. 


5iv - 3z 5(-4,2)~ 3(3.6) 
w+2z -4.2 +2(3.6) 
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-21 - 10,8 
~ -4.2 + 7.2 
-31.8 
3 

= - 10 . 6 . 

7. La distancia en metros recorrida por un objeto en cai'da libre esta dada por 
la expresion 



donde g = 9.8 m/seg 2 es la aceleracion producida por la gravedad.y t es el 
tiempo transcurrido desde que empezo a caer el objeto, medido en segun- 
dos. ^Cuantos metros ha recorrido el objeto despues de 8 segundos? 


Solution: 

d = ^-(9.8m/seg 2 )(8 2 seg 2 ) = 313.6 m. 

_ ■ 


4.3.1 Ejercicios 


Evalua las siguientes expresiones algebraicas si a-2,b- 4,c-—4 y t--2. 


L 8 b 

8. |(c + 0 

c(f + 36) + 15a 
a-t 

22. 

5r - c 

b-c 

2. ab + 10 

9. 11-56 

16. «•-» 

2c+ f 

23. 

12-c 

t + fl 

3. 4a + f 

10. 9c-5 

17. 5abc + t 

24 

a + 6 
-+ 

4 2b -2j 

11 0.86 (c + 1) 

18. f 2 +ac 



5. Sa-b 

12. ac - b 

19. 3ab-6ct 



6. fc + j6 

13. —(a + 6 -c) 

10 

20. 4 (6f - 5c) 



7. f(26 + 2) + r 

14 

2a 

21. 3(a + Z>) 

36+ a 




Evalua las siguientes expresiones algebraicas para los valores dados de las variables. 

33. y i + 2y 1 -y\y = - 1 t 
a 1 -b 


25. (x-3y) x-,x = -2.S\y =-1.5 

26. (15-3xK>--l);x = 5;y = 3 


34. 


- + 3a;a = -4;6=1.2 


27. *r 2 ;r = 4 

28. fe+6;a = |;6 = j 


8s + 6r 3 2 

29. -; s = —; t = — 

-t 4 3 

7 

30. — 2y; x = -3;y = 4 
x 


3L j(a + d)(a-d},a = 6;d = 8 
32. 6r-!;/=*• 


35. ^ ;a = 4.8;6 = 4.4 

a- b 

2 2 

36. -— l-;x = -2-,y = -5 
{x + yf 

a* -b* 

37. -; a = -1; 6 = -3 

a-b 

, s 2 - 2s/ + f 2 

38. — ;-;—; s = 6; f = 7 


(*~t) 


39. 


x + 4 x-4 


-;x = -2 


2a + 9 1 4 

40. -+ c; a = —; c = — 

4a-1 2 5 
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4L |2c - <r |; c = S;d = -7 
42. x 2 + 2x +1 ;jt = -4 


6 a 2 +ab + 7b 2 ^ 

43. ————— \a--\\b= 1.5 


45. (b 3 +a 2 b)(b 2 - a 2 )+^-^-\a=3;b = 4 

^l±sxy_yzl. x=3 . y = _ 2 


44 1- 


|a 2 -fc 
(x+5){x 2 -6) 


47. 


y + 8 y 

3z 3 -2^2 +5 »v 2 z 


12»v 2 z 2 -4w + 7 


;z = 0.2;m> =1.3 


jc 4 + X- 1 


\x = -2 


48. ^^-;/> = 2.8;c=1.9;A = 1.4 
2 


49. La distancia recorrida por un mdvil esta dada por el producto de la velocidad por el tiempo; es decir, d - vt. En cada caso, 
encuentra la distancia recorrida si: 


a. v =90 km/h,/= 1.15 h. 

5 


c. v = 60m/seg,/ = 38seg. 
b. v = 75 km/h, / = f h. d. v = 15.4 km/h,/ = 7 h. 

50. La formula p = se utiliza para calcular la pres ion en libras por pulgada cuadrada de una Uanta de automovil. Wes el peso 
del automovil en libras y A es el area de contacto con el piso de la llanta en pulgadas cuadradas. En cada caso, encuentra la 
presion de la llanta. 


c. W= 4,660 lb, A =29 pulg 2 

d. W = 1,376lb ,A = 11.5 pulg 2 


a. W = 936 lb,.<4 = 9 pulg 2 

b. W= 2,198 lb,/l = 78.5 pulg 2 

5L El volumen de un cilindro esta dado por la formula V = nr 2 h, donde r es el radio de la base y h es la altura del cilindro. 
En cada caso, encuentra el volumen del cilindro si: 

a. r = |,)i=f c. r= 1.13,//= 3.5 

b. r = 6, h=2 d. r = -^,b = jf 

52. El area de un trapecio se define como A = jh(B+ b), donde h es la altura del trapecio, B es la base mayor y b es la base 
menor. En cada caso, encuentra el area del trapecio si: 

a. = 10, fl = 25,6 = 15 c. h = 9, B = 14, b = 4 

b. * =6,5 = 12.5,6=7.25 d. A = 5.4 ,B = 12.6 ,b = 7.8 

53. Kepler enuncio tres leyes para explicar el movimiento de los planetas alrededor del Sol. La tercera de dichas leyes dice: 
el cuadrado del periodo es proporcional al cubo de la distancia media al Sol;es decir, P 2 = kd 3 , donde P es el periodo, k la 
constante de proporcionalidad y d la distancia media al Sol. Si medimos en anos terrestres, k = 1. Encuentra el periodo de 
los siguientes planetas. 

a. Jupiter, d = 5.2 c. Mercurio, d = 0.387 

b. Marie, d= 1.52 d. Saturno ,d =9.54 


4.4 Terminos semejantes 

En la expresion algebraica, 

3x 2 y-7y + 2(4x-z) 

cada sumando se llama lermino ; asf, esta expresion tiene tres terminos, que son 
3x 2 y, -7y y 2(4* - z). 

Cuando dos o mas terminos contienen las mismas variables elevadas a los 
mismos exponentes, se dice que son lenninos semejantes. 


8 - 0 ’ 

-7x 2 y 

son semejantes 

4.5a 3 be 

ja 3 bc 

son semejantes 

7xy 

7xry 

no son semejantes 

ab 

ab 

no son semejantes 

6x: 

6 xic 

no son semejantes 
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Cuando una expresion algebraica tiene dos o mas terminos semejantes, po- 
demos utilizar la propiedad distributiva de la multiplicacion para simplificarla. 

Decimos que una expresion algebraica esta simplificada cuando no tiene 
term in os semejantes por agruparse. 

" EJEMPLOS 
L Simplificar 2x + 3x. 

Solution : 

2x+3x = {2 + 3)x 
= 5x. 

2. Simplificar fi.Scfb - 4.9 a 2 3 b + 13.2a 2 b. 

Solution : 


8.5 a^b - 4.9 a 2 b + 1 3.2a 1 b = (8.5 - 4.9 +13.2 )a 2 b 
= 16.8a 2 fi. 


3. Simplificar %x-6y+5x. 

Solution: Recuerda que solo podemos agrupar los terminos semejantes. 



4. Simplificar 3x-4(5x + 9z 4 5 6 7 -l)-7z 4 + 8. 

Solution: Efectuamos primero la multiplicacion y luego agrupamos los 
terminos semejantes: 


3x-4(5x + 9z 4 -l)-7z 4 + 8 = 3 jc-20x-36z 4 + 4-7z 4 + 8 


= (3-20)x+(-36 - 7)z 4 + 4 + 8 
= -11 x - 43z 4 +12. 



Simplifica las siguientes expresiones. 
!• 6x - lOx 


8 . 9y + 3 + lly + 4 



2. -Sab-7ab+2.5 

3. 4.9y + 5.3y - 2.8y 

4 -12fc + 8|c 


9. 3x 2 +2x-3x 2 + 9 
10 . fc + fd-fc + fd 


16. 6t-Is- 5(t -s)-1 

17. 2x 2 -x + 4x 2 


5. 4a - 2a + 5a 

6 . x-5- 10x+5 

7. 4(z + 5) + 8z 



18. *-15 + 5(3-2*) 

19. 13c+17-9c-24c 

20. x 2 +y-1.5y-25x 2 

21. 4a+2(fc-6a)+lU> 
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22. 8abc - (9 - 3 abc) - (5 abc - 21) 

23. 3.8>- + 1.2z-(5.7>- + 7.5z) 

24 -l(3 + y) + Uy-x) 

25. 4[(» s+ 0 - (» 5-3 0 + j] 

26. 5x 2 +33y-15x 2 -4.4y 

27. 12.7a 2 + 3.8b 2 -4b + 5.7a 2 

28. 9 s -(-i/) + 3-5is-f f 

29. -t - [-5(f - 2r) + 6(3/ - r)] 

30. 4(x + 2y)- 9(2* - 7>») — 11 

31. —[—5(6jt — 2_y) + jc] -t- y 

32. [-2(3a-9b)-(-5a+7b)]-2a-6b 


33. -7(5jc 2 -2xy)-8y l + 3xy 

34. -4c - [-3(1-8c)-(9-c)] 

35. ax + 2(ax - y) - axy + 6y - 9 

36. 3x - 8xy +15 + 4xy - 8x - 13 

a 2 + 2 b 2 3a 2 - lb 2 + ab ab 

37. - 

6 2 3 

15fc - 2a 4 - 2fc + 4a 

38. —+- 

a a a 

39. (c 2 -3cd 2 + 4cd)-(-8c 2 + 5cd) 

40. [a 3 -(7-4a 3 )]-[6-(-2a 3 )] + 9a 3 

41. 20x 2 y + xy 2 - 45 xy 2 -xy + x 

42. [3s — 5/ — (s 2 + 2/)] — [-7s 2 - s + 2f] 


4.5 EJERCICIOS DE REPASO 


Escribe una expresion algebraica en cada problema. 

1. El area de un cfrculo es igual al producto de it por el cuadrado del radio. 

2. El triple de un numero mas 6 unidades es igual a 7. 

3. Ties quintos de la herencia de Ramon es igual a $120,000. 

4 La suma de dos numeros menos 24 es cero. 

5. El hijo tiene 32 anos menos que el padre. 

6 . El volumen V de una masa dada de un gas es inversamente proporcional a la pres ion a la cual esta sometida. 

7. El volumen de un cono es igual a un tercio del area de la base por la altura. 

8. Luisa mide tres cuartos de la estatura de su hermana Guadalupe. 

9. Seis septimos de los discos de Ramiro son de rock. 


Evalua las siguientes expresiones para los valores dados de las variables. 


10 . 

1L 

12 . 


(jr + 6)(* 3 -27) _2 

(3* + 9)(ll - 2x)' X ~ 5 

\a-7b\-(3a + b) 3 

(5a + 8)-\a + 3b\' 4 

lz~2[ + |6zf 9| 1 

|3z-l|-|5z-8|’ 2 


13. 


Irh + 35¥ -rt 3 
lllrt 2 -5sr + 8rsf| 


;r= 1; s = —2; f = 3 


(9h’ + 1)-(4w> 2 -8»v) 
5(2-3w)-(w + 5) ' W ~~ 5 


15. 


W-9\-\r'-3y 2 +l\ 
\x 3 -x 2 + y 2 -y-24\ 


;x = -3;>’ = 8 


16. 8x 2 + 5xy- 3y 2 - 3x 2 + 6xy + 20;x = -8;y = 7 

17. (a-(3b- 2a)) + ((3a - 2b) - b) + 8a; a = 1.2; b = 0.5 


18 . 


2cd)-(3c 2 +6cd-12) 
d 2 -9 
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19. (4s-r)(2s 2 r +9s 2 - 4s 2 / + 3sr 2 + 5s 2 - 12); s = -6; / = -2 

5 a-b 1 a-ab+b 2 ({b 2 +ab)-2a 2 ) ( ab-b 2 ) H 71 

-+-- 1 - u -; a --; b -- 

9 2 6 3 5 10 

Simplified las siguientes expresiones. 

2L 32*z + 3(xz 2 + .rz- 2*)- 6[l2- 6 jc 2 z -(jtz- z)] 

22. 25a+4a/>-6[6ai-18b]-7[afc + 5a-ll] 

23. -5(y 2 + 2y -1) + 8(6y + 4 y 2 -1) - (-(y + y 2 )) 

24 f(/ + 2s+/ 2 +8s 2 ) +j(-s-5/ 2 +9)-1(8/ - 5s 2 ) 

25. 3jry + 27-(^ + 4z) + (2z-2jrz)-6z-27(x + l) 

26. [8(3aV - 8a Vc - 4) - 4(<Sa V - 16a Vc + 12a V )] 

27. f(15r St + T r s f -^r s/ ) + 6 ( ? r s t - T r s t - T ) 
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M uchos problemas de la vida real pueden plantearse y resolverse por 
medio de ecuaciones lineales: el tiempo de llenado de un tanque de 
agua, la determination de porcentajes, el calculo del crecimiento de una in¬ 
version, etcetera. En este capitulo expondremos las tecnicas para plantear y 
resolver las ecuaciones de primer grado. 


5.1 Ecuaciones de una sola variable 

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas. Las expresio- 
nes de cada lado de la igualdad se llaman niembros de la ecuacion. 

3jc+ 4 = 2x-9 

' ' 1 ^ ' 

Primer miembro Segundo miembro. 

Al sustituir las variables de una ecuacion por valores numericos, puede 
resultar que la igualdad sea cierta o falsa. En el ejemplo anterior,si sustituimos 
x = -13, obtenemos: 

3(-13)+4 = -35 =2(-13)-9, 

que es cierta; en cambio, si sustituimos x = 2, el primer miembro es: 

3(2)+4 = 10 

y el segundo miembro es: 

2(2)-9 =-5, 

y entonces la igualdad entre los miembros es falsa. 

Resolver una ecuacion es encontrar los valores numericos que al sustituir- 
los en lugar de las variables hacen cierta la igualdad. Para ello, se deja sola la 
variable en un lado de la ecuacion. Esto se llama despejar la variable. 

Las ecuaciones del tipo 

ax + b = 0, 

donde ay b son constantes y a * 0, son llamadas cuaciones de primer grado. 


Cristina dene una hermana que es 27 centimetres mas alta que ella; si la her- 
mana mide 1.45 metros, ^que estatura tiene Cristina? 
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Solution: Representamos mediante c la estatura de Cristina, por lo que: 

c+ 0.27 = 1.45 

Para encontrar la estatura de Cristina, debemos despejar c, para lo cual 
sumamos el opuesto o inverso aditivo de 0.27 a arabos lados de la ecuacion y 
simplificamos la expresion: 

c +0.27 - 0.27 = 1.45 - 0.27 
c= 1.18. 


Por tanto, Cristina tiene una estatura de 1.18 metros. 

A1 resolver una ecuacion, siempre hay que verificar que la solution obte- 
nida satisfaga la ecuacion original; esto nos sirve para detectar posibles errores 
cometidos en la resolution de la ecuacion. 

Comprobadon: Si c = 1.18, entonces: 

c +0.27 = 1.18 + 0.27 = 1.45. 

En el ejemplo anterior hemos utilizado la propiedad de la suma, que consiste 
en lo siguiente: 

Propiedad de la suma 


Si a, b y c son numeros reales, y si a = b, entonces 

a+c = b + c, 

y como restar un numero real es sumar su opuesto, tambien tenemos que, 

a-c= b-c. 


■ EJEMPLOS 

L Resolver y -7 =-4. 

Solution: Sumamos | (el opuesto de - 4 ) de cada lado de la ecuacion 

y 3~ 9 

_2 2 _ 4 2 

V 3 3 = 9 3 

2 

y = 9‘ 

Comprobadon: Si y = |,e ntonces: 

2 _ 2 2 _ 2- 6 _ 4 
^ 3 9 3 9 9' 


2, Resolver 6 - h> = 10. 


6-w = 10 
6-w~6= 10-6 
-w = 4 
w = -4. 


Solution: 
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En el ultimo paso utilizamos la regia para encontrar el opuesto de un nu- 
mero; es decir, le cambiamos de signo. 

Comprobacion: Si iv = -4, entonces: 

6 - w = 6 - (-4) = 6 + 4 = 10. 

3. Resolver IjcI—8 = 4. 


Solution: 

|jc| — 8 = 4 
|*|-8 + 8 = 4 + 8 
|*| = 12 , 

de donde 

* = 12 o * = -12. 

Comprobacio/v Si * = 12, entonces: 

l*|-8 = |12|-8 = 12-8 = 4. 


Si * = -12, entonces: 

|*|— 8 = |—12| — 8 = 12 — 8 = 4. 

_ ■ 


Consecuencia de la propiedad de la suma 

Hemos visto en los ejemplos anteriores que para resolver una ecuacion de- 
bemos dejar sola la variable en uno de los miembros de la ecuacion; si hay un 
sumando que queremos eliminar, lo que hacemos es sumar, en ambos lados de 
la igualdad, el opuesto de dicho sumando. 

Z + 3 = 5 +- Queremos despejar z 

z + 3-3 = 5-3 <— Sumamosel opuesto de 3 
Z = 2 «— Simplificamos. 

Observa que en el primer renglon el 3 esta sumando en el lado izquierdo y 
en el segundo renglon el 3 estd restando en el lado derecho. 

En general, si estamos sumando un termino en un lado de la ecuacion, 

a+b = c, 

entonces, al sumar su opuesto en ambos lados de la ecuacion y simplificar, 

a + b = c 
a+b-b=c-b 
a = c-b , 

resulta que el termino “paso” restando al otro lado de la ecuacion. Por 
tanto: 


Si a+b = c entonces a = c-b. 
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Asimismo, si estamos restando un termino en un lado de la ecuacion, 

a-b = c, 

al sumar su opuesto en ambos lados de la ecuacion obtenemos: 

a-b = c 
a-b+ b = c+ b 
a = c+b, 

el termino “paso” sumando al otro lado de la ecuacion. Por tanto: 

Si a-b = c entonces a = c + b. 


■ EJEMPLOS 

L Resolver a + 45 = 9.8. 

Solucion: 


a + 4.5 = 9.8 

a = 9.8 -4.5 = 5.3 


Comprobacioiu Si a = 5.3, entonces: 

0 + 4.5=53 + 4.5=9.8 


2. Resolver jr-f = -^j. 

Solucion: 


2 3 

* 5 10 

__ 3 _ 2 _ J_ 

10 5 = 10 

Comprobacion: Si x = -^, entonces: 

2 1 2 1-4 -3 

X 5 10 5 10 10' 

3. Resolver la ecuacion |5tv - 4| = 13. 

Solucion: Puesto que en la ecuacion aparece un valor absoluto, conside- 
ramos tres casos: 

• Si 5w-4 = 0,entonces |5w-4| = O.Como0^ 13,entoncesnosesatisfa- 
ce la igualdad para ningun valor de w tal que 5w -4 = 0. 

• Si 5w -4 >0, entonces |5w-4| = 5w> -4, de donde: 


5w -4 = 13 
5w = 17 
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w = -y- satisface la igualdad. 

• Si 5tv - 4 < 0, entonces |5w - 4| = -(5»v - 4), de donde: 

_(5k>-4)=13 
5iv- 4 = -13 
5iv = -9 
9 



w = -f satisface la igualdad. 

Los numeros que satisfacen la ecuacion son iv = ^-yw = -f. 
Comprobacion: Si w = 4f, entonces: 



|17-4| = |13| = 13. 


Si w = —f, entonces: 


|5»v-4| 



= |—9—4| = |—13| = 13. 


5.1.1 Ejerricios 


En los ejerricios 1 a 54, resuelve las ecuariones y comprueba el resultado. 


L 

X +2 = 7 

19. 

0.25-x = | 

37. 


2. 

1-8 = 0 

20. 


38. 

|* + tt| = 32 

3. 

12 -vv = -5 

2t 


39. 

|z|-f = 0 

4 

z — 3.9 = —1.4 

2Z 

-6.6 =y- 8.8 

40. 

|</- 15.8| -6.2 =-1.3 

5. 

— 6 + a = 15.1 

23. 

-a+ 9.5 = 13 

4L 

14 + |a+ 27| = 60 

6. 

b +23 = 51 

24 

— 6 — (4 — b) =30 

4Z 

12.6 -|c| = 8.7 

7. 

c_ 2 = ii 

1 3 3 

25. 

20_ b = _2k 

7 u 7 

43. 

3 \y lol 2 

8. 

* 5 _ 10 

26. 

7.1 +c = 12.4 

44 

|«-¥|+V-» 

9. 

m 7 - 19 

m 6 ~ 9 

27. 

s-0.48 =1.06 

45. 

|* + t| + I = 7 

10. 

n + 9.75 = 9.75 

28. 

|a| - 17 = -2 

46. 

(a-14)-3 =-28 

1L 

25-x = 18.6 

29. 

4.5 - |;r| = -7.9 

47. 

42 = 8-(1-20) 

1Z 

— 10 = 1 + 7.35 

30. 

|r — 5| — 7.9 =2.1 

48. 

5»v + (4 j- 4w)= -4y 

13. 

-c-6.2 =-17.6 

3L 

W-3-5 

49. 


14 

a + 0.8 = 1.5 

3Z 

25.9 = 31.8- (|H- 10.7) 

50. 

4s-(3s-2.2) = 34.5 

15. 

— 12+y = —12 

33. 

-|jc| + 9 = -12 

5L 

SO 

II 

5 

i 

OO, 

1 

G? 

+ 

16. 

f + z = f 

34 


5Z 

II 

— |*n 

1 

1 

* 

rt|»n 

17. 

i = -l 

35. 

Mi-W)-¥ 

53. 

|-(*-t)-(+2«) 

18. 

r- 2 - * 

36. 

|,_7| 7 _3 

54 

(w+ 1 W 3 lu>)- 1 

X 3 5 

\* «| 2 4 

+ 12/ + V2 2 
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55. Sirestamos — 21 de un niimero, el resultado es -18.^Cual 
es el numero? 

56. Si restamos 9.4 de un numero, el resultado es 7.8. <Cual es 
el numero? 

57. Si sumamos —32 a un numero, el resultado es 68. ^Cual es 
el numero? 

58. Si sumamos 12 a un numero, el resultado es 55. <Cual es el 
numero? 

59. Si sumamos 1 a un mimero,el resultado es -f. <Cuales el 
numero? 

60. Maria tiene el doble de anos que Pedro, mas 3. Si la edad 
de Maria menos la edad de Pedro es igual a 10, ^cuantos 
anos tiene cada uno? 

61. Tres hermanos reciben ima herencia repartida de la si- 
guiente manera: el menor recibe cierta cantidad, el segun- 
do recibe $6,746 mas que el primero, y el mayor recibe 
$5,200 mas que el segundo. Si el monto total de la herencia 
fue de $431,000 y se entregaron $123,000 a un asilo, £cuan- 
to recibi6 el hijo menor? 

62. La suma de dos numeros es 90, y el doble del menor es 50. 
Encuentra la diferencia del mayor menos el menor. 


63. La suma de dos numeros es 250, y el menor es 104. 
Encuentra el producto del mayor por el menor. 

64 Camino al mercado, una vendedora de aguacates vende 
4 de su mercancfa; ya en el mercado, vende -g- de lo que 
le quedaba, y al regresar a casa lleva 12 aguacates. <Con 
cuantos aguacates sali6 de la casa? 

65. En un triangulo rectangulo, uno de los angulos mide 63°. 
^Cuanto miden los otros dos angulos? 

6( S el perimetro de un triangulo mide 48 metros y la suma de 
dos de sus lados es de 27 metros, ^cuanto mide el tercer lado? 

67. La suma de dos numeros es —156 y el mayor de ellos es 27. 
Encuentra el cociente del menor entre el mayor. 

68. Si el perimetro de un triangulo isosceles es de 225 metros 
y la longitud de cada uno de los lados iguales es de 90 me¬ 
tros, ^cuanto mide la base? 

69. Los angulos interiores de un cuadrilatero suman 360°. Si 
uno de sus angulos mide 128°, otro mide la cuarta parte de 
este ultimo y el tercero mide 93°, £cuanto mide el angulo 
faltante? 

70. Si uno de los angulos de un triangulo mide 25° y otro mide 
el doble de este, ^cuanto mide el tercer angulo? 


5»2 Ecuaciones y multiplicacion 

Un automovil recorrio 80 km a una velocidad de 60 km/h, ^cuanto tiempo tar- 
do en recorrer dicha distancia? 

Solucidn: Sabemos que la distancia recorrida es igual a la velocidad mul- 
tiplicada por el tiempo transcurrido. 

d = vt. 

Sustituimos d = 80, v = 60 y obtenemos: 


80 = 60r. 


Para despejar /,multiplicamos por el reciproco o inverso multiplicativo de 
60 en ambos lados de la ecuacion: 


80 = 60 1 



4 

3 


t, 


asi que el tiempo transcurrido fue t = f horas = 1 hora 20 minutos. 
Comprobaciom Si t - f, entonces: 
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En el ejemplo anterior hemos usado la siguiente propiedad: 

Propiedad de la multiplicacion 

Si a, b y c son numeros reales, y si a = fc, entonces: 

ac = be. 

Dividir entre un numero distinto de cero es lo mismo que multiplicar 
por su recfproco o inverso multiplicativo; por tanto, si a = b y c■ £ 0, 
entonces 



es decir. 


a b 


c c 


“ EJEMPLOS 

L Resolverfy = ^. 

Solution: Multiplicamos por el recfproco de es decir, por 



5 


Comprobaciow Si y = |, entonces: 



2. Resolver | =-7. 


Solution: 


4(l).4(-7) 


a = -28. 

Comprobation: Si a = -28, entonces: 


a -28 

4 4 
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Consecuencia de la propiedad de la multiplicacion 

Para despejar una variable que esta multiplicada por un numero, lo que hace- 
mos es multiplicar ambos miembros de la igualdad por el recfproco o inverso 
multiplicativo de dicho numero. 


2x = 

9 

<- 

Queremos despejar x 

2* = 


<- 

Multiplicamos por el recfproco de 2 

x = 

9 

2 

<- 

Simplificamos. 


En el primer renglon, el 2 esta multiplicando en el lado izquierdo y en el 
ultimo renglon el 2 esta dividiendo en el lado derecho. 


En general, si un termino distinto de cero esta multiplicando en un 
lado de la ecuacion 

ab = c, 

entonces, al multiplicar por su recfproco en ambos lados de la ecua- 
don y simplificar, 

ab = c 


-GK) 


a = 


b' 


el termino “pasa” al otro lado de la ecuacion dividiendo. Por tanto: 

c 

Si ab = c y b * 0, entonces a = — 

b 

De la misma manera, si un termino esta dividiendo en un lado de la 
ecuadon, 

a 

b = C ’ 

al multiplicar por 61 ambos lados de la ecuacion, obtenemos: 

a 

— = c 


~ b {b) = c{b) 
a = cb, 

el termino “pasa” al otro lado de la ecuacion multiplicando. Por tanto: 

a , 

Si — = c entonces a = cb. 
b 


EJEMPLOS 

L Resolver 5y = -y-. 

Solucion: 



10 


y = - 


7x5 


2 
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Comprobacion: Si y = -j, entonces: 


2. Resolver 6.46 = 13.44. 

Solution: 

6.4b = 13.44 

b-** i-2.1. 

6.4 

Comprobacion: Si 6 = 2.1, entonces: 

6.46 = 6.4(2.1) = 13.44. 

3. Resolver 12z| = 96. 

Solution: 

12z = 96 o -12z =96. 

Ahora resolvemos cada ecuacion por separado, con lo cual obtenemos: 


12z = 96 

z = —= 8 
12 


o -12z = 96 


z=-*=-8. 

-12 


Comprobacion: Si z = 8, entonces: 

|12z| = |l2(8)| = |96| = 96. 

Si z =-8, entonces: 

|12z| = |12(-8)| = |-96| = 96. 


4 Resolver 9 = —. 

x 


Solution: Observa que la x se manipula de la misma manera que los 
numeros, 


9 = 30 
x 

9x = 30 

30 10 

X ~ 9 ” 3 ‘ 


Comprobacion: Si x = entonces: 
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5. Una Have puede llenar un tanque de agua en 4 minutos y otra puede lle- 
narlo en 5 minutos. <,En cuanto tiempo se llenara el tanque si se abren 
ambas Haves? 

Solution: Si la primera Have llena el tanque en 4 minutos, entonces en 1 
minuto llena \ del tanque. 

Si la segunda Have llena el tanque en 5 minutos, entonces en 1 minuto 
llena j del tanque. 

Si llamamos w al mimero de minutos que tardan ambas Haves en llenar 
el tanque, entonces en 1 minuto ambas Haves Henan £ del tanque. Observa 
que la w debe ser distinta de cero para que lo anterior tenga sentido. 

Luego, si se abren ambas Haves al mismo tiempo, Henan (j+|) del tan¬ 
que en 1 minuto, pero, por otro lado, vimos que ambas Haves Henan del 
tanque en 1 minuto. Asi que tenemos: 

1 i_i 

4 + 5 w ’ 

Efectuamos la suma del lado izquierdo: 

JL = ± 

20 w' 

Resolvemos la ecuacion: 

20 



Entonces ambas Haves Henan el tanque en minutos; es decir, aproxima- 
damente en 2.2 minutos. 

Comprobacion: Si w = “, entonces: 

I = _l-=—=i 1 
w~ 20 ” 4 + 5' 


5.2.1 Ejerddos 


En los ejercicios 1 a 29, resuelve las ecuaciones. 


t &r = 80 

13. 

|8z| + 5 = 23 

25. 

— = 20 

JC 

2. 4y = -14 

14. 

N> 

1 

LA 

II 

i—‘ 

O 

26. 

1 1 

—a + 4 —a — 3 = 
2 7 

«0 

f- 

1 

II 

K/ 

VO 

1 

15. 

9-|5y-8| = -6 

27. 

--4 =-10 

X 

4 48=-6a 

16. 

— = 3 

W 

28. 

|7x-3| + 8 = 12 

5. 2a = —27 

17. 

J--2k 

29. 

15 — | 3jc — 21 = -15 

6. 2. 5a: = 125 

18. 

fn=-l 

30. 

3+|6jt + 4|=9 

7 -9-™z 

5 

19. 

0.2y = 6 

31. 

-15-jb= 3 

8. -b = 13 

6 

20. 

0.151 = 0.54 

32. 

yZ = 11 

9. --=5 

t 

21. 

2r + 6 = 8 

33. 

f +1.7 = -18.3 

ia \y=-l 

22. 

_i s _l 

8 s _ 6 

34. 

20 -4l = —16 

11. --jjj-AC = -10 

23. 

2_ x + 1 _ 22 

10-* r 5 _ 5 

35. 

0.4z —2.7=—8.6 

12. -12 = jz 

24. 

3 „ 2 

r a = T 

36. 

jy - -21 
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37. 5z- 11= -8 

38. -f z +l = f 

39. 0.6* = 5.4 

40. “y = 0 


4L 6s-(2s-11) = 47 

45. 

(4* + l)+8-(* + 6) = 9 

o 

II 

1 

m 

CM 

1 

1 

53 

3 

46. 

(8y + 7)-4y = -9 

43. 5b-(9-7b)=9 

47. 

4(23m-l)-8-32m = -2 

44 3(9 - 5f) - 5(9 - lOf) = 7 

48. 

39 - 5*-5(7 - 46*) = -12 


49. El triple de un numero es —45. Encuentra el nilmero. 

50. Una bomba puede vaciar una cistema en 3y horas, y otra 
la vaci'a en 4 horas. £En cuanto tiempo vaciaran la cistema 
las dos bombas trabajando juntas? 

5L Cuatro por el reciproco de cierto numero es 14. Encuentra 
dicho numero. 

52. Cinco tercios de un numero, aumentado en siete tercios es 
5. Encuentra el numero. 

53. Ana tiene el triple de edad que Juan. Roberto tiene 10 
anos menos que Juan. La suma de las edades de los tres es 
70. iQue edad tiene cada uno? 

54 Un grupo de 60 alumnos esta separado en dos gmpos. El 
grupo que toma clases de artes plasticas es 4 veces el ta- 
mano del que toma clases de musica. ^Cuantos alumnos 
hay en cada grupo? 

55. Pilar tiene f de la edad de Lupe. Si la suma de sus edades 
es 30, ique edad tiene cada una? 

56. Eduardo trabajo 9 horas mas que Diego. Si entre los dos 
trabajaron 35 horas, ^cuantas horas trabajo cada uno? 

57. El mayor de dos numeros es 6 veces el menor. La resta del 
mayor menos el menor es 312.5. Encuentra los nu-meros. 

58. La suma de un numero mas un septimo de 61 es 19. 
Encuentra dicho numero. 

59. La suma de —29 y 4 veces un numero es —135. Encuentra 
dicho nilmero. 

60. Un sexto de un numero menos —7.2 es —4.9. Encuentra 
dicho nilmero. 

6L Dos quintos de un numero menos 8 es 22. Encuentra di¬ 
cho numero. 


62. Tres obreros laboran 8 horas cada jomada. El primero es 
capaz de realizar un trabajo en 90 horas; es decir, en 11 j 
jomadas.El segundo puede realizar el mismo trabajo en 15 
jornadas y el tercero lo logra en solo 9 jomadas. ^Cuantas 
horas de trabajo requeriran para realizar el trabajo si lo 
hacen los tres juntos? 

63. Elvira tiene dos anos mas que Andres. La suma de sus 
edades es 20. ^Qu6 edad tiene cada uno? 

64 Tamara ley6 21 revistas en 3 dfas. Cada dfa ley6 4 revistas 
mas que el dia anterior. ^Cuantas revistas ley6 cada uno 
de los 3 dfas? 

65. j- de un nilmero menos -y de ese mismo nilmero es igual a 
7. Encuentra el numero. 

66. Amelia puede transcribir a la computadora un trabajo de 
200 paginas en 5 dfas, y Cristina puede hacerlo en 4 dfas. 
<,En cuanto tiempo podran Amelia y Cristina si lo hacen 
juntas? 

67. Divide $4,725 en tres partes, de tal manera que la segunda 
sea $150 mas que la primera y la tercera $525 menos que 
la segunda. <,Cuales son las tres cantidades resultantes? 

68. Si por 2 kilos de papa y 3 kilos de jitomate se pagaron 
$21.50, y el kilo de papa cuesta $3.40, ^cuinto cuesta el 
kilo de jitomate? 

69. Agustfn puede pintar una barda de 18 X 3 m 2 en 4 dfas y 
Benito puede hacerlo en 2 dfas. ^Cuanto tiempo tardaran 
en pintar la barda los dos juntos? 

70. Dos Haves pueden llenar un tanque en 6 y 12 horas res- 
pecti vamente, y una bomba puede vaciarlo en 9 horas. ^En 
cuanto tiempo se llenara si ambas llaves estan abiertas al 
mismo tiempo y la bomba esta funcionando? 



5.3 Ecuaciones de una sola variable en ambos miembros 

Un tanque contiene 560 litres de agua y se esta llenando a razon de 45 litres por 
minuto con agua de otro tanque que contiene 1,100 litres. ^En cuanto tiempo 
tendran la misma cantidad de agua ambos tanques? 

Solution: En * minutos el primer tanque tiene 560 + 45* litres, mientras 
que el segundo tanque tiene 1100 - 45*;debemos igualar ambas expresio- 
nes y encontrar la x que haga cierta dicha igualdad: 


Ftgura 5.1 


560 + 45* = 1100 - 45*. 
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Pasamos los terminos que contienen x a un miembro de la ecuacion y los 
otros al otro miembro: 

560 + 45* = 1100 - 45* 

560 + 45* +45* = 1100 

90* = 1100 - 560 

90* = 540 

540 
x = —— 

90 

x = 6, 

por tanto, en 6 minutos los tanques tienen la misma cantidad de agua. 

Comprobacion: 

Lado izquierdo: 560 + 45 jc = 560 + 45(6) = 830; 
lado derecho: 1100 - 45x = 1100 - 45 (6) = 830. 


+- Pasamos los terminos con x 
al primer miembro 
+- Pasamos los otros terminos 
al segundo miembro 

<— Pasamos dividiendo al 90 


" EJEMPL0S 

L Resolver y +8 = -7- 2y. 

Solucidn: 


y+8 = -7- 2y 
2y+y+8 = -7 
3y = -7 - 8 
3y = -15 
-15 

ym — 
y=- 5. 


Comprobacioiu Si y = -5,entonces: 


Lado izquierdo: y + 8 = -5 + 8 = 3; 

lado derecho: - 7- 2y = -7 - 2(-5) = -7+ 10 = 3. 


2. Resolver 


5-z 

2 


= 6 z. 



5-z = 2(6z) 


5 = 12 z + z 
5 = 13 z 
5 


Solucidn: 
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Comprobacion: Si z = ■&, entonces: 


Lado izquierdo: 


lado derecho: 6 z 


. 5-z 5-ir_nr_60 


vl3y 13 


26 


30 

13’ 


3. Resolver-5(3*-2) + 8*-l =2(8-5*). 

Solution: 


-5 (3*-2)+ 8*- 1 = 2(8-5*) 
-15* + 10 + 8*-l = 16-10* 
-15*+8* +10* = 16-10 + 1 
3 * = 7 
7 


Comprobacion: Si * = |, entonces: 

Lado izquierdo: -5(3*-2)+ 8* -1 = -5^3^-j j-2 j + 8^j-1 

-75 + 56-3 22. 

3 3 ’ 

lado derecho: 2 (8-5*)=2^8-5[|jj=2[8-yj=2^^^] = -y 

w 

4. Resolver—+ 8 = -w. 

4 

Solution: 



—+w = -8 

4 


w + 4w 
__ = _8 

5 W = (-8)4 

-32 
w =-. 


Comprobacion: Si w = - f-, entonces: 

i , . . , w 0 -¥ 0 8 „ -8 + 40 32 

Lado izquierdo: —+8 = —L+8 = —+8 =-= —; 

4 4 5 5 5 

lado derecho: -w = - 

5. i,A que hora es la primera vez, despues de las 12:00 hrs, en la que estan el 
horario y el minutero de un reloj en el mismo lugar? 
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Solution: A las 12:00 hrs ambas manecillas coinciden en el 12. Para que 
vuelvan a coincidir, el minutero debe dar una vuelta completa y alcanzar 
al horario. Esto sucedera un poco despues de la una. 

Cuando el minutero da una vuelta completa, el horario unicamente ha 
dado j 2 de vuelta, asi el tiempo t h que tarda el horario en recorrer un arco x 
es 12 veces el tiempo / que tarda el minutero en recorrer ese mismo arco; 
osea, 


^ = 12 /- 

Llamemos x al arco que hay entre el 12 y el punto en que vuelven a coin- 
cidir las manecillas por primera vez desde las 12:00 hrs. El tiempo t h que 
tardo el horario en recorrer ese arco x es igual a una hora mas el tiempo t 
empleado por el minutero en recorrer el arco x. Por lo que si medimos el 
tiempo en minutos, obtenemos 


t h =60 + /. 


De donde: 


12 / = 60 + / 
lit = 60 



asi que el minutero empleo una hora mas “ minutos para llegar al punto 
de encuentro, es decir, coincidieron a las 13:05:27, aproximadamente. 

Comprobacidiu Si / = “, entonces: 


Lado izquierdo: 12/ = 12= ( 77 ) 60 ; 
ladoderecho: 60 + / = 60 + 77 = (l + 77)60 = ( 77 ) 60 . 


5.3.1 Ejerddos 


En, 

los ejercicios 1 a 47, resuelve las 

ecuaciones. 





L 

13b -22= 2b 

10. 

jd+7=4-jd 

19. 

7 c-t 

i = 2 + 3(5c + 2) 

2. 

-5a - 24 = 3a 

1L 


20 . 

5(3y 

-l) + 2 =-3y + 6 

3. 

U- 

1 

II 

12. 

^(6 -•*')= i(4-2w) 

2L 

|(26 

-2)-l = f(86-5) 

4 

12-6x = 8x-5 

13. 

36-11 = ^6 + 9 

22. 

-¥• 

+ 8 = y(6a - 20) 

5. 

3c = 64 - 5c 

14 

0.86 = 2.246 + 74.88 

23. 


-l) = i(5x+3) 

6. 

5/ — 1 = 1—5/ 

15. 

<R 

1 

» 

II 

l 

H 

24 

6 d = 

■P. 

Ci- 

1 

N> 

+ 

8 

7, 

s-125= 0.15s-6.35 

16. 

8 C + 4 - 2 C 

25. 

3 At- 

■15= 7.9/+3.4 

8. 

6a + 17= 2a-3 

17. 

10 T 10 _ 10 * 10 

26. 

025»v + -f = 9.8-yiv 

9. 

0.3z + 1.15 = 2.4 Z -4.1 

18. 

I(5y-6) = -y-9 

27. 

3 4 

4 3 

m = 1.2m + 1.25 
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2x-8 3* -5 

28. -+ 5 = 6- 

3 4 

38. 

29. 2(a +15)+3a= 180 + 2 

39. 

30. 18-1.7z=3(^z-14) 

40. 

,, *-4 * -12 * 

4 6 3 

41. 

, 5*-6 7 9* -4 

12 3 2 

42. 

33. |(l2y-3)-2(y-|)=|(6y-8) 

43. 

34 |b+2=6-4& 

44. 

35. (10-8c)+4(5c-4)=-f(i-10c) 

45. 

, 2/+ 9 3f-6 7/-3 

— 

5 4 10 

46. 

6*+ 7 3*-6 10*-8 

37. --- 

47. 


5 15 30 


5(a - 4) - 3(a - 5) = 6(5 - a) 

4(1.83 y - 5.6) - 7.4 = 73.61 - 4.17y 
2(»v-2)-4 = 8(h--3) + 15 

6(c + 0.5) + 7(2c -1) = 32 - 4(3c - 7) 

7(3-5z)-2(l-3z)=8z-l 

6(4* + 9) -15* = 4(5* - 2) + 3(6 - 9*) 
13-5(yf+8) = 26-(l7-7.8f) 

21-6(12 - f m) = 3(l5.75m +10) - 2 
9(21 - \r )- (8 - 425r) = f- 8.45 r 

23.6 x + 5.6 - 5* = 8(6.3* - 25) - (4.9 - 9.2*) 


48. Cinco veces un numero mas 21 es igual a tres veces ese 
mimero menos 11. Encuentra el nlimero. 

49. El largo de un rectangulo es 3 veces su ancho. El perime- 
tro tiene 68 cm mas que el largo. Encuentra las dimensio- 
nes del rectangulo. 

50. Encuentra un numero tal que si le sumas 18 es igual al 
triple de el mismo. 

5L Alicia leyo f de las paginas de un libro. Le faltan por leer 
25 paginas. ^Cuantas paginas tiene el libro? 

52. Para el examen de historia, Pancho estudio 2 horas mas 
que Luis. Juntos estudiaron una hora menos que 4 veces 
las horas que estudio Luis. ^Cuantas horas estudid cada 
uno? 

53. La edad actual de Ricardo es el doble que la de su hijo. 
Hace 15 afios la edad de Ricardo era el triple de la edad 
de su hijo. Encuentra la edad de Ricardo y la de su hijo. 

54 Cinco veces un numero debe ser igual a 48 mas el numero. 
Encuentra el numero. 

55. Un grupo de 14 amigos decidieron ir a un concierto. Dos 
de ellos no podian pagar el costo del boleto, asi que los 
otros 12 pagaron cada uno su boleto y $4 mas. <Cuanto 
costaba cada boleto? 

56. Seis veces la edad de Lucrecia mas 9 anos es igual a 7 ve¬ 
ces la edad de Ramon menos 3 anos. Si Ramon y Lucrecia 
son gemelos, ^que edad tienen? 


57. Dos mimeros suman Si restamos j al mayor y su- 
mamos j- al menor, obtenemos dos cantidades iguales. 
iCuales son dichos numeros? 

58. En el momento de escribir este problema, mi edad mas el 
triple de la edad que tenia hace 14 anos es igual al triple 
de mi edad menos 3. ^Sabes cuantos anos tengo? 

59. ^Que numero se debe agregar a 8 y a 11 para que la prime- 
ra suma sea -f de la segunda? 

60. Diofanto de Alejandn'a, mate mat ico griego que vivid a fi¬ 
nales del siglo III de nuestra era, es considerado el padre 
del algebra. Diofanto fue el primero en utilizar un simbo- 
lo literal para representar una incognita en una ecuacidn. 
Sus trabajos sobre la resolucion de ecuaciones fueron 
especialmente importantes. En la lapida de la tumba de 
Diofanto aparece la siguiente inscripcion: “jCaminante! 
Aqui fueron sepultados los restos de Diofanto. Y los nu¬ 
meros pueden mostrar, ;oh, milagro!, cuan larga fue su 
vida, cuya sexta parte constituyd su hermosa infancia. 
Habia transcurrido ademas una duodecima parte de su 
vida, cuando de vello cubridse su barbilla. Y la septima 
parte de su existencia transcurrio en un matrimonio este- 
ril. Paso un quinquenio mas y le hizo dichoso el nacimien- 
to de su precioso primogenito, que entregd su cuerpo, su 
hermosa existencia, a la tierra, que duro tan solo la mitad 
de la de su padre. Y con profunda pena descendio a la se- 
pultura habiendo sobrevivido 4 anos al deceso de su hijo.” 
iCuintos anos vivid Diofanto? 


5.4 Interpretacion geometrica de la resolucion 

DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
5.4.1 El piano cartesiano 

En un piano podemos trazar dos rectas numericas perpendiculares que se cor- 
ten en el cero de ambas rectas. Estas rectas se llaman jes de coordenadas. y el 
punto donde se cortan se llama origen y suele denotarse por O. 
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Rene Descartes (1596-1650). 

Filosofo y matematico trances 
que nacio en La Haye, Francia, 
y fallecio en Estocolmo, Suecia; 
utilizabasu nombre latinizado 
(Cartesius). Esta es la causa de 
que su doctrina filosdfica y que 
el piano coordenado se llamen 
"cartes ianos". 



Figura 5.2 


El eje que se traza horizontalmente se llama eje X y el eje perpendicular 
se llama eje Y (vease la figura 5.2). En el eje X. los numeros positivos estan 
colocados del lado derecho del origen y los negativos del lado izquierdo. En 
el eje V los numeros positivos estan colocados hacia arriba del origen y los 
negativos hacia abajo. 

Estos ejes nos permiten localizar puntos en el piano mediante un par de 
numeros que llamamos las coordenadas del punto. 


■ EJEMPLOS 

1. Dar las coordenadas del punto P de la figura 5.3. 



Solution: A partir de P trazamos un segmento de recta perpendicular al 
eje X hasta que lo corte. Observamos el numero en el cual lo corta, en este 
caso, 3. A continuation trazamos una recta perpendicular al eje Y hasta 
que lo corte y nuevamente observamos en el numero donde lo corta, que 
es 4. Estos dos numeros son las coordenadas del punto P y las escribimos 
(3,4). Siempre escribimos primero la coordenada X y de spues la coorde¬ 
nada Y. 

Z Localizar en el piano de la figura (5.4) al punto Q cuyas coordenadas son 
(-2,5). 


Solution: Localizamos el punto -2 del eje X y a partir de ahf trazamos 
una recta perpendicular a este eje. Ahora, a partir del 5 del eje Y, traza¬ 
mos una recta perpendicular a este eje. El punto donde se cortan las dos 
rectas trazadas es el punto Q que buscamos. 
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5.4.2 Rectas y ecuadones lineales de dos variables 

Analicemos la ecuacion 5* - 3y = 2. 

Algunas de sus soluciones son x = 1 ,y = l;x = 4 ,y = 6;x = -2,y = —4; 
x = —5,y = -9, ya que: 

5(1)—3(1) = 2 
5 (4)-3(6) = 2 
5(-2)-3(-4) = 2 
5( _ 5)— 3(—9) = 2. 

Estas parejas ( x , y) de soluciones determinan las siguientes parejas ordenadas: 
(1.1). (4,6), (-2, -4), (-5, -9). 

Localizamos los puntos correspondientes a esas parejas y observamos que 
estan alineados (ver la figura 5.5). 



Por otro lado, observemos que cualquier otro punto de la recta tambien 
satisface a la ecuacion; por ejemplo, el punto (-3,--y) de la recta satisface la 
ecuacion: 


5(—3) — 



= -15 + 17 = 2. 


Vemos entonces que una ecuacion de primer grado en dos variables tiene 
una infinidad de soluciones; de hecho, por cada valor que demos a una de las 
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variables, podemos encontrar un valor de la otra,de manera que esta pareja de 
valores satisfaga la ecuacion. 

Por ejemplo, si hacemos x = 2 en la ecuacion original, obtenemos: 

10-3y = 2. 

Resolviendo esta ecuacion para y obtenemos y = f, por lo que la pareja 
(2,f) satisface la ecuacion original, 

5(2)-3^|j=10-8 = 2. 

En general, tenemos que una ecuacion de primer grado en dos variables 
representa una recta en el piano, es decir, un punto (x y y) del piano esta en di- 
cha recta si los valores de x y y satisfacen dicha ecuacion y viceversa. Por este 
motivo, dicha ecuacion de primer grado tambien se llama ecuacidn lineal en 
dos variables. 


Dos puntos distintos entre sf 
determinan una recta. 


" EJEMPLOS 

1. Dibujar la recta representada por la ecuacion 6x-5y = 4. 

Sohicion: Tenemos que encontrar dos puntos del piano que satisfagan 
la ecuacidn. Para ello, damos cualquier valor a una de las variables y re- 
solvemos la ecuacidn para la otra, del modo que vimos en las secciones 
anteriores. 


Si jc = 0: 

6(0)-5y = 4 
-5y = 4 

4 

obtenemos el punto (0,- j). 

Si x = 5: 

6(5)-5y = 4 
30 - 5y = 4 
26 

y= T’ 

obtenemos el punto (5, “). 

Marcamos estos dos puntos en el piano cartesiano y trazamos la recta 
que los une. 
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2. Dibujar la recta representada por la ecuacion x + 2y = 4. 

Solution: Despejamos y en la ecuacion, es decir, 

1 

y = --x+ 2. 

2 

Ahora hacemos una tabla donde damos algunos valores a x y calculamos 
los correspondien tes para y : 


X 

y = -jX+2 

0 

- t ( 0)+2 = 2 

-1 

-i(-l )+2 = | 


Marcamos estos dos puntos en el piano cartesiano y trazamos la recta que 
los une. 



Cuando resolvemos una ecuacion de la forma ax + b = 0, su solution es: 


b 

x =—, 
a 


es decir, si consideramos la pareja. 



esta pareja ordenada corresponde ala intersection de la rectay = ax + b 
con el eje X. 


" EJEMPLOS 

L Encontrar la intersection de la recta y = 3x+ 1 con el eje X. 

Solution: El punto de intersection de la recta con el eje X dene por se- 
gunda coordenada 0. Por tanto, tenemos que resolver 3x +1 = 0, de donde: 


1 
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Asf, la recta y = 3x + l corta al eje X en el punto (-},0), como se muestra 
en la figura 5.8. 


Y. 

/ 

2 

1 

/ 

- 2 i 

2 X 

A 



Figura 5.8 


2. Encontrar la intersection de la recta Sx + 2y = 3 con el eje X. 

Solution: Primero despejamos y: 

8 jc + 2y = 3 
2y = 3-8x 
3-8* 


Ahora sustituimos y por 0: 


y despejamos x: 


3-8x 

2 


= 0 


3-8jc 


2 


3 - 8 x = 0 


-8x = -3 


x 


3 

8 ' 


La recta 8x+2y = 3 corta el eje X en el punto (|,0), como se muestra en 
la figura 5.9. 


Y f 
4 


- 2-1 

-2 

-4 


1 X 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 


Figura 5.9 
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5.4.3 Ecuacion (pendiente-ordenada al origen) de la recta 

Un tanque de agua tiene 5 litros y se abre una Have para llenarlo. Cada minuto 
caen 3 litros de agua. Haz una tabla que muestre la cantidad de agua que tiene 
el tanque en cada minuto y dibuja la recta que representa esta situation. 

Solution: 


x = tiempo 

y = volumen 

0 

5 

1 

8 

2 

11 

3 

14 



Figura 5.10 


Dado el tiempo .r.para obtener el volumen y correspondiente, multiplicamos 
x por 3 (litros que caen cada minuto) y sumamos 5 (contenido inicial del tanque). 

y = 3x + 5 

Una de las formas mas utiles de la ecuacion de la recta es cuando se escri¬ 
be despejando la variable y, 

y-mx + b. 

De esta manera queda explfcito que la variable y depende de la variable x. 

Cuando x = 0,el valor de y es b. Cuando x aumenta en una unidad, y au- 
menta en m unidades, es decir, m nos dice la velocidad con la que aumenta y. 
El numero m se llama la pendiente de la recta. 

Observa que la recta corta al eje Y a la altura b, por lo que b se llama orde- 
nada al origen. Esta forma de la ecuacion de la recta se llama pendiente-ordenada 
al origen. 



Figura 5.11 
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" EJEMPLOS 

h Dibujarla recta y = 5x-7 .^Cuanto vale y cuando* vale 0? ^Cuanto vale y 
cuando x vale 3 y 4? ^Cuanto credo la variable y cuando x paso de 3 a 4? 

Solucion: Evaluamos 



Observa que el valor de y cuando x = 0 es el termino independiente de la 
ecuacion y que cuando x pasa de 3 a 4, y crece 5, que es el coeficiente de x. 
Para dibujar la recta, marcamos dos puntos conoddos; por ejemplo (0,-7) 
y (4,13) y trazamos la recta que pasa por esos puntos. 


F- 

15 

10 


I 

/ 






♦ 



5 X 


Figura 5.12 


2 . 


Dibujar la recta y = x+ 1. ^Qu6 le sucede a la variable y cuando x pasa 

de 6 a 7?, <,y cuando x pasa de 10 a 11? 


Solucion: Evaluamos en 0,6,7,10 y 11. 



Observa que cuando x pasa de 6 a 7,y decrece y. De igual manera, cuando 
x pasa de 10 a 11, y decrece 4- 
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Figura 5.13 


Observa que cuando la pendiente m es positiva, la recta esta inclinada 
hacia la derecha y la variable y crece cuando x crece. Mientras mas grande 
sea m, mas inclinada estara la recta respecto al semieje OX. 


Y‘ 

m=2: 10 

8 
6 
4 

y 

/ 

1 

/ 

/ 

/ 

- 4 / 2 . 

2 4 X 

-4 


/ -6 



Figura 5.14 


m = 10 : 


Y ^ 


40 

I 

20 



X 

-20 


-40 



Cuando m es negativa, la recta esta inclinada hacia la izquierda y la va¬ 
riable y decrece cuando x crece. Mientras “mas negativa” sea m, menos 
inclinada estara la recta respecto al semieje OX. 



5.4.4 Ejerricios 


En cada caso, dibuja la recta representada por la ecuacion da da. 


L x + y = 0 

2. 2x -y-1 

3. y = 


4 3x + 2y = -9 

5. -2jc + Sy = 3 

6. jr-4y = ll 


7. x + y- 7 = 0 

8. —9jr + 6y = -18 

9. 8* + 4y = -16 
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10. 3x - 5y - 8 = 0 

13. 5x - y = -2 

16. 2y-3x - 1 = 0 

1L -fy + fx=-i 

14. x + 3y - 9 = 0 

17. jx + y + 2 = 0 

12. fy+fx-12 = 0 

15. 2x-\y + l = Q 

18. 6y - 4x - 3 = 0 

Encuentra la intersection de cada recta con el eje X. 


19. x-y-5=0 

26. 5x +7y+14 = 0 

33. -3x+ 5y+ 15 = 0 

20. x + y-ll = 0 

27. 2x - 20y = 5 

34 5x + 8y = 6 

2L x-2y+3 = 0 

28. 5x + 6y - 12 = 0 

35. 4x + 7y-28= 0 

22. x +5y+5 = 0 

29. 12x-3y + 8= 0 

36. -llx + 6y-3 = 0 

23. fx-y + -* = 0 

30. 2x + 5y-10 = 0 

+ 

L/i 

1 

>—» 

ts> 

II 

O 

24 3x + y - 2 = 0 

31. 7x - 3y + 6 = 0 

* 

U) 

1 

'xS 

+ 

oo 

II 

o 

25. 4x - 3y - 1 = 0 

32. 2x + y-7 = 0 

39. ix+fy-^ = 0 

5.5 Resolucion de problemas 


Para resolver un problema podemos seguir el siguiente esquema de razona- 
miento: 

Paso 1 Leer el problema e identificar la incognita que debemos encontrar. 

Paso 2 Encontrar las relaciones entre esta incognita y los otros datos del pro¬ 
blema. 

Paso 3 Plantear ecuaciones que representen las relaciones anteriores. 

Paso 4 Resolver las ecuaciones para encontrar el valor de la incognita. 

Paso 5 Comprobar los resultados. Ver si la respuesta es razonable. 

" EJEMPLOS 

L Ricardo y su papa pesan 85 kg en total. El papa pesa 5 kg mas que el triple 
del peso de Ricardo. ^Cuanto pesa Ricardo? 

Solution: 

Paso 1 Leer el problema e identificar la incognita que debemos encon¬ 
trar. 

El dato buscado es el peso de Ricardo. 

Llamemos r al peso de Ricardo. 

Paso 2 Encontrar las relaciones entre esta incognita y los otros datos del 
problema. 

a) El peso del papa es 5 kg mas 3 veces el peso de Ricardo. 

b) La suma de los dos pesos es 85 kg. 

Paso 3 Plantear ecuaciones que representen las relaciones anteriores. 
De (a) obtenemos: el peso del papa es 5 + 3r. 

De (b) y de la anterior: la suma de los pesos es r + (5 + 3r) = 85. 
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Paso 4 Resolver la ecuaci6n para encontrar el valor de la incognita. 

r + (5+3r) = 85 


4r + 5 = 85 
4r = 85 - 5 



4 

Paso 5 Comprobar los resultados. Ver si la respuesta es razonable. 
Si Ricardo pesa 20 kg, su papa pesa 


5+ (3(20)) = 65 kg 


y entre am bos pesan, 

20 + 65 = 85 kg. 

2. La base de un rectangulo es 2^ de la altura. El perfmetro es 50 cm. ^Cudl 
es la altura del rectangulo? 

Solution: 

Paso 1 Debemos encontrar la altura del rectangulo. 

Llamemos a a la altura del rectangulo. 

Paso 2 La base del rectangulo es 2\ de la altura. 

El perfmetro del rectdngulo es 2 veces la suma de la base y la altura. 
Paso 3 Labasees2^a. 

El perfmetro es: 


2(a + 2ya) = 50. 


Paso 4 


2(a + 2ya) = 50 



La altura del rectangulo es de 7.5 cm. 


Paso 5 Si la altura mide 7.5 cm, la base mide 2^(75) = 17.5 cm. 
Entonces el perfmetro mide: 


2(7.5+ 17.5) = 50 cm. 


asf que esta bien resuelto el problema. 
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A veces nos encontramos con situaciones “extranas” al tratar de resolver 
ecuaciones; veamos los siguientes ejemplos: 

" EJEMPLOS 

L Miguel tiene $75 en el banco y ahorra $5 a la semana; Carmen tiene $96 
y ahorra $5 a la semana. ^Cu6ndo tendran la misma cantidad de dinero 
ahorrada? 

Solution: Si s representa el mimero de semanas transcurridas, entonces 
en s semanas Miguel tendr£: 


75+5s 


y Carmen tendra 

96+5s. 

Si igualamos estas cantidades, obtenemos: 

75 + 5s = 96 +5s 

y al pasar los terminos que tienen s de un lado de la ecuacion obtenemos: 


75 = %, 


lo cual es falso. Esto significa que el problema no tiene solution, es decir, 
Miguel y Carmen nunca tendran la misma cantidad de dinero. 

2. El padre tiene 51 anos y el hijo tiene 9 anos. ^A1 cabo de cuantos anos la 
edad del padre sera 8 veces la edad del hijo? 

Solution; Si x representa el mimero de anos que deben transcurrir. 

Al cabo de x anos el padre tendra: x + 51. 

Al cabo de x anos el hijo tendra :x + 9. 

Entonces tenemos la siguiente ecuacion: 

(x + 51) = 8(x + 9). 


Resolviendo la ecuacion: 


(x + 51) = 8(x + 9) 
51-72 = 8*-* 
21 

-y =x 

-3 = *. 


Esto significa que hace 3 anos el padre tem'a 8 veces la edad del hijo; es 
decir, la igualdad se cumplio cuando el padre tem'a 48 anos y el hijo 6. 

Comprobacion: Hace 3 anos el padre tem'a 48 anos y el hijo 6 anos; es 
decir, 


6 x8 = 48. 

Al leer el enunciado del problema esperamos que la solucion sea un nume- 
ro positivo, lo cual significarfa que la situation planteada se cumplirfa en el 
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futuro;sin embargo, esto no sucede y el resultado es negativo. Interpretamos 
el signo negativo como algo que sucedio en el pasado. 

3. Resolver8y -9+ 4(3y+1) = 3(1 + 6 y) + 2y. 

Solution: 


8y-9+4(3y + l) = 3(l + 6y) + 2y 
8y-9 + 12y + 4 = 3 + 18y + 2y 
20y-5 = 3 + 20y 
-5 = 3, 

lo cual es falso. Por tanto,esta ecuacion no tiene solution. 
4. Resolvery(4z + 3)-5 =2(z-l)-^. 

Solution: 


|(4z + 3)-5 = 2(z-l)-| 

3 3 

2z+|-5 = 2z-2-4 
2 2 


Observa que tenemos la misma expresion de ambos lados de la igualdad, 
por lo que la igualdad se satisface para cualquier valor de z. 

Una ecuacion que es cierta para cualquier valor de la variable se llama 
ideniidad. La ecuacion initial del ejemplo anterior es una identidad. 


5.5.1 Ejercicios 


Determina si cada una de las siguientes ecuaciones es una identidad, no tiene solution, o bien, tiene solution sin ser 


una identidad. 

L 5(y + 6) - 10 = 5(y + 4) 

1 4(2y + 8) = 5(3y - 2 ) 

3. 8-7(4-^)= 10m'-(3h'-5) 

4 2(3f-5) = 6(r + 2)-2 

5. 6x(5 - x) + 9 = 2x (10 - 3x) -11 

6. 5(2z-3)-z=3(3z-l)+15 


11. 3(5z-3)+z = 4(4z-2)-l 

12. 3(3x-11) + 7 = 2(3jc-19)-jc 

13. 8r(r — l)—6(r 2 —1)= 2r(/-4) 

14 z + 9-4z(2z-2) = 9(z + l)-8z 2 

15. 5y(l-y)+2(y 2 -3) = 3(2-y 2 ) + y 

16. 10r 2 -6r=5x(2x-3)+9x 


7. 19-5(l-f)=9/ + 2(7-2r) 

8 . 18r + 4x(2x - 4) = 2(4jc 2 - x) + 20r 

9. 9(2-y)-6 = 9- 12 ( 7 - 3 ) 

10. 8(4h'-1)-6w= 7-9(1-2w) 


17. 


18. 


19. 


20 . 


1 _3_2_ 

z-l + z-l“z-l 

7 _ x _ 3_ 

x + 2 x + 2 x+2 


_2_ 3_ 2(4w-17) 

w-3 5 5(»v - 3) 
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En los ejercicios 21 a 26, despeja h de cada una de las formulas geometricas. 


2L Area de un triangulo: A = jbh. 

22. Area de un trapecio: A = j(b, + bj). 

23. Area total del cilindro: A = 2 jcr{r + h). 


los anos que tenia el ano pasado, se obtiene el triple 
de los anos que tengo, menos 3”. <,Que edad tiene el abue- 
lo de Antonio? 


24 Area total de una piramide con base cuadrada: 
A=b 2 +2b/i. 

25. Volumen de un cilindro: V = nr 2 h. 

26. Volumen de un cono: V = jitr 2 h. 

27. La edad de Nicolas es j de la edad de Juan. Si la suma de 
las edades de ambos es 32, ^que edad tiene cada uno? 

28. En un triangulo isosceles, cada uno de los lados 
iguales mide 6 cm mas que la base. El perimetro del trian¬ 
gulo mide 48 cm. Encuentra la longitud de cada lado del 
triangulo. 

29. Antonio le pregunta a su abuelo su edad. El abuelo le 
contesta: “si a los anos que tengo se suma el triple de 


30 El largo de un rectangulo es 5 veces su ancho. Si el perime¬ 
tro mide 90 metros, ^cuanto mide cada lado? 

31. El area de un triangulo isosceles es 48 km 2 - Si su altura 
mide 8 km, i,cu&nto mide la base?£Cuanto mide el peri¬ 
metro del triangulo? 

32. El area de un trapecio es de 88 cm 2 . Una de sus 
bases mide 7 metros y tiene una altura de 8 me¬ 
tros. Encuentra la longitud de la otra base (ver el 
ejercicio 22). 

33. El 4rea de un triangulo es de 87.5 cm 2 - Tiene una altura de 
10 cm. Encuentra la longitud de la base. 

34 El area de un trapecio es de 161 cm 2 - Sus bases miden 19 y 
9 cm. Encuentra la altura. 


El perimetro de un triangulo es 
la suma de las longitudes de sus 
lados. 


5.6 Problemas con numeros enteros 

Los lados de un triangulo miden tres enteros consecutivos. Si su perimetro 
mide 24 metros,£cu£nto mide cada lado? 



Solution: Llamemos n a la longitud del mas pequeno de los lados;enton- 
ces, los otros dos lados miden n + 1 y n + 2. 

Como el perimetro es la suma de los tres lados, tenemos 

n + (n +1) + (n + 2) = 24. 


Resolvemos la ecuacion, 

n + (n + l)+(n +2) = 24 
3n + 3 = 24 
3n = 24-3 



El lado menor mide 7 metros, y los otros dos miden 8 y 9 metros, respec- 
tivamente. 

Comprohacioiv Si los lados del triangulo miden 7,8 y 9 metros, entonces 
el perimetro mide 


7 + 8 + 9 = 24 metros. 
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" EJEMPLOS 

L Encontrar dos numeros impares consecutivos cuya suma sea -40. 

Solution: Los numeros pares son de la forma 2n, y los numeros impares 
son de la forma 2 n + 1 , donde n es cualquier entero. 

Si llamamos 2n +1 al primero de los enteros buscados, el otro es 
(2 n +1) + 2 = 2 n + 3. 

Queremos que la suma de ellos sea -40. 

(2n + l)+(2n +3) = -40. 


Resolvemos la ecuacion 

(2n + l) + (2n + 3) 

4n + 4 
4 n 

n 

asf que los numeros buscados son 2(—11) +1 = -21 y 2(—11) + 3 = -19. 

Comprobacioiv 

-21 y -19 son numeros enteros impares consecutivos y 


= -40 
= -40 
= -40-4 
-44 


= -11 


-21-19 = -40. 

2. Encontrar dos numeros pares consecutivos cuya suma sea 16. 

Solution: Si 2n es uno de los enteros pares buscados, el otro es 2n + 2. 
Queremos que la suma de ellos sea 16, asf que planteamos la ecuacion: 

2n + (2n + 2 ) = 16. 


Resolvemos la ecuacion 


2 n + ( 2 n + 2 ) = 16 
4n + 2 = 16 
4 n = 14 
14 7 

n =~r = ^- 

4 2 

Como n =7 no es entero, el problema no tiene solution; es decir, no hay 
dos numeros enteros pares consecutivos cuya suma sea 16. 


5.6.1 Ejerricios 


L La suma de dos mimeros enteros consecutivos es 13. 
Encuentra los numeros. 

2. La suma de dos numeros enteros consecutivos es -17. 
Encuentra los numeros. 

3. La suma de dos numeros enteros pares consecutivos es 34. 
Encuentra los numeros. 


4 La suma de dos numeros enteros impares consecutivos es 
16. Encuentra los numeros. 

5. Encuentra tres numeros enteros consecutivos cuya suma 
sea —45. 

6. Encuentra dos mimeros enteros consecutivos cuya suma 
sea 307. 
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7. La suma de tres niimeros enteros consecutivos es 101. 
Encuentra los niimeros. 

8. La suma de tres niimeros enteros consecutivos es 75. 
Encuentra los numeros. 

9. La suma de dos numeros enteros pares consecutivos es 26. 
Encuentra los niimeros. 

10. La suma de dos niimeros enteros consecutivos es -15. 
^Cuales son dichos enteros? 

11. La suma de tres niimeros enteros consecutivos es —102. 
^Cuales son dichos niimeros? 

12. Si —3 es el menor de cinco niimeros enteros consecutivos, 
£cuales son los otros cuatro niimeros? 

13. La suma de cuatro numeros enteros consecutivos es 206. 
Encuentra los niimeros. 

14. La suma de dos niimeros enteros pares consecutivos es 
254. Encuentra dichos numeros. 

15. La suma de cuatro niimeros enteros consecutivos es —10. 
Encuentra dichos niimeros. 

11). La suma de tres niimeros enteros impares consecutivos es 
111. Encuentra dichos numeros. 

17. La suma de tres niimeros enteros pares consecutivos es 
—90. Encuentra dichos numeros. 

18. El mayor de dos niimeros enteros pares consecutivos es 
2 veces el menor de ellos menos 4. Encuentra dichos nii¬ 
meros. 

19. El menor de dos niimeros enteros pares consecutivos 
es la mitad del mayor de ellos mis 9. Encuentra los nii¬ 
meros. 

20. El mayor de dos numeros enteros impares consecutivos es 
igual a 14 menos un tercio del menor de ellos. Encuentra 
dichos niimeros. 

21. Tres hermanos nacieron a intervalos de 2 anos. Si la suma 
de sus edades es 54, ^que edad tiene cada uno? 


22. La suma de tres numeros enteros pares consecutivos es 
-98 mas el mayor de ellos. Encuentra dichos numeros. 

23. La suma de cuatro niimeros enteros consecutivos es el 
menor mis 219. Encuentra dichos numeros. 

24 Encuentra tres niimeros enteros pares consecutivos tales 
que el tercero sea igual al cuidruple del segundo menos 10. 

25. El mayor de tres niimeros enteros impares consecutivos 
menos 2 veces el menor es igual a 13 menos 2 veces el de 
en medio. Encuentra los niimeros. 

26. Un medio de la suma de dos niimeros enteros miiltiplos 
de 10 consecutivos es 35. Encuentra estos miiltiplos. 

27. Un tercio de la suma de tres numeros enteros miiltiplos de 
5 consecutivos es 90. Encuentra estos numeros. 

28. Un tercio de la suma de tres niimeros enteros miiltiplos de 
3 consecutivos es —6 Encuentra estos numeros. 

29. Encuentra tres numeros enteros impares consecutivos ta¬ 
les que el triple de la suma del primero mas el tercero, 
menos el segundo sea igual al tercero menos 13. 

30. Encuentra tres niimeros enteros pares consecutivos tales 
que el primero menos el segundo sea igual al tercero. 

31. Encuentra dos numeros enteros consecutivos tales que f 
del mayor sea igual al menor menos 3. 

32. El perimetro de un triangulo mide 150 metros y las lon¬ 
gitudes de sus lados son tres enteros pares consecutivos. 
Encuentra las longitudes de sus lados. 

33. Los lados de un triangulo rectangulo miden tres enteros 
impares consecutivos. Si su perimetro mide 39 metros, 
^cuanto mide cada lado? 

34 Las longitudes de los lados de un triangulo son enteros 
impares consecutivos. Encuentra la longitud del lado mas 
oorto si es 32 cm menor que el perimetro. 

35. La suma de tres enteros consecutivos es igual al menor de 
ellos mas 26. Encuentra dichos niimeros. 


5.7 PORCENTAJE 

En las elecciones para la sociedad de alumnos, Juan obtuvo 34% de los votos. 
Si votaron 850 alumnos, ^cuantos votaron por 61? 

Soluciotv Llamamos x a los alumnos que votaron por Juan. 

34% significa 34 de cada 100, asf que igualamos las razones 

34 x <- alumnos que votaron por 61 
100 850 «- total de alumnos 

Resolvemos la ecuacion: 

34 _ x 
100 850 

850 x 0.34 = x 
289 = *. 


Juan recibio 289 votos. 
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El signo % significa por cada cien o centesimos Un porcentaje puede ex- 
presarse como fraction o como decimal. Asf, por ejemplo. 


34%= 7^r = 0.34. 
100 


Observa, en el ejemplo anterior, que para encontrar el 34% de 850, mul- 
tiplicamos 850 por 0.34; esta es la manera mas comun de obtener la cantidad 
correspondiente a un porcentaje. 


" EJEMPL0S 

L Escribir | como un porcentaje. 

Solution: Llamamos x al porcentaje buscado. Igualamos las razones: 

3 x 

4 100' 

Resolvemos la ecuacion: 

3 _ x 

4 100 
300 

"T" X 

75 = jc. 

Entonces 


3 75 

4 100 


75%. 


2, Encontrar el 27% de 79.65. 

Solution: 


79.65 x 0.27 = 21.5055 

3. Encontrar el 140% de 63. 

Solution: 


63x1.40 = 88.2 

4. Una radon de sardinas contiene 19 gramos de protefna y corresponde al 
40% de los requerimientos diarios de protefna de un adulto. ^Cuales son 
los requerimientos diarios de protefna de un adulto? 

Solution: Llamamos x a la cantidad total de protefna requerida. Igua¬ 
lamos las razones: 


40 _ 19 <— protefna de la sardina 

100 x <— total de protefna 
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Resolvemos la ecuacion 


40 _ 

100 
40x = 

x = 

Los requerimientos diarios de proteina son de 47.5 gramos. 
Comprobacion: Si x = 47.5, entonces: 

40 19 19 

Lado izquierdo:-= 0.40; lado derecho: — =-= 0.40. 

^ 100 x 47.5 

5. i,Que porcentaje de 350 representa 14? 

Solucidn: Llamamos x al porcentaje buscado. Igualaraos las razones 

x _ 14 
TOO ~ 350 

Resolvemos la ecuacion: 


19 

x 

19x100 
1900 


40 


= 47.5 


x 

Too 


x = 


14 

350 

14x100 

350 


= 4. 


14 es el 4% de 350. 

Comprobadom 

350 x 0.04=14. 

6. ^De que numero es 78 el 65% ? 

Solucidn: Llamamos x al numero que representa al 100%. Igualamos las 
razones: 

65 _ 78 
100 x ' 

Resolvemos la ecuacion: 

65 
100 
65* 

x 

78 es el 65% de 120. 

Comprobacion: 


_ 78 
x 

= 78(100) 
7800 


65 


= 120 . 


120 x 0.65 = 78. 
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7. El precio del cafe aumento de $100 a $120 el kilo. ^Que porcentaje aumento? 

Solution: Restamos las dos cantidades para saber la cantidad que au¬ 
mento, es decir, $20. Llamamos x al porcentaje buscado y comparamos la 
cantidad que aumento el precio con el precio original 

20 x 
100 " 100 
2000 


20 = x. 


Entonces el porcentaje incrementado es 20%. 

8. ^Cuantos litros de una solution acida al 65% hay que anadir a 21 litros de 
una disolucion acida al 35% para hacer una solucion acida al 40%? 


Solution: Recordemos que si una solucion de L litros tiene una concen- 
tracion de P% de acido, entonces hay 


L 


x 


P 

100 


litros de dcido puro en la solucion. 

Planteamos dos ecuaciones, una para la cantidad de solucion y otra para 
la cantidad de acido. 

Llamamos w a la cantidad de solucion anadida. 



Cantidad original 

Cantidad anadida 

Cantidad final 

Solution: 

21 

tv 

21+tv 

Acido: 

21 (0.35) 

w (0.65) 

21 (0.35)+tv (0,65) 


Como queremos que la disolucion final tenga una concentration de 40%, 
tenemos 

(21 + h’)( 0.40) = 21 (0.35)+ iv (0.65). 

Resolvemos la ecuacion 

21(0.35)+w(0.65) 

7.35 + 0.65iv 
0.65w -0.4tv 
0.25w 


>v. 

Entonces hay que anadir 4.2 litros de solucion acida. 

Comprobation: Si tv = 4.2, entonces: 

Lado izquierdo: (21 + w)(0.40) = (21 + 4.2)(0.40) = 10.08. 

Lado derecho: 21(0.35) +w(0.65) = 735 + (4.2)(0.65) = 7.35+2.73 = 10.08. 


(21 + iv)(0.40) = 
8.4 + 0.4tv = 
8.4-7.35 = 
1.05 = 
1.05 = 
0.25 
4.2 = 
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5.7.1 Ejercicios 


Escribe las siguientes fracciones como porcentajes. 

L £ 3. 5.8 5. 0.07 

2. f 4. -j 6. 

Resuelve los siguientes ejercicios. 

1L Encuentra el 15% de 134. 

12. i,Que porcentaje de 225 representa 45? 

13. ^De que numero es 21 el 30%? 

14 Encuentra el 421 % de 2450. 

15. iQue porcentaje de 70 representa 28? 

16. ^De que numero es 55 el 110%? 

17. Encuentra el 20% de 1658. 

18. iQue porcentaje de 15 representa 0.9? 

19. ^De que numero es 78 el 150%? 

20. Encuentra el 173% de 325. 

2L <,Que porcentaje de 32 representa 26? 

22. iQue porcentaje de 8 representa 12? 

35. Si se diluyen 250 gramos de azucar en 5 litros de agua, 
^.cuantos litros de agua hay que a nadir para que la mezcla 
contenga 8 gramos de azucar por litro? 

36. Una tienda departamental anuncia que aportara para la 
construction de escuelas $3 por cada 150 que venda de 
cierto artfculo. Si la aportacidn durante el primer mes fue 
de $1,000 ^que cantidad recibio por la venta del artfculo 
mencionado? 

37. La sociedad de ex alumnos de una escuela organizo el ano 
pasado una posada a la que asistieron 420 personas. A la 
posada de este ano asistieron 567. ^En que porcentaje au- 
mento la asistencia? 

38. ^Cuantos litros de una solution acida al 10% hay que ana- 
dir a 14 litros de una solution acida al 40% para hacer una 
solucidn acida al 30%? 

39. En 400 ml de leche materna, 52 ml son protefna, gras a y 
azucar, y el resto es agua. ^Que porcentaje es agua? 

40. En 670 m 3 de aire hay 140.7 m 3 de oxfgeno. ^Que porcen¬ 
taje del aire es oxfgeno? 

4L Un capital de $5,000 se invirtio al 12% de interes anual 
durante un ano, y se reinvirtid, junto con los reditos obte- 
nidos, otro ano al 14% de interes anual. ^Cual es el valor 
de la inversion al terminar el segundo ano? 

42. Dos recipientes contienen agua salada, uno al 30% y el 
otro al 3%. ^Que cantidad habra que tomar de cada uno 
para obtener 60 ml de agua salada al 12%? 

43. Un paquete de galletas muestra en el empaque la lista 
de ingredientes en la que dice que 7.63% es huevo. Si el 
paquete pesa 225 gramos, <,que cantidad de huevo con- 
tiene? Si contiene 13.5 gramos de leche descremada, ^que 
porcentaje de leche contiene? 


7 a o l 

8. j 10. jy 

23. Encuentra el 12.5% de 63. 

24. <,Que porcentaje de 150 representa 30? 

25. <,Que porcentaje de 21 representa 63? 

26. Encuentra el 2% de 52. 

27. Encuentra el 204% de 4009. 

28. (,De que numero es 47 el 25 %? 

29. /.Que porcentaje de 43 representa 34.83? 

30. Encuentra el 40% de 578. 

31. (,De que numero es 14 el 4%? 

32. ^De que numero es 12 el 5%? 

33. i,Que porcentaje de 75 representa 77.25? 

34. (,De que numero es 86 el 32 %? 

44 El peso del vapor de agua es el 62.5% del peso del aire. 
Si 1 litro de vapor de agua pesa 0.80625 gramos, ^cuanto 
pesa un litro de aire? 

45. El hidrogeno pesa el 6.9% del peso del aire. ^Que canti¬ 
dad de hidrogeno hay en un globo de 150 m 3 de capacidad, 
si el decimetre cilbico de aire pesa 1.3 gramos? 

46. Una tela de 90 cm de ancho encoje 10% de largo y ancho 
al lavarla. ^Cuanto debe comprarse para que una vez lava- 
da el 6rea sea de 21.87 m 2 ? 

47. Si el 7% del agua de mar es sal, ^cuantos gramos de agua 
hay que evaporar para obtener un kilo de sal? 

4,‘- Una inversion initial de $7,400 se convirtio en $9,000 al 
cabo de un ano. <Cual era la tasa de interes a la que estuvo 
invertida? 

49. Si se combinan una onza troy de plata y una onza de pla- 
ta hbertad, ^que ley tendra la mezcla, si se sabe que la 
onza troy tiene ley 0.925 y la onza libertad tiene ley 0.999? 
La ley indica el porcentaje de plata pura que contiene la 
moneda. Por ejemplo, en una onza troy el 92.5% es plata 
pura. 

50. Al llegar a la tienda, Lucfa observa que su perfume fa- 
vorito tiene una etiqueta que dice: Precio $165,10% de 
descuento mas 1VA. 

a. ^Cuanto debe pagarse por el perfume? 

b. Si el precio normal es $165 mas IVA, ^cudnto ahorrara 
si decide comprarlo? 

51. Un terreno de 160,000 m 2 esta sembrado de trigo, avena y 
sorgo. El 60% esta sembrado de trigo, el 25% de avena 
y el resto de sorgo. ^Cuantos metros cuadrados estan sem- 
brados de cada cereal? 
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5.8 Desigualdades 

Reinaldo obtuvo como calificaciones en los primeros cuatro examenes:7.1,8.4, 

8.8 y 9.5. Solo falta efectuar un examen y para aprobar el curso sin presentar el 
examen final, es necesario que el promedio de los cinco examenes sea mayor 
o igual que 8. ^.Cual es la menor calificacion que debe obtener Reinaldo en el 
quinto examen para quedar exento? 

Solucion: Llamamos w a la calificacion que falta. El promedio de todas 
las calificaciones es: 


7.1 + 8.4+ 8.8 +9.5+ »v 
5 

Dicho promedio debe ser mayor o igual que 8, asf que escribimos la 
desigualdad 

33.8 + w > g 


Para resolverla multiplicamos por 5 ambos miembros y obtenemos: 



33-8 + »v>40. 

Sumamos -33.8 a ambos lados de la desigualdad. 

-33.8 + 33.8+iv £-33.8 + 40 

w > 6.2. 


En el quinto examen, Reinaldo debe obtener por lo menos 6.2 de califi¬ 
cacion. 


• a<b, ceR=*a + c<fc + c. 

• a<b,c>0^ ac <bc. 

• a<b,c<0=* ac >bc. 


Una desigualdad en la que aparecen variables tambien se conoce como 
inecuacidn Como en el caso de las igualdades, la expresion que aparece a la iz- 
quierda del sfmbolo de desigualdad se llama primer miembro, y la que aparece 
a la derecha, segundo miembro. 

Resolver una desigualdad algebraica significa encontrar los valores nume- 
ricos que, cuando sustituyen a las variables, la hacen cierta. 

Para manipular desigualdades algebraicas utilizamos las propiedades de la 
suma y el producto de los numeros reales, asf como las de orden. 


" EJEMPLOS 

1. Resolver la desigualdad 5z - 9 < -12. 

Solucion : Sumamos 9, en ambos lados de la desigualdad: 

5z-9<-12 
5z-9 + 9<-12 + 9 
5z < -3. 

Ahora multiplicamos ambos miembros de la desigualdad resultante por 
que por ser positivo no altera el sentido de la desigualdad: 

5z< -3 

j(5,)<|(-3) 
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Por tan to, la desigualdad se cumple para cualquier ntimero real menor que 
-f;es decir, z e (-<»,-j). 

2. Resolver la desigualdad -Ay + 7 > 23. 

Solucion: Sumamos -7 en ambos lados de la desigualdad: 

-Ay + 1 >73 
-Ay + 1 -1 > 23-7 
-4y>16. 

Ahora multiplicamos ambos miembros de la desigualdad resultante por 
- que por ser negativo invierte el sentido de la desigualdad: 

-Ay > 16 

y <-4. 

Por tanto,la desigualdad se cumple para cualquier ntimero real menor que 
-4; es decir, y e (-»,-4). 


Consecuencias de las propiedades de orden 

Para despejar la variable de la desigualdad x -8 < 13 seguimos los siguientes 
pasos: 

jc — 8 < 13 <— Queremos despejar x. 

jt-8 + 8<13 + 8<- Sumamos el opuesto de - 8; es decir, 8. 
x<2\ <— Simplificamos. 

En el primer renglon, el 8 esta restando en el lado izquierdo y en el se gun- 
do renglon lo vemos sumando en el lado derecho. 

En general, si un termino esta restando de un lado de una desigualdad, 

a-b<c, 

al sumar su opuesto de ambos lados de la desigualdad se obtiene: 

a-b<c 
a-b + b <c + b 
a<c + b. 

Es decir, el termino “pasa al otro lado de la desigualdad” sumando. A si: 

Si a-b <c, entonces a <c + b. 

Similarmente, si un termino esta sumando de un lado de la desigualdad, 

a + b<c, 

al sumar su opuesto de ambos lados de la desigualdad se obtiene: 

a + b<c 
a + b-b <c-b 
a<c-b. 
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Es decir, el termino “pasa al otro lado de la desigualdad” restando. Asf: 

Si a+b <c, entonces a <c-b. 

Para despejar la variable de la desigualdad by <7 seguimos los siguientes 
pasos: 

by <7 <r- Queremos despejar y 

f 1_V < fJ .^7 Multiplicands por que es el reclproco de 6, y 

V 6 J ' v 6 ) como es positivo, la desigualdad no se altera 
7 

y< — <— Simplificamos. 

En el primer renglon, el 6 esta multiplicando del lado izquierdo y en el 
segundo renglon lo vemos dividiendo del lado derecho. 

En general, si un termino positivo esta multiplicando de un lado de una 
desigualdad 

ab<c, 

entonces al multiplicar por su reclproco de ambos lados de la desigualdad y 
simplificar: 

ab<c 

el termino “pasa al otro lado de la desigualdad” dividiendo. Por tanto. 


Si ab < c y b > 0, entonces a < —. 

b 


De manera similar, si un termino positivo esta dividiendo en un lado de la 
desigualdad, 


a 

b <C 


al multiplicar por dl, ambos lados de la desigualdad se obtiene: 


a 

— <c 
b 


~(b)<c(b) 

a<cb. 


El t6rmino “pasa al otro lado de la desigualdad” multiplicando. Por tanto. 


a 


Si — < c y b > 0, entonces a < cb. 
b 


Si tenemos la desigualdad. 


ab<c 
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yb<0 ,entoncesal multiplicarporel recfproco,ladesigualdadcambiadesen¬ 
tido, por lo que, 


Si ab < c y b < 0, entonces a >—. 
1 b 


Es decir, el termino “pasa al otro lado de la desigualdad” dividiendo y 
cambia el sentido de la desigualdad. 

De la misma manera, 


Si —<cyb<0, entonces a > be. 
b 


" EJEMPLOS 

L Resolver ^x- 5 > -2. 


Solution: Despejamos x: 


x - 5 > -2 



1 ^ c 

-x>-2 + 5 

<- 

(El 5 “pasa” sumando) 

—x>3 

9 

<- 

(Simplificamos) 

*>y(3) 

<- 

(El 9 “pasa” multiplicando, y el 7 “pasa” dividiendo 
sin cambiar el sentido de la desigualdad) 

27 

X> ~7 

«- 

(Simplificamos). 


De donde x e (^, 00 )- 
2 Resolver 3 < 6f < 10. 


Solution: Despejamos U 


3 

3 

6 

\ 

2 


< 6t < 

< t < 

< t < 


10 

10 

6 

5 

3 


de donde t e 

3. Resolver 8+5z<3z-7 < z + 1. 


Solution: Tenemos que resolver dos desigualdades: 

8 + 5z<3z-7 y 3z-7<z + l. 


8 + 5z < 3z-7 
5z-3z < -7-8 
2z < -15 


Es decir, 


3z-7 < z + 1 
3z-z S 1 + 7 
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Z 

z 


< 


£ 


15 

2 



y 


2z < 8 
z £ 4 
Z e (-»,4] 


de donde 


es decir. 



4. Resolver 5.5 + tv <6.7- 2tv <7.3. 

Al multiplicar por un numero 

negative la desigualdad cambia Solution: Tenemos que resolver dos desigualdades: 

de sentido. 

5.5 + tv < 6.7- 2w y 6.7 -2w <7.3 

Es decir, 


5.5+ w < 6.7-2tv 


6.7-2tv < 7.3 

5.5-6.7 < -2tv-w 


-2 tv < 7.3-6.7 

-1.2 < -3»v 


-2 tv < 0.6 

1.2 

y 

^ 0.6 

— > tv 



3 


2 

0.4 > w 


tv > -0.3 

tv e (-oo,0.4) 


tv e [-0.3, oo) 


de donde tve(-oo,0.4) y tv e[-0.3,oo),es decir, 

w e (-oo,0.4) n [-0.3,ao) = [-0.3,0.4) 

5. La suma de dos numeros enteros pares consecutivos y positivos es a lo mas 
24. Encuentra dichos numeros. 

Solution: Llamamos 2n y 2n + 2 a los enteros pares consecutivos. Plan- 
teamos la desigualdad: 

2n +(2n + 2)<24. 


ln+(2n + 2) < 24 
4 n < 22 

c 22 

4 

.* 11 . 

2 


Ahora la resolvemos: 
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Asi, n = 1,2,3,4 o 5,y entonces los numeros que satisfacen la desigualdad 
son: 


2 n 

2n + 2 

2 

4 

4 

6 

6 

8 

8 

10 

10 

12 


5.8.1 Ejerddos 


En los ejercicios 1 a 51, resuelve las desigualdades 


L 

5y<2 

18. 

yy + 3> -f 

35. 

12 <-6/<24 

2. 

-4a < 6 

19. 

11 2 4 

- 1 + -> — 

6 3 3 

36. 

-9 < 2b < -2 

3. 

z-9< 1 

20. 

5-2a < 3 

7 “2 

37. 

-1 < - 4s < 1 

4. 

y + 4> 4 

21. 

3z-4 3 

8 “10 

38. 

-5<3x< 11 

5. 

8x>-16 

22. 

6-7a >3+2a 

39. 

8 > 5r > 3 

6. 

-3z < -9 

23. 

/ + 9 > 5/ -1 

40. 

-6 < 7z - 9 < -4 

7. 

w+7 <-2 

24. 

3z + 7>2z-3 

41. 

-7 < 3y + 5 < 5 

8. 

w 

-+24 >29 

4 

25. 

2 - x < 6x + 2 

42. 

15 < 8 - 3/ < 25 

9. 

-2z -10 > 12 

26. 

7*v + l>l-7n’ 

43. 

5x-l <7x + 8 <20 

10. 

5y-8 > 25 

27. 

5b-4 < 10-2b 

44. 

5 < 2w + 6 < 11 

11. 

yx - 3 < -2 

28. 

„ , 3-2c 

5 

45. 

-13 < 6 - 7c < -4 

12. 

8 - 1.5a < 2 

29. 

8a + 11 ^7 -2a 

2^-3 

46. 

- 4.5 < 1.5 - 2s < 6 

13. 

5y+5>0 

30. 

5x-ll 3x-5 

- > - 

-2 4 

47. 

-2z<3z-7<l-4z 

14 

lliv-6 <8 

3L 

x - 4 > 6x - 5(x + 1) 

48. 

12h> + 4 <1 -9h> <6w + 7 

15. 

9c+5> -13 

32. 

7(x-4)<8(x + 3) 

49. 

2.3a - 1 < 4.2a + 5 < 3.5a 

Id. 

3.4x + 2.2 > 6.8 

33. 

2(r-5)-8<7-3(r+2) 

50. 

19-4y< 10y + 3<9-14y 

17. 

-6x-l > 11 

34. 

1 < 8a < 12 

51. 

6 - 1.2b < 3 - 7.3b < 1 + 5.1b 


5Z Un cartero parte de la oficina postal llevando en su bolsa 
rierto numero de sobres. A1 mediodla ha repartido 134 so- 
bres y en su bolsa restan menos de 38 sobres por repartir. 
^Cual es el mayor numero de sobres con los que pudo ha- 
ber salido de la oficina? 

53. Encuentra todos los numeros enteros mayores que cero 
en los que el triple del numero menos 6 sea menor o igual 
que el numero aumentado en 6 unidades. 

54. Chucho recibe $5 todos los domingos desde hace aproxi- 
madamente un afio. Un domingo le dice a su papa: 
“Necesito que me aumentes el domingo; el monto serd 


suficiente si tres medios de la cantidad mas $5 es mayor o 
igual que $20”. ^Cuanto quiere recibir Chucho semanal- 
mente? 

55. Gustavo trabaja en una empresa comercial repartiendo 
notificaciones a los clientes que no realizan sus pagos 
oportunamente. Para mantener su trabajo, debe entregar 
por lo menos 125 notificaciones durante los seis dias de la 
semana. Si entrega 20 el lunes, 11 el martes, 19 el midrco- 
les, 23 el jueves y 18 el viemes, £cutil es el menor numero 
de notificaciones que debe entregar el sabado para no per- 
der su empleo? 
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56. A la 1 de la tarde la temperatura alcartzo 32 °C, pero se 
estima que en las siguientes 5 horas bajara por lo me nos 
14 °C. ^Que temperatura maxima se espera para las 6 de 
la tarde? 


57. El interes que ofrece un banco es de 2% mensual. 
^Qud cantidad debe invertirse para que al cabo 
de un mes se tenga una cantidad de por lo menos 
$2550? 


-■ 5.9 Desigualdades y valor absoluto _ 

El valor absoluto \x- y\ de la En una fabrica de cuadernos se forma una comision de control de calidad, 

diferenciadedos numerosxyy A . ■ 

mide en cuanto difieren dichos P ues en 11113 encuesta se detecto que los consumidores opinan que el papel es 

numeros. bueno, pero el tamano de los cuadernos no es uniforme: unos son mas anchos 

que otros. El ancho requerido es de 21.5 cm, y un cuademo pasara el control 
de calidad si el error es de, a lo mas, 0.04 cm. ^Qud anchos pueden tener los 
cuadernos que hayan aprobado el control de calidad? 

Solution: Llamamos x al ancho de un cuaderno. El defecto en el ancho 
del cuaderno es la diferencia: 


x-21.5. 


Como el cuaderno puede ser mas ancho o mas angosto, entonces conside- 
ramos el valor absoluto de la diferencia anterior. Dicho error puede ser de, 
a lo mds, 0.04 cm, es decir. 


a = 



sia>0 
si a < 0 


|x-21.5| < 0.04. 

Para resolver esta ecuacion primero quitamos el valor absoluto: 

J x-21.5 si x-21.5 > 0 

|jc- 2!.5| -|_( JC _ 21 . 5 ) ^ x-21.5 < 0. 


Ahora resolvemos las desigualdades: 
Si x-21.5 >0,entonces 


of-21.5| < 0.04 
x-21.5 < 0.04 

x < 0.04 + 21.5 
x < 21.54. 


Si x- 21.5 < 0, entonces 


|x-21.5| < 0.04 
-(x-21.5) S 0.04 
x-21.5 > -0.04 

x ^ -0.04 + 21.5 
x > 21.46. 


Un cuaderno pasa el control de calidad si su ancho esta entre 21.46 y 
21.54 cm. 
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Propiedades del valor absoluto 

1. Si |jc| < kyk >0entonces —k< x< fc.Observaen la siguiente figura, que 
los puntos que satisfacen que su distancia al origen es menor que k son los 
que se encuentran a la derecha de —k y a la izquierda de k. 

-( - )- 

-k k 

Figura 5.17 

2. Si |jc| > /c entonces x > ko x < —k. Los puntos cuya distancia al origen es 
mayor que k son los que estan a la derecha de ko bien los que se encuen¬ 
tran a la izquierda de -k. 

- )- 1 -< - 

-k k 

Figura 5.18 


" EJEMPLOS 


|a| < ft <=> 6 > 0 y 
-b < a< b 


L Resolver |5»v — 2| < 5. 

Solucion: Utilizando una de las propiedades del valor absoluto tenemos, 
por ser 5 un numero positivo, que: 


-5 

< 

5w-2 

< 

5 

2-5 

< 

5rv 

< 

5 + 2 

-3 

< 

5w> 

< 

7 

s 

< 

w 

< 

i 

5> 


esdecir,w 

2. Resolver |3y + 2|<y+ 4. 

Solucion: 


• Si y + 4 < 0, entonces no hay solucion. 


• Si y + 4> 0,entonces y>-4,esdecir, ye [-4,°°) y: 


-(y + 4) < 3y + 2 y 

-y-4 < 3y + 2 
-2-4 <3y + y 

-|<y 

~i - y 


3y+2 < y + 4 
3y-y< 4-2 
2y <2 

y*T 

y<l. 


Asi, para que y sea solucion, dene que cumplir que: 


y > -4 y 


3 

-- < y < 1. 
2 7 


Observamos que si y satisface que —| < y < 1, entonces tambien satisface 
que y > -4. Asi, todas las soluciones de la desigualdad son -f < y < 1, es 
decir, ye [~4,1]. 
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\ a \ 


>b<*a>boac-b 


3. Resolver |6x-5| > 4x +7. y 


Solution: Utilizando la propiedad 2 del valor absoluto, tenemos: 


6x-5 > 4x + 7 o 
6x-4x >7 + 5 
2x > 12 
x > 6 


6x-5 < -(4x + 7) 
6x-5 < -Ax-1 
6x + 4x < -7 + 5 


Asf.x es solucion si satisface que x > 6 o x <-|;es decir, 
xe(6,<»)u(-oo-|). 


4. Resolver \Sb-2\<2b-\. 


Solution: 


• Si 2b -1 < 0, entonces no hay solucion, ya que \Sb - 2| es siempre mayor 
o igual que 0. 

• Si 2b-1 >0, entonces b >■£; es decir, b y: 


~(2b-l) < 5b-2 
-2b+\ < 5b-2 
1 + 2 < 5b + 2b 
3 < 7 b 

- < b 
7 


5b-2 < 2b-1 
5b-2b < 2-1 
3 b < 1 

b < - 
3 


Asf, para que b sea solucion, tiene que cumplir que: 

1 


3 u 
— <b 
7 


y b <■ 


b>- 

2 


Pero 


3 1 

7 > 3’ 

asf que no existe un real b que satisfaga j <b< j y, por tanto, la desigual- 
dad no tiene solucion. 


5.9.1 Ejerdcios 


En los ejerdcios 1 a 36, resuelve las desigualdades. 


1 |jc —10| < 6 

10. |6-4#-|<8 

19. 

|6-10z|>f 

28. 

|l0z-2|<2z-l 

V 

1 

* 

1L |3z-(-4) <6 

20. 

|3-w|<2h' + 1 

29. 

16»v +- 41 < 8»v - 3 

3. |z + 12|<8 

12. |4-5y|>7 

21. 

|8r —1| < 3r+ 2 

30. 

t—» 

K) 

+ 

■U 

* 

V 

* 

+ 

00 

4 |2-»v|>6 

13. |* - 4| < 10 

22. 

|3z + 5| > 2z-3 

31. 

I6W - 5| < 4»v -3 

5. \x -13| < 2.5 

14 |3y-l|<l 

23. 

|5y+7|<2-y 

32. 

\h-'\<h 

6. |y + 3|>2 

15. |6x-ll| <5 

24. 

|2r + 8|>r + l 

33. 

|3x-5|<x-2 

7. |z +4| > 9 

16. |8y-4|>10 

25. 

|2y + 9| > y+3 

34 

|7y-l|>4>-+3 

8- |y + l|>6 

17. |4z + l|<2 

26. 

|6 - 10»v| < 2 - 5w 

35. 

|jM' + 6|>4»v-8 

9. |3a + 7|>9 

18. |l -9x| > 1 

27. 

|7x + 4 <t 

36. 

|jx-l|< x+6 
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37. Encuentra todos los numeros enteros cuya distancia al 5 
sea menor o igual que 2. 

38. El valor absolute de la suma de dos numeros ente¬ 
ros consecutivos es menor o igual a 3. Encuentra los 
numeros. 

39. El dueno de una fabrica debe entregar a uno de sus com- 
pradores 1,700 tubos metalicos cuyo costo de fabricacion 
es de $3.75 cada uno. Cada tubo sera vendido en $4.10. 
Como unicamente tiene 1,200 piezas listas para entregar, 
decide comprar las piezas faltantes a otra fabrica, que se 
las ofrece a $3.75 cada una. Al recibir los tubos, observa 
que no todos tienen el mismo tamafio. Habla con el com¬ 
prador y le explica la falla; este ultimo dice: “Le solicite 
que cada uno midiera 17 cm, pero si la diferencia no ex- 
cede 3 mm, esta bien”. <,Que medida pueden tener los tu¬ 
bos? <Cual sera la ganancia si entrega los 1,700 tubos? 

40. Encuentra todos los numeros cuya distancia al —1725 
es 17. 

4L Un enfermo pregunta por la ubicacion de una farmacia 
en la tienda de abarrotes, a lo que el dependiente le dice: 
“La peluqueria esta a 300 metros a la derecha de aquf y la 
distancia entre la peluqueria y la farmacia es de 200 me¬ 
tros”. iC udl es la distancia entre la tienda de abarrotes y 
la farmacia? 


42. Se pide a Julian y Pablo que cada uno escriba su estatura 
en una tarjeta. Las tarjetas se revuelven y al destaparlas 
una dice 1.63 metros y la otra dice x. Si se sabe que Pablo 
es mas alto y que la diferencia de estaturas es de 7 cm, 
£cual es la estatura de cada uno? 

43. Sofia pide a Ramon que se encargue de vender el sillon de 
la sala que ya no ocupara y le dice: “Aunque creo que su 
valor es mayor, creo que un precio justo seria $900. Ponle 
el precio que consideres, despues llega a un acuerdo de tal 
manera que la diferencia entre el precio en el que lo ven- 
das y el que yo te sugiero no sea mayor a $36”. <,En cuanto 
debe vender Ramon el sillon? 

44 Deseaba comprar un cortinero de 2.70 metros de lar¬ 
go para la ventana de la sala que mide 2.50 metros. Al 
llegar a la tienda encontre que la diferencia de medi- 
das entre los cortineros que ten fan y la que yo queria 
era mayor que un 15%. ^Cuales eran las medidas de los 
cortineros que ahf vendfan? 

45. Dos numeros reales difieren en menos de 3.7679. Si uno 
de ellos es 3.7680, <,cual es el otro? 

46 El costo de cierto articulo se modified en $15. No se sabe 
si el precio aumentd o disminuyo, pero se sabe que uno de 
los precios es $1,576. ^Cual es el precio anterior y cual es 
el actual? 


5.10 Desigualdades y recta 

Recuerda que en la seccion 5.4.3 de este capftulo vimos que una ecuacion del 
tipo y = ax + b representa la ecuacion de una recta. 

Dos personas estan en un valle atravesado por un rfo. Es claro que las dos 
personas estan del mismo lado del rfo, si pueden caminar una hacia la otra has- 
ta encontrarse sin atravesar el rfo. Similarmente, dos puntos en el piano estan 
del mismo lado de una recta £, si podemos conectarlos mediante una recta que 
no corte la recta £. 

i,Estdn los puntos (3,12) y (-2,-3) del mismo lado o en lados opuestos de 
la recta y = 2jc+4? 

Dibujamos la recta y = 2x+ 4 (vdase la figura 5.19). 

La graftca de la recta y = 2x + 4 divide al piano en tres regiones: 

• Los puntos que estan en la recta. 

• Los puntos que estan arriba de la recta. 

• Los puntos que estdn debajo de la recta. 



Sabemos que los puntos que estan en la recta son los que satisfacen la ecuacion: 

y = 2x + 4. 
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El punto (3,10) esti en la recta: 

y = 2x + 4. 

Todo punto P que este verticalmente encima de (3,10) dene por primera 
coordenada 3 y su segunda es mayor que 10; es decir, la coordenada (3,y) de 
P satisface: 


y> 2x + 4. 

El punto (3,12) satisface: 


12 >2(3)+ 4. 

De la misma manera, si nos movemos verticalmente hacia abajo, la orde- 
nada del punto es cada vez menor; es decir, 

y< 2x+4. 

El punto (-2, -3) satisface 


-3 < 2(-2) + 4 = 0. 


Por tanto, los puntos (3,12) y (-2,-3) estan en lados opuestos de la recta. 
Entonces los puntos que estan arriba de la recta satisfacen la desigualdad 
y > 2x + 4. 

Los puntos que estan abajo de la recta satisfacen la desigualdad y < 2x+ 4. 


Y 

6 

4 

/ 

► / 

X 

Y‘ 

6 

4 

/ 

/' 

/ 

/ 

X 

4 --2 

2 

-4 ll 

2 

-2 

—4 


<N Tf 

1 1 

SS \ 



y>2x+4 y = 2x + 4 

Figura 5.20 




-4 -2 
-2 

-4 
y <2x + 4 


La graftca de una recta y = mx + b divide al piano en tres conjuntos: 

• Los puntos que estan arriba de la recta, que son los que satisfacen la 
desigualdad y> mx + b. 

• Los puntos que estan en la recta, que son los que satisfacen la ecuacion 
y= mx + b. 


• Los puntos que estan abajo de la recta, que son los que satisfacen la 
desigualdad y < mx + b. 



y>mx+b 


y = mx + b 

Figura 5.21 


y<mx+b 
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' EJEMPLOS 

1. Describir las regiones determinadas por la recta y = £ x - 3. 

Solution: 

Los puntos que se encuentran arriba de la recta satisfacen la desigualdad 
y>\x- 3. 

Los puntos que estan en la recta satisfacen y = ±x- 3. 

Los puntos que se encuentran debajo de la recta satisfacen la desigualdad 
y<\x-3. 


Y‘ 

1 Y‘ 

‘ y. 


2 

2 

2 

. » 

-6-4-2 

2 .4 6 - 6 - 4-2 

2 4 6 -6 -4 -2 

2 t 6 A ' 

-2 

-2 

-2 


-4 


-4 


-6 

-6 

-6 



y > ~2 x ~3 y = x ~3 y<-i-j|f— 3 

Figura 5.22 

2. Describir las regiones determinadas por la recta y = -7. 

Solution: 

Los puntos que se encuentran arriba de la recta satisfacen la desigualdad 
y>-7. 

Los puntos que estan en la recta satisfacen y = -7. 

Los puntos que se encuentran debajo de la recta satisfacen la desigualdad 

y<-7. 


y - 
2 

1 

y ' 
2 

y ' 
2 


6 -4 -2 2 

-4 

-6 

2 4 A 

-6 -4 - 2 2 

-4 

-6 

2 4 Jt - 6-4 - 2 2 

-4 

-6 

2 4 A 

-8 

-8 

-sl 



y > 7 y = -7 y<-7 

Figura 5.23 


5.10.1 Ejercirios 


En coda caso, describe las regiones determinadas por la recta dada. 
L y = 4x -1 2. y = -fx+ 2 


3. y = 3- Jt 
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4 y = 8 

5. y = \x-\ 

6 . y = 5* + 4 

7 V = _I 

'• y « 

8 . jr + 4_y = -5 


9. 3*-7>' + 6 = 0 

10 . 2x-y+1 =Q 

11. 6* + y -10 = 0 

12 . -±x + 2y = 0 

13. x + 2>>-16 = 0 


14 9x - 12y -12 = 0 
15. jr + {y+j = 0 
Id. 6 jt + 3y+7 = 0 

17. 15x-45y-ll = 0 

18. fx-f>r+l = 0 


Dibuja la region que se pide en cada casa 

19. Arriba de la recta y-6 = jx 

20. Abajo de la recta y = - 7 * - 5 
2L Abajo de la recta y = lOr - 3 

22. Arriba de la recta 2jr - y = 2 

23. Arriba de la recta 4r + 3y = -8 
24 Abajo de la recta 6x + 2y = 1 
25. Abajo de la recta y = 7 

2d. Arriba de la recta y - 5x = 4 


27. Arriba de la recta y - 3 = 6x 

28. Abajo de la recta x + 2y - 4 = 0 

29. Arriba de la recta -5jc +2y-0 

30. Abajo de la recta 3x + y = 1 
3L Arriba de la recta y = jx - 4 

32. Abajo de la recta ^ = 7 ^ + 5 

33. Abajo de la recta 6x + 5^ + 4 = 0 
34 Arriba de la recta x + 3y -3 = 0 


Resumen 












Si a = b, entonces a + c = b + c. 
Si a - b, entonces a — c — b — c. 
Si a + b = c, entonces a - c - b. 
Si a — b = c, entonces a = c + b. 
Si a - b, entonces ac = be. 


Si a = b y c*= 0, entonces a 



• Si ab — c, entonces n = —. 

b 


• Si — = c, entonces a — cb. 
b 


• Si a — b < c, entonces a < c + b. 

• Si a + b < c, entonces a < c - b. 

• Si ab <cyb >0, entonces a <—. 



c 

• Si ab < cyb < 0, entonces a > —. 



5.11 EJERCICIOS DE REPASO 


Despeja la inedgnita de las siguienles ecuaciones: 


L |z| -12 = 2 

2. f+0.15 = 3.05 

3. ds + 7 = -21 

4. 2y + (y + 3) = y + 2d 


5. 


d. 


7. 


8 . 


15jc 2 - 8 x + 4 = 15x 2 +12 

l-3w 4h> + 5 „ 

-= 3 

4 3 

„ 20-3 1 3/ -11 

3 1 --- 

3 3 

2(w-2) l w + 1 

9 12 


9. 


10 . 

11 . 

12 . 


1+Jt 3 
I-* - 2 

r^5 _ 2 r^jKr _ 4r-3 

3 d 
3r - 7 5r - d 

4 ~ 3 

tv-4 j 2 tv + 21 
11 ~ 5 


2 
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13. 5z-4(2z-4) = 4-3(z-4) 15. |4w-l|-12 = w-7 

14 6(y-3)=2(y-5)-2 16. x 2 - 18x-13 = 5(3- x)+ x 2 +11 

Resuelve los siguienles ejercicios: 

17. iQue porcentaje de 12 representa 6.36? 20. ^Que porcentaje de 98 representa 14.7? 

18. i,De que numero es 12 el 2.4%? 21. Encuentra el 3.5% de 68. 

19. ^De que numero es 19 el 8%? 22. ^De que numero es 84 el 70%? 

En los ejercicios 23 a 28, resuelve las desigualdades 

23. 2-5r<4r + 3 25. 5jc — 2 < lOx + 8 27. |4y— 9| > 11 

24 7(2-z)>3z + 6 26. |3* + 5|<8 28. |3»v + 2|<»v + 6 


29. El largo de un rectAngulo es 4 veces su ancho. El perime- 
tro es 100.8 cm mas que el ancho. Encuentra las dimensio- 
nes del rectangulo. 

30. Si se mezclan 200 litres de aceite de mafz, cuyo costo 
es de $6.85 el litre, con 250 litres de aceite de girasol, 
se obtiene una mezcla cuyo valor es de $4.60 el litre. 

a. £Cu&l es el precio del aceite de girasol? 

b. iQue cantidad debe mezclarse de cada uno para obte- 
ner 20 litres a $4.42 el litre? 

c. Si se mezclan 50 litres de aceite de mafz y 40 litres de 
aceite de girasol, £que precio tiene el litre de la mezcla 
obtenida? 

d. Si se mezcla cierta cantidad de litres de aceite de maiz 
y de girasol se obtienen 108 litres de una mezcla cuyo 
valor es de $642.60. <Cuantos litres de cada tipo se 
mezclaron? 

3L Un tercio de la suma de tres numeros enteros multiplos de 
4 consecutivos es -60. Encuentra dichos numeros 

32. 20 es y de un numero. Encuentra el numero. 

33. A1 comprar un artfculo con 10% de descuento, £que con- 
viene mas, agregar el 15% de IVA antes o despues de ha- 
cer el descuento? 

34 Nueve menos tres cuartos de un numero es 63. Encuentra 
dicho numero. 

35. Un arrendador tiene un edificio con 6 departamentos, 
uno en cada piso. Renta el cuarto piso en cierta cantidad 
mensual; el tercer piso, en 4 del precio del cuarto piso, 
y por el segundo piso red be f del precio del tercer pi¬ 
so. Pbr el primer piso recibe f- del precio del segundo piso. 
La planta baja la renta a su hijo en £ del precio del primer 
piso; el quinto piso lo ocupa el mismo. Si recibe un total 
de $3,905 por las rentas, ^cuinto le paga su hijo por la 
renta de la planta baja? ^CuAnto recibe por la renta del 
cuarto piso? 

36. Dentro de 27 anos, Guillermo tendra 4 veces su edad ac¬ 
tual. ^Que edad tiene Guillermo ahora? 

37. En una solucion: 


a. iQue porcentaje de acido tendra una solucion obteni¬ 
da al mezclar 600 ml al 25% con 400 ml al 40% ? 

b. Si los 400 ml agregados estuvieran Ubres de acido, ;,que 
porcentaje de Acido tendria la mezcla? 

c. iCuantos mililitros de solucion al 40% hay que agregar 
para obtener una solucion acida al 30 %? 

38 Dos botellas de blanqueador de 750 ml tienen distin- 
tas concentraciones de cloro; una de ellas contiene 4% 
de cloro mientras que la otra dice en la etiqueta 6% de 
cloro. 

a ( -,Cual es la concentracion de cloro si se mezclan las dos 
botellas? 

b. (,Que cantidad de agua deberia agregarse a la solucion 
al 6% para disminuir la concentracion al 4%? 

c. iQue cantidad de agua deberia agregarse a la solucion 
al 4% para disminuir la concentracidn al 2%? 

39. De una pieza de tela se han vendido £,£, 4 y sobran toda- 
via 18 metros. ^Cuantos metros de tela tiene la pieza? 

40. Para una fiesta se preparan dos tipos de ponches, 8 litros 
sin alcohol para los nifios y 11 litros para los adultos que 
contiene 20% de alcohol. 

a. (.Cuantos milihtros de ponche sin alcohol debe agre¬ 
garse para reducir la cantidad de alcohol al 10%? 

b. j,Cuantos mililitros hay que agregar para reducir al 
8 %? 

c. Si se agregan 4 litros de ponche con el 15% de alcohol 
al ponche para adultos, <,que porcentaje de alcohol ten¬ 
dra la mezcla obtenida? 

d. ^Cuantos litros de ponche al 15% hay que agregar para 
obtener una mezcla con el 16% de alcohol? 

4L Si Juan invierte cierto capital al 13% anual y al final del 
ano tiene $2,938, £cual era su capital inicial? 

42. Al comprar un vestido que tenia un precio de $124, se 
hizo un descuento de $29.76. <,Que porcentaje tenia de 
descuento? 
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43. Si la cantidad de azucar es el 12% de la cana procesada y 
se obtuvieron 207 kilogramos de azucar, quanta cana se 
proceso? 

44 Pepe va a la papeleria a comprar las libretas para el ano 
escolar que se avecina. El precio de una libreta es de $6.75. 
Si lleva $40 y debe reservar $5.50 para comprar lapices, 
^.cuantas libretas podra comprar? 

45. Los alum nos de sexto ano de primaria quieren juntar 
fondos para su fiesta de graduacion. Para ello deciden 
vender galletas. Fijaron el precio del paquete de galle- 
tas en $3. Gastan $0.95 de materia prima mas $80.40 de 
gastos de gas, empaques, etcetera. Si quieren obtener 


al menos $4,000 de ganancias, ^cuantos paquetes de galle¬ 
tas tienen que vender? 

46. En una competencia de salto de altura, para clasificar a la 
siguiente ronda es necesario tener una altura promedio 
en tres intentos de por lo menos 1.80 metros. Si un atleta 
logra saltos de 1.91 metros y 1.72 metros en su primero y 
segundo intentos, ^cuanto debe lograr en el tercer salto 
para clasificar? 

47. iA que porcentaje de interes mensual deben invertirse 
$5,000 para que al finalizar el mes se tenga un capital no 
menor a $5,600? 





6.1 

Polinomios 

6.2 

Producto de potencias 

6.3 

Potencias de potencias 

6.4 

Potencia de un producto 

6.5 

Divisidn de monomios 

6.6 

Grado de un polinomio 

6.7 

Suma y resta de 
polinomios 

6.8 

Producto de un 
polinomio por 
un monomio 

6.9 

Multi plicacion de 
polinomios 

6.10 

Ejercicios de repaso 


E s posible utilizar expresiones para modelar situaciones del mundo real: 

la expresion V = x 3 nos permite calcular el volumen de un cubo, si cono- 
cemos la longitud x de su lado; en tanto que la expresion d = v 0 t + \ at 1 nos da 
la distancia recorrida por un movil en un tiempo t, si conocemos su velocidad 
inicial v 0 y su aceleracion a. 

Las expresiones x 3 y vjt + {at 7 son ejemplos de polinomios. 


6.1 POLINOMIOS 

Antes de poder resolver ecuaciones mas complicadas, debemos aprender mas 
acerca del lenguaje algebraico. Lo que estudiaremos a continuation seran los 
polinomios. 

Los polinomios mas sencillos son los monomios, que consisten en un nu- 
mero, una variable o el producto de un numero por una o mas variables. Las 
siguientes expresiones son monomios: 


5,x,7>\ -0.98tvV,-3.xy 2 ,ya 2 . 

En un monomio distinguimos dos partes: la numerica, que llamaremos coefi- 
ciente, y las variables. Se dice que es un monomio en x si la variable que se usa 
es x; que es un monomio en xy si se usan las variables xyy, etcetera. 


Monomio 

Coefidente 

Variables 

23.75^ 

23.75 

■* 2 y 

-18iv 4 yV 

-18 

w y z 3 

—abc 2 

2 

abc 2 

5 

5 


Z 5 

1 

z s 

-8 

-8 

ninguna 


En el cuarto ejemplo de la tabla anterior, z 5 aparentemente no tiene coeficien- 

te,perocomo z 5 =lz 5 ,elcoeficientedel monomio es 1 . 
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Capitulo 6 


Polinorrrios 


Decimos que evaluamos el raonomio 5x 2 en 2 cuando sustituimos x por 2, 
con lo que obtenemos: 

5(2 ) 2 = 5(4) = 20. 

Si el monomio es en dos variables, entonces podemosevaluar el polinomio 
en parejas de numeros; por ejemplo, la evaluacion de 4 xy en la pareja x = 2, 
y = 1 es 4(2)(1) = 8 . 

Un polinomio es la suma de uno o mas monomios,asf que.en particular, un 
monomio es un polinomio. Las siguientes expresiones son polinomios: 

x + 6y 2 , -3Ax 2 y 9a 2 b - 3.5c 3 + abc+ 10. 

Los monomios que son sumandos de un polinomio se Hainan terminos del 
polinomio. Asf, 

+ 5x 2 - 92*>'+ 8 , 

tiene cuatro terminos, que son: 

| -x 2 y 2 , 5x 2 , 9?lxy y 8 . 

Decimos que este polinomio es en las variables x y y,pues estas son todas 
las que aparecen en el polinomio. 

Algunos polinomios red ben nombres especiales, de acuerdo con el numero 
de sumandos que tienen: 

Monomio (un termino) 4 x 2 y. 

Binomio (dos terminos) -6a s b - la. 

Trinomio (tres terminos) 5r 2 + 3s — rs. 


6.2 Producto de potencias 

Andrea decide invertir $100 al 6% de interns compuesto anual durante un pe- 
riodo de 5 anos. ^,Que cantidad redbira al termino de dicho periodo? 

Solucion: Llamemos i al interes anual; es decir, i = 0.06. 

Para encontrar la cantidad que recibira Andrea al final, observamos que: 
al termino del primer ano la gananda sera: 

lOQi, 

que agregado al capital inicial.da al termino del primer ano: 

100 + 100 /= 100(1 + /). ( 6 . 1 ) 

Por ser interns compuesto, para el segundo ano la cantidad (6.1) se invierte 
al 6%, lo cual da como ganancia 

100(1 + /)/. 

Agregando esta cantidad al capital que tenia Andrea al inido del segundo 
ano, obtenemos: 

100(1+ /)+(l00(l+ /))/ = 100(1+i)(l + i) 

= 100(1 + /) 2 . 
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Siguiendo este procedimiento, observamos que al termino del quinto ano 
la cantidad que recibira sera: 

C = 100(1 + /) 5 , 

es decir, 

C=100(l + /) 5 = 100(1.06) 5 

Andrea recibira aproximadamente $133.82. 

La expresion 100 (1 + if es una expresion algebraica en la variable i que 
al evaluarla en 0.06 nos da la respuesta del problema. 

Ejemplo 

• Multiplicar x* por x\ 

Solution: 

x*x ! = (xxxx) (xxxxx) = x** s = x 9 . 

4 factores 5 factores 


Ley de los exponentes para el producto de potencias 

Para cualquier numero real b y cualesquiera numeros enteros positivos my n, 
se cumple: 


b m b n = b m *\ (6.2) 

Es decir, para multiplicar dos potencias que tienen la misma base, se su- 
man los exponentes. Cuando la base es una variable, seguimos esta ley (v6anse 
las leyes de los exponentes en el capftulo 3, section 3.5). 


" EJEMPLOS 

L Comprobar la ley de los exponentes para el producto de potencias con 
b =5,m = 2y n = 3. 

Solution: Calculando primero las potencias obtenemos: 

5 * 2 x5 3 = 25x125 =3125. 

Sumando los exponentes obtenemos: 

5 2 x5 = 5 5 = 3125. 

2. Simplificar a 3 a*. 

Solution: 

fl y =fl 3^ = a 'i 

3. Simplificar (4c 3 d)(-5c 2 d 7 ). 

Solution: Se multiplican los coeficientes y se suman las potencias de las 
variables: 


(4c 3 d)(-5c 2 d 7 ) = 4(-5)(c 3 c 2 )(dd 7 ) = -20c 5 d 8 . 
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Observaque d = d'. 


4 Simplificar 

Solution: 


mm 


5 3 3 

3* y Z ' 


5. Simplificar (x 2 + 5) 4 (x 2 + 5)*. 

Solution: Como son potencias de la misma base (x 2 + 5) usaremos la ley 
de los exponentes (6.2). 


(^ + 5j i (^ + 5)r-(*> + 5r-(^ + 5)r. 

6 . Simplificar ^yyfl^-lOc’d 7 j |^0 2 6 - 10 c 5 d 7 j . 

Solution: Como son potencias de la misma base [ —a 2 b -10 c 5 d 2 ] usa¬ 
remos la regia de los exponentes (6.2). ’ 

[^d-iOcVj ^ a 2 fi-10cVj = (^ a 2 6-10c 5 d 7 ) 


— WM’Xwtmnm 

Completa la siguiente tabla. 



Monomio 

Coeficiente 

Variables 


Monomio 

Coeficiente 

Variables 

1. 

-6xVz 



2. 

l^bc 5 



3. 

0.75/s 7 t 



4 

-f*V 



5. 

9 

C 



6. 

20.7 



7. 

-3.9 b 



8. 

8r 6 srV 



9 . 

£ a s b 1 c 2 d 



10. 

T jabc 



U. 

-24.55 aW 



12. 

39 *yv 



13. 

ftW 



14 

a% n cd 5 



IS. 

Wixyzw 



16. 

2 

9 



17. 

0.15 de 



18. 

-fVh 
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En los siguientes ejercicios efectua los productos indicados. 


U. -(4*) 

20. (-4)* 

21 (- 2 ) 2 (- 2) 5 

22. 7z^z n j6z 9 

* (4u 



25. 3x x 


26. (y-&ny-&f 

27. 8w 2 (2w 2 )w 

28. c 3 c 8 c 4 


34 &x(-3y)(jiX S y)(^x 2 y''’) 

35. (-AX-i*»”X-n«V) 

36. (cd'°)(-6c 2 d)(-6c 2 d) 


37. ((a-2) 7 (3fc + 7))((a-2) 4 (3fc +7) 13 ) 

38. (-I(, + 1),)(-I(, + 1) 3 A ) 

^ labc 2 d* 6ab b d" 4 cd j 


29. (4&a*bc i )(5.6a' 2 b > ) 

30. (-2z + 5)‘ 0 (-2z + 5) U 
3L £(-lV) 



40. (\/3flb 13 c)(>/3a 3 fcc 9 )(a l4 bc 8 ) 

41. (0.4x a /V , )(0.6x 6 /z ,J )(2*Vz 7 ) 

4i (-a.ViXoV^^^V*) 

44 (6a VcdV )(-3 abc 2 d 3 e 6 )(-b 3 c 2 df) 
41 (^Y)(^4VzV)(-7,VV) 


46. ^Que cantidad debe invertirse para que produciendo el 
2% de interes compuesto anual, despues de 5 anos, el ca¬ 
pital sea de $2,000? 

47. Ruben quiere invertir $100,000 durante un periodo de 2 
anos. El asesor de inversiones le pregunta: “^Como quiere 
invertir su dinero, al 12% anual o al 1% mensual?” ^Que 
le conviene mas? 

48. Un prestamista intenta cobrar a una persona a quien 5 
anos atras presto 27 millones de viejos pesos al 15% anual. 
Al encontrar al deudor renuente al pago de la deuda, deci¬ 
de hacerle un descuento de 10 mil nuevos pesos si le paga 


en ese momento. ^Cuanto recibira si convence al deudor 
de pagarle? 

Recuerda que en Mexico se cambio la moneda a partir del 
1 de enero de 1993. El tipo de cambio es: 1,000 viejos pesos 
equivalen a 1 nuevo peso. 

49. Para iniciar un negocio, una persona solicita un pres tamo 
por $176,000 con la promesa de pagar 3 anos despues con 
un interes compuesto anual del 11.5%. Para ello firma 
dos letras por $112,000 cada una. Al concluir los 3 anos, 
^que cantidad debera pagar ademas del importe de las 
letras? 


6.3 POTENCIAS DE POTENCIAS 

^Cual es la cantidad que se obtiene al invertir $1,000 a un interes compuesto 
de 3% bimestral durante 2 anos? 

Solution: Llamamos i al interns bimestral, es decir, i = 0.03. 

En un ano ha bran pasado seis periodos bimest rales, por lo que el capital 
mas los intereses correspondientes seran: 

1000 (i + /) 6 - 

Al finalizar el segundo ano: 

1000 ((l+i) 6 ) 2 = 1000 (l+i)‘(l+/) 6 
= 1000(1 + i ) 6+4 

= 1000(1+ t) 2x 6 

= 1000(1 + i)“ 
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Es decir, 

1000(1+ /) 12 = 1000(1.03f * 1425.76 

La cantidad que se obtiene es aproximadamente $1425.76. 

Para elevar una potencia a una potencia, utilizamos la ley de los expo¬ 
nent es para product os de potencias. 


Ejemplo 

• Simplificar (y 6 ) 3 . 

Solucion: 


(y’j =y h y' y b = y b * 6 * = y iH , 

Observa que podemos llegar a la misma conclusion multiplicando los 
exponentes: 

(/)’ = /- = /». 

Veamos el caso general; simplificar [b m )": 


n veces 


n veces 


(, b m ) H = b m b m -b m = b m + m *" +m = b" 


Ley de los exponentes para la potencia de una potencia 

Para cualquier numero real b y cualesquiera numeros enteros positi¬ 
ves m y n: 

(b m )" = b mn . 

Es decir, para encontrar la potencia de una potencia se multiplican los expo¬ 
nentes. Seguimos esta misma ley cuando la base es una variable (veanse las 
leyes de los exponentes en el capitulo 3, seccion 3.5). 


" EJEMPLOS 

L Comprobar la ley de los exponentes para: (3 2 )\ 

Solucion: Si calculamos primero la potencia dentro del parentesis obte- 
nemos: 

(3 2 ) 3 = 9 3 = 729. 

Si multiplicamos primero los exponentes obtenemos 

(3 * 2 ) 3 = 3 6 = 729. 

2. Simplificar (x 4 ) 5 . 


Solucion: 


(x 4 ) 5 =x 4x> =x 20 . 
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3. Comparar (2 3 ) 2 y 2^ l 

Solution: 

(2 3 ) 2 =2 6 = 64, 2 (j!) = 2 9 = 512, 

as! que (2 3 )" # 2^\ por lo que debe tenerse cuidado en el orden en que 
efectuamos las potenrias; la expresion 2 3 es ambigua y debemos evitarla 
pues podria dar origen a cualquiera de las dos interpretariones anteriores; 
por tanto, debemos usar parentesis. 

4. Simplificar ((a 5 - 2) 3 j ((a 5 - 2) 2 ) . 

Solution: 

(( fl3 * 2 ) 3 H ( a5 “ 2 ) 2 1 ' = (** " 2 f ( fl5 " 2 ) 6 = ( a ’" 2 )“ 


6.3.1 Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 38 simplified las expresiones. 


L 

(ti 

7. 

-6(^r 

2. 

(<«*)’ 

8. 

(-c) 10 

3. 

((-03)’)’ 

9. 

H u )‘ 

4 

((-»’)' 

10. 

-12(**' 7 ) 5 

5. 

(-.0*)’ 

1L 

(z*) 7 

6. 

M)' 

11 


25. 

((y‘-3y ! *2)’)‘((y'-3y’.: 

>)*)’ 

26. 




27. 




28. 




29. 




30. 




3L 

(( 5 “’ -*’)’) >’) 



39. 

(.Cuanto recibe un empleado que guarda $700 


de ahorros durante un ano, si el interes compuesto que se 
le aplica es de 1.5% bimestral? 


13. 

§«r*3 )’)’ 

19. 

((*’♦*+if) 3 

14. 

1(«T 

20. 


15. 


21 

6z 8 (3z 7 ) 4 

16. 


21 


17. 

((y>-3,.l) 4 )‘ 

23. 


18. 


24 

W 2 V)‘ 

32. 

((y’+y-3) 4 ) ((y’+y- 

>)1 

) 

33. 

(U-7)“)“((z-7)’)“ 



34. 

((a 4 + 3/> 2 -b) 5 )’((a 4 + 3b 2 - 

*>T 

35. 

((7x 2 +5y 3 ) 5 ) 6 ((7x 2 +5y 

3),° 

)' 

36. 

((3h- 4 + W 3 -2h-) 8 ) 4 ((3*v 4 

+ w 

w; 

37. 

({a*-5bV)'°)"({a*-5bV) 

rf 

38. 

((rVf - 8sV)' j ((rVr 

- 8s 

v>T 


trimestre durante un periodo de 2 anos? ^Conviene mas 
hacer la inversion durante el mismo periodo si la tasa de 
interes compuesto que se ofrece es de 10% anual? 


40. Ignacio quiere invertir su dinero durante un ano, pero no 
sabe que le conviene mas, as! que se plantea la siguiente 
pregunta: ^que conviene mas, invertir al 20% trimestral 
reinvirtiendo los intereses, o invertir al 95% anual? 

41. ^Cual es el redito que se obtendra al invertir un capital 
de $1,000 a una tasa de interes compuesto de 3% al cua- 


42. Si se invierten $10,000 a un interes compuesto de 2% bi¬ 
mestral, £cual sera el capital al cabo de tres anos? 

43. Julian dene $15,000 que invierte de la siguiente mane- 
ra: $10,000 a un interns compuesto trimestral de 4% y 
$5,000 a un interes compuesto semestral de 7%, ambos 
por un periodo de dos anos. 
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a. (,Cual sera su capital final? 


47. <Cual de las dos opciones ofrece un mayor rendimiento?: 


b. ^Le convendria mas invertir los $15,000 a un in teres 
compuesto semestral de 7% durante el mismo periodo 
de dos afios? 


a. Invertir el capital a una tasa de interes compuesto de 
2% bimestral durante cuatro anos. 


b. Invertir el capital a una tasa de interes compuesto de 
3% trimestral durante cuatro anos. 


44. iQue rendimiento produce invertir $125,000 a un interes 
compuesto de 2.5% cuatrimestral, invertido durante un 
periodo de seis anos? 


48. Magdalena decide invertir $10,000 a un interes compues¬ 
to de 1% mensual. £,Cual sera el capital de Magdalena al 
cabo de tres anos? 


45. Calcula el capital que se tendra despues de cinco anos in- 
virtiendo $1,200 de la siguiente manera: los primeros tres 
anos a un interes compuesto de 2% bimestral; al finalizar 
este plazo, el capital total se invierte a un interes compues¬ 
to de 3% bimestral. 


49. Julio quiere comprar un automovil cuyo costo es de 
$26,500, pero s61o cuenta con $23,000. Sabe que en un 
ano el precio del automovil aumenta un 10%, que pue- 
de invertir su dinero al 4% de interes compuesto se¬ 
mestral y que en dos anos recibira $3,000 que presto 
a un hermano sin cobrarle intereses. ^Podra comprar 
el auto en dos anos? 


46. Armando quiere comprar un refrigerador cuyo costo es 
de $2,500, pero solo tiene $1,600. Decide invertir su di¬ 
nero por un periodo de cuatro anos a una tasa de interes 
compuesto de 5% semestral. Suponiendo que el costo del 
refrigerador aumenta 6% cada afio, £le alcanzara para 
comprar el refrigerador al cabo de los cuatro anos? 


6.4 POTENCIA DE UN PRODUCTO 

Si se triplica la longitud de los lados de un cubo, <,por cuanto se multiplica su 
volumen? 

Solution: Llamemos y a la longitud del lado del cubo, entonces su volu¬ 
men es: 


V=y\ 

Al triplicar la longitud del lado del cubo, el volumen es: 


V = (3 yf = (3y)(3y)(3y) = (3)(3)(3)yyy = 3 3 / = 21 y\ 


Asf,el volumen del cubo original hay que multiplicarlo por 3 3 , es decir, por 
27. Observa que el exponente actua en cada factor. 

Veamos el caso general, 


n veces n veces n veces 



Ley de los exponentes para la potencia de un producto 

Para cualesquiera ay b numeros reales y n un numero entero positivo: 


(ab) n =a"b\ 


Esta ley tambien se aplica cuando las bases son dos variables (veanse las 
leyes de los exponentes en el capftulo 3, section 3.5). 

“ EJEMPLOS 

1. Comprobar la ley de los exponentes para la potencia de un producto con 
a = 5,b = 4y n =2. 
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Solution: Efectuamos primero el producto y despues calculamos la po- 
tencia: 


(5 x 4) 2 = 20 2 = 400. 


Distribuimos el exponente en cada factor y despues efectuamos la multi¬ 
plication: 


(5 x 4) 2 = 5 2 x 4 2 = 25 x 16 = 400. 

1 Simplificar (~8) 3 . 

Solution: Escribimos —8 como (-1)8: 


(-8) 3 = ((-1)8) 3 = (-1) 3 8 3 = (-1)512 = -512. 


Observacion: 

Cuando se multiplica (-1) por si mismo un numero par de veces, el resul- 
tado es 1, y cuando se multiplica un numero impar de veces, el resultado es 
-1, asi que si un numero negativo se eleva a una potencia par, el resultado 
es positivo, y si se eleva a una potencia impar, el resultado es negativo. 
Tener en cuenta esta observacion ahorra mucho trabajo. 

3. Simplificar (|x 2 y 3 ) 2 . 

Solution: 



4. Simplificar (-x 4 z) 3 . 

Solution: 


(~x‘zf .(-x‘)‘z’.-x»z'. 


5. Simplificar 5a(3a 2 b 6 f. 


Solution: 


5a(3a 2 b 6 f = (5a)(3 3 )(a 2 )> 6 ) 3 =135 a 2 b'\ 


6. Simplificar |(x 3 -l) 2 (y 2 + 3) 5 j . 


Solution: 



Advertencia: 

Las potencias no se distribuyen en una suma; por ejemplo, 


(2 + 3) 2 =5 2 = 25; 


en cambio. 


2 2 +3 2 =4 + 9 = 13. 


m 
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6.4.1 Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 42, simplified las expresiones dadas. 


L 


15. 

(-c'ffic'S) 

29. 

(-2a 2 ) 3 (-2a 2 f 

2. 

(-la 2 f 

16. 

(cv)v*r 

32 

30. 

(0.1 aVc 7 )\abcf 

3. 

(~8k 9 ) 2 

17. 

{-‘71 

3L 

mm 

4 

-1.5(6fc 5 ) 2 

18. 

(lOcW 1 ) 6 

64 

32. 

-Km 

5. 

-12 (a 2 fc) 5 

19. 


33. 

) 

6. 

1M 4 

20. 

7(iVV 4 f 

34 

2a* (a 6 bc 2 ) 3 (b > c 1 d 2 ) 2 

7. 


21. 

(5 a*b l0 c' 2 d) 4 

35. 

6 (r 4 S 6 r) n 8(r S V) 7 

8. 

-7(rV/ 

22. 

(la(bc) 9 d*) 

36. 

(rs 3 f ) ? (rs 3 f ) 4 (rs 3 / )* 

9. 

{-*1 

23. 

(rW 9 ) 7 

14 

37. 

((x 3 + 7jr-4) 6 (z 4 -z 2 + 13) 8 ) 2 

10. 

(0.5 ab*)* 

24 

5 a s (a 2 b*f(a 5 b 3 ) < ‘ 

38. 


11. 

1 A^c) 1 

25. 

V(-«V)'(>V)' 

39. 

((25W 11 +47z 15 ) 6 (32wV -5l)' 2 ) 19 

12. 

(6aV)\yf 

26. 

(i.uVV 6 ) 2 

40. 

((l8a 2 6 3 -21ac 4 ) U (45e 2 d) U j 

13. 


27. 

(3 a 2 c 2 ) 3 (-a 9 b*) 6 

4L 

((2c 8 -5c 5 -7c 4 )‘°(l2c 6 d 7 + 18cV 

14 

(- cd ) 7 (2 ce) 

28. 

12aV(2a i0 b i, c) 3 

42. 

((20x 5 y 2 -17jt 4 z 5 ) 9 (3rV + rV))' 


43. Si se duplica la longitud de los lados de un cubo, ^por cuanto se multiplica su volumen? 

44 Si se multiplica por 5 la longitud de los lados de un cubo, £por cuanto se multiplica su volumen? 


-- 6.5 Division de monomios _ 

Monomio es el producto de un ... ■ ... , , , 

numero por potencias enteras Encontrar la altura de un pnsma rectangular si tiene un volumen de 4 jc me- 

de una o varias variables. tros cubicos y el area de la base mide 2x 2 metros cuadrados. 

Solucion: Para encontrar la altura del prisma recordamos que el volu¬ 
men de un prisma se calcula como: 

volumen = area de la base X altura. 

Despejamos la altura: 

volumen 

altUra = area de la base' 

Sustituimos los valores del volumen y el area de la base: 

altura = 

2x 2 
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Para dividir estos monomios utilizamos la propiedad de cancelacion de la 
division, asf: 

4x } 4x i x 2 3 
lx 1 lx 1 

Por tanto, la altura del prisma mide 2x > metros. 

Comprobatioiu 

area de la base x altura = lx 2 (2x 3 ) = 4x ! . 

Recuerda que cuando tenemos una fraction, podemos simplificarla can cel an- 
do los factores comunes en el numerador y en el denominador, a si: 

80 _ 5x16 _ 16. 

35 5x7 7’ 

aquf hemos utilizado la propiedad de cancelacion en la division. 

Propiedad de cancelacion en la division 

Para cualesquiera numeros reales a,byc, tales que b # 0, c #0, 

ac _ a 
be b 


Podemos dividir monomios utilizando la misma propiedad de cancelacion, 
asf: 


x 

x 


3 

2 


XX 


= X. 


Cociente de potencias 

Para cualquier numero real b± 0 y cualesquiera numeros enteros positivos myn: 
• Si m > n, entonces: 



• Si m<n, entonces: 

b m 1 
b n b n ~ M 


• Si m = n, entonces: 



Estos resultados tambien son valid os para potencias de variables. 


" E3EMPL0S 

Y 6 

L Simplificar —j-. 

x 

Solution: 


x 


= X 


X 
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2. Simplificar 

a 

Solucion: 


3. Simplificar 


12x 3 y*z 2 
20 x 3 yz 2 ' 


Solucion: 


a 



1 


a 


9-5 


1 


a 


4 ■ 


llx'/z 1 3 /~‘ 3 / 

20 x 3 yz 1 ~ 5 z 1 - 1 ~ 5 z s ‘ 

(2b 5 c*) 1 
4 Simplificar . 

Solucion: 


(2bV) 3 8fiV 2 = fiV 

16fi‘°c 8 16fi'V 2 ' 


6.5.1 Ejerddos 


Simplified las siguientes expresiones. 
-60 


12 

24 

14 

025 

1.5 


4 -* 

64 


(15) 3 




7. — 


.20 


9. 


10 . 


11 . 


12 . 


13. 


14 


15. 


16. 


8 

a 

17. 

7 rV 

25. 

4 10 7 8 

4a: y z 

K) 4 

42rV 

24x 3 /z 3 

26y w 

13/ 

18. 

(5c*d)d 2 

15 {cdf 

26. 

(-8 aWd 3 )* 
-16a 4 fc 5 c 9 d 10 

5x 8 

19. 

-12 a* 

27. 

56h' 15 x 4 /z 17 

20x" 

aV 

(2h- s ^z 4 ) 4 

24z 6 

20. 

81 aV 

28. 

24A 2 (3*V) 3 

4Z 10 

9a'°b 2 

(4xy) 2 (-3/) 4 

(3c)‘ 

(3c) 3 

21. 

(2w 3 z*) 3 
(81vz 5 ) 2 

29. 

(l5aV) 2 (a 9 c 4 ) 5 

(l2aW*j* 

M 1 

22. 

lljr“/ 7 z* 

30. 

(2r 5 s 7 / 3 ) 5 (6rs 8 i) 4 

(-9df 

44x 7 z 13 

(9rsf 6 ) (4r 10 sl) 3 

aV 

23. 

-35 a*b 2 c 

3L 

(ll/z 9 ) 2 (l0x/z) 2 

aV 

5a s b 2 

66X 15 / 4 (55/z 12 ) 

45 x 6 / 

24. 

75c V 5 /" 

32. 

12t 3 (-a 5 6 3 c 6 ) ac 8 

-25 x 9 / 

(ScdVf 

132 (a 2 b 2 ) 3 (~b 2 c) 3 


8 . 
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(c 2 d 4 )* (ce 3 ) ? (3cde f 
(W u e 6 ) 2 (cV) 6 
45(2xVz 5 ) 4 (l0 J rVz 9 ) 3 
(8x/) 3 (5xVz’) 3 (6/z) 3 

(6r 4 s 7 / 3 ) 2 (7r 3 /) 2 (9s 8 r 6 ) 2 

(2*yz 6 ) 5 (7*y) 4 (4,y* 3 ) 3 

( 14 x j >- 3 z ) 3 ( 8 / z 3 ) 4 

10a(3fl 2 fc 8 )(aV ) (l8a 3 fcc 4 ) 
(6a 4 fc 7 ) 2 (5fcV) 3 (a*c) 


* (9c 4 rfV) 4 (ScVe) 3 (l2c^) 3 

‘ (3c 2 rf 3 e 2 ) 7 (20cVe 3 ) 3 (l5cVe 2 ) 2 
. (I6*yz 7 ) 3 (75,yz’) 4 (2 y / 
(30^'yz 8 ) 3 (40xV 4 z 4 ) 4 
(Sh-YV/^Vz 9 ) 7 
4 "' (l8H- 7 z 5 ) 4 (2xyz 8 ) 6 (5H-Vz 9 ) 

(5aVc ltt d 17 ) 5 (42a ,6 6 6 c 26 ) 6 (8a 3 cV) 12 
(35a n b u c 16 ) 4 (ASa'bW) 1 

(4rV 2 f 15 ) a (21z,V) 13 (W/) 5 

(6rW 8 ) ,, (28rV‘) 6 (l4rVV) 9 


6.6 Grado de un polinomio 

El grado de una variable en un monom io es el exponente al que esta elevada la va¬ 
riable en el monomio. El gnulo de un monomio es la suma de los grados de todas 
sus variables. Si un monomio es un mirnero distinto de 0 entonces su grado es 0. 

" EJEMPLOS 

L Encontrar el grado de * xVz 6 . 

Solucion: 

El grado de x es 5. 

El grado de y es 3. 

El grado de z es 6. 

Asi que el grado de jx i y i z i es 5 + 3 + 6 = 14. 

2. Encontrar el grado del monomio 30 4 . 

Solucion: Como 30 4 es un numero, el grado de 30 4 es 0. 


El grado de un polinomio es el mayor de los grados de sus terminos, despues 
de haber simplificado. 


" EJEMPLOS 

L Encontrar el grado de 5 a*b 2 c + 20 ab*c 3 - 30. 

Solucion: 

El grado de 5a i b 1 c es 6. 

El grado de 20 ab*c i es 8. 

El grado de 30 es 0. 

Por tanto, el grado del polinomio es 8. 

2. Encontrar el grado de 3(2x 2 y + 5)-6x 2 y-xy+l. 
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Solution: Primero simplificamos el polinomio: 

3(2x 2 y + 5) - 6x 2 y - xy +1 = -xy +16. 

El grado de —xy +16 es 2, as! que el grado del polinomio original tambien 
es 2. 

_D 

Un polinomio se puede escribir en orden descendente o ascendente respecto 
a una de sus variables. Esto simplifica muchas veces las operaciones con poli¬ 
nomios. 


■ EJEMPLOS 

L Escribir en orden ascendente el polinomio 
5y 3 - 8y 5 + 43 + 20y 7 -1 ly- 2y 4 . 

Solution : Ordenamos los terminos de menor a mayor segun su grado, asf: 
43-lly + 5y J -2/ -8/ + 20y 7 . 

2. Escribir en orden descendente el polinomio 
4 w 3 z s + 32 wz 1 -14 iv 8 -21w 2 z 3 + 45w 6 z 
con respecto a cada una de las variables. 

Solution : Debemos ordenar los terminos del polinomio de mayor a me¬ 
nor respecto a cada variable. 

Respecto a la variable w tenemos 

-14»v 8 + 45 w 6 z + 4*v 3 z 5 - 21»v 2 z 3 + 32»vz 7 . 

Respecto a la variable z: 

32 wz 2 + 4w 3 z 3 -21 w 2 z 3 + 45w 6 z-14»v 8 . 


6.6.1 Ejerddos 


Encuentra el grado de cada variable en cada monomio y despues encuentra el grado del monomio. 
L \a% 2 c 5. 6.9 a 3 bc 

2. jicd 3 6. 245or 

3. -5j 7. -18;r 2 yz 4 

4 -(|) 3 8. mcd*ef s 

Simplifica cada expresidn y despues encuentra su grado. 


9. x i y i z\» i 

10. -35rst 

11. -0.5/yV 

12. 66c'W 


17. [±x 6 y 3 z 2 )* 

18. (7 rY)(±s'Y) 

19. (12* 2 yY) 2 (-j*V) 3 

20. (k 

21 (x 3 y 3 z 3 ) 2 -{x 2 y 2 z 2 ) 3 


rVV) 3 


22. (-2 a 3 bc*) 3 (a 2 b 3 c)* 

23. (3cW) 4 

24 (aV )(a 5 6 3 c 7 ) 

25. {5a 2 b 2 c 2 ) 3 -{a 3 b 3 c 3 f 


26. 


72r 14 s 20 r 4 iv 7 

-36r 7 rV 


27. 


13. ±r a s 6 t n u* 

14 ^aVcV 

15. 9 r x m y l3 z i9 

16. -jcW/ 12 

35a s b n c 8 
42a'V°c 5 

(xy^lxVz ' 0 ) 4 

(4SxV^X^W 1 ) 

(4 fl Vc 12 ) 4 (S a W) 3 

(l5a 3 6 10 c 15 ) 3 (-2a 2 fcc) 8 

^xy^fiixW) 3 

I 10 12 7\ 3 / 0 4 5 9V 

(-21* y z ){2x y z ) 
(- a VcV 2 )" , (8c 7 <* 22 ) 3 
(66 ,4 d' 5 ) 4 ( a W 5 ) 5 


28. 


30. 


3L 
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Encuentra el grado de cada polinomio. 

32. |/-9y + ll 

33. -5b* - 10b 2 + y(lO b 2 - 4b - 2) 

34 12 -8x- 5(2- 4x) 

35. 6z 4 -7z 2 +5z 2 -3(2z 4 + 7z 3 ) 


36. 8w 2 + 5»v 3 -2(4w 2 -5 *v)-3h’ 

37. 5/+3* 5 -8(2/-3)-6jc 3 

38. 4(6_y 9 -3/ + 2y 3 -l)-12/ + 3y 

39. »v 8 -w' 2 +5(»v 8 -2IV 10 )-7m' 10 -w 


40. IOjc 7 + 5(3x 5 - 2x 7 )- 6(x 5 -3x 4 ) + 3(-3 jc 5 - 2jc 3 ) + 11 
4L 8 (z a - 5z 9 + 14z 8 )- 7(z‘ 2 - 4z 17 + 8z 8 )+ z 15 - z 12 - 6z + 3 

42. 25/ - 20/ + 11/ - 2 ( 3 / - lOy )-5(/ -4/ + 5/) 

43. 35w 12 + 9(8/ + 6>v 4 +2w> 2 +10)- 6(w 12 + 12»v 8 + w 2 ) 

44 6(2x 8 -5/ - 3/)- 4(3/ - lx - 4x‘ + 5)+ 2(x 7 + x 6 ) 

45. 15 +6 y* - 8(7- 4/ + 3 /)-(y-12 y* +5y > )+7y 3 

46. 16z 2 + llz 5 + 2(z + z 3 -z 7 )- 8(z 2 + z 5 - z)- 3(z +1) 


Ordenalos siguientes polinomios en orden descendente. 


47. 24/ - 31/ +13 y- 51/ -19 

48. 13»v 5 + lw -9w 2 - 10iv 3 +19 


49. -15^*° + 2\w-5w 2 - 88tv 9 + 32*- 3 

50. 47z-121 + 53z 10 + 2z 4 + 20z 5 -z 12 


5L 6jc 7 -28.r 9 + 3x 4 -6x 5 +22x 3 +/ -lx+ 23 

52. -13y 5 - 29 y - 37 y 9 - 93 / - 57 - 86y 14 - 45/ - 68/ 1 

53. 8z 5 -4z 2 + 6(z 7 + z+ 2)- 3(z 14 - z 11 + z 7 ) 


Ordena los siguientes polinomios en orden ascenderue de acuerdo con la variable que se indique. 


54 36xyV + 2\x*y + 13x 2 /z - llx s z 2 - 9y 6 / - 8x 7 /z 4 + 49 con respecto a x. 
55. 6x> ,? - 8x *y ! + 3x 3 y - 2x 2 y 3 - Ixy 2 con respecto a y. 



57. T&ab* - lla 5 b 8 - 6abe + 10a*b 2 c con respecto a b. 

Construye el polinomio que se indica. 

58. Un monomio de grado 6 con tres variables. 

59. Un monomio de grado 12 con cuatro variables. 

6('. Un binomio de grado 2 con dos variables. 

61. Un binomio de grado 5 con una variable. 

62. Un trinomio de grado 9 con tres variables. 

63. Un polinomio de grado 10 con dos variables y cuatro terminos. 
64 Un polinomio de grado 4 con una variable y cinco terminos. 

65. Un polinomio de grado 3 con tres variables y seis terminos. 


6.7 Suma y resta de polinomios 


Encontrar el perfmetro de un cuadrilatero cuyos lados miden Ax- 6,2x 2 -2, 
5x-3,x 2 +3. 
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Solution: 


5x-3 



Para encontrar el perfmetro del poligono se suman las longitudes de sus 
lad os. 


Perimetro = (4.r-6)+ (2* 2 -2) + (5x-3)+(x 2 + 3). 
Simplificamos sumando los terminos semej antes: 

Perimetro = (4 jc-6)+(2x 2 -2) + (5jc-3) + (x 2 +3) 
= (2x 2 +x 2 )+(4x+5x)+(-6-2-3 + 3) 
= 3x 2 + 9x-8. 


i,Cual es el valor del perimetro del cuadrilatero si x = 2? 

Evaluamos el polinomio cuando x = 2: 

Perimetro = 3(2 2 ) + 9(2)- 8 = 22. 

Regia para sumar polinomios 

Para sumar dos polinomios se escribe uno a continuation del otro con sus res- 
pectivos signos, se agrupan los terminos semejantes y se reduce. 


Ejemplo 

• Sumar 4 a 2 -10 ab + 6b 2 y -3a 2 + 5 a 2 b -11 b 2 -ab. 

Solution: Simplificamos sumando los terminos semejantes: 

(4a 2 -10ab + 6b 2 ) + (-3a 2 +5a 2 b-Ub 2 -ab) = 

(4a 2 -3a 2 ) + (-10ab-ab) + (6b 2 -11 b 2 ) + 5a l b = a 2 -llab-5b 2 + 5a 2 b. 

Podemos tambien alinear verticalmente los terminos semejantes y 
despues sumar: 


4a 2 - lOab + 6 b 2 
-3a 2 - ab-llb 2 +5a 2 b 
a 2 - llab- 5b 2 + 5a 2 b. 


El opuesto o simetrico de un polinomio 

El opuesto o simetrico de un polinomio es el polinomio que se obtiene al cam- 
biar el signo de cada uno de sus terminos. 
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Ejemplo 

• Encontrar el opuesto del polinomio 17z 5 -3z 3 + 10z 2 -23z-31. 

Solution: Para encontrar el opuesto del polinomio, cambiamos el 
signo de cada t&mino; es decir, 


-17z 5 + 3z 3 - 10z 2 + 23z + 31. 


Regia para restar polinomios 

La resta de polinomios es parecido a la resta de numeros reales. Para restar un 
polinomio se suma su opuesto. 

Ejemplo 

• Restar 5x 3 + x 2 y - Ixy 2 +12 menos 6x 3 - 9 xy 2 + 8x -10. 

Solution: Debemos sumar 5 Jtr 3 + x 2 y - Ixy 1 +12 con el opuesto de 
6x 3 - 9xy 2 + 8x -10: 


(5x 3 + x 2 y - Ixy 2 + 12) - (6X 3 - 9xy 2 + 8x -10)= 
5x 3 + x 2 y - Ixy 2 +l2-6x 3 + 9xy 2 - 8x + 10 = 
(5x 3 -6x 3 ) +(x 2 y)+(-7xy 2 + 9xy 2 ) + (-8x) + (12 +10)= 

- x 3 + x 2 y+2xy 2 -8x + 22. 


Tambien podemos alinear verticalmente los terminos semejantes 




-x 3 + x 2 y + 2xy 2 -&x + 22 



En cada ejercicio suma los polinomios. 
L 12x 2 -18x + 7;6x 3 -9x 2 -5x-19 

2. z* -8z 3 + 2;3z 4 + 8z 3 -5z 2 + z 


5. cd + 3c V - led 3 ; 5c*d- c 2 d 2 - 2c 

6. 15 y 6 - 8 y 3 + 2y 3 ; 13y 6 + 4y ! - 5y 3 


3. 8w> 2 -5^ + y 3 -4;7w 2 - lOwy-8/ 

4 4a 3 b-7ab 2 ;-6a 3 b + ab 2 -b 2 


7. 7 + 5z 6 +10z 7 + 14z 9 +(9 + 12z 7 +8z 9 ) 

8. 16c 8 + 23c-19 +(27c 8 -2c 6 -3c 3 ) 


9. 4x* + x 3 y - 8 x 2 y 2 + 3xy 5 ; 5x 3 -4x 4 +6x 3 y-2x 2 y 2 +1 
10. 7 z 3 - 3 wz 2 -4h’ 2 z + h' 3 ;-5z 3 -11h'z 2 -12h ,2 z + 9h' 3 -8 
1L 5x 7 - 42x 3 + x 2 - 16; 25x 6 + 43x 4 - 2x 

12. a 2 + 2ab +b 2 ;a 2 -2ab + b 2 \a 2 -b 2 

13. 4m 3 + 7m 4 n-9m 3 n 2 ;-2m 3 n 2 -m 2 n 3 + 10m 4 n +8n 5 ;-3m 5 + Sm 2 n 3 -6mn 4 -8n 3 

14 a 6 - 6a 3 + 4a 3 +10;3a 6 + 5a 4 - 7a 3 + a 2 - 2; 9a 5 - 4a 4 - 2 a 3 - 6a 2 - 8a -12; -2a 6 + a 2 -1 
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En coda ejercicio encuentra la resta del primer polinomio menos el segundo. 

15. 8a - 4b - 7; 9a + 4b - 6 

16. 4c- 9d+ e\2c + d - 3e 

17. r 3 - s 2 ; r 3 - 3rs - s 2 

18. a - lab + b 2 ; a 2 - b 2 

19. 7x 3 - 4 y 3 + 5z 3 ; 6x 3 + 9 y 3 - 7z 2 
2a 8a 3 - 2x - 4; 6a 3 - 5 jt + 3 

2L 15* 7 / -18* 3 / + 2lx*y" + 5;7x 7 y* - 14x s y 9 +21x*y" +xy u 

22. 7 a 2 -5 ab + 2b 1 -9 ac + 12bc-4c 2 ; 4 a 1 - 6ab + 2b 2 - 8ac +15 be - 2c 2 

23. 2 &m 6 n*p 3 + 35m 3 n 3 p 2 - \7m 2 n 1 p 2 ,28m i n*p 3 + 35m ! n 3 p 2 -16 m 2 n 2 p 2 +8mn 2 p 
24 19 r 3 sV -3lAV - 26irV 2 - 10rY 4 -45;32rV/ 4 + 10r 5 s 4 f 8 - 29i-V 4 + 68 

25. -47a Vc* - 72 a 3 b 3 c 3 - 80aVc'° - 54a 1 'fc; 74 a*b 6 c* + 27aVc 3 + 8aVc 10 + 45a 1 

26. jcVzV 1 + 64jtVV + 35^ 7 z 3 w n + 48A;43-tVz 6 w" + 19jr’VV + 35 x 14 z 3 h-" 

En cada ejercicio realiza las operaciones indieadas. 

27. 8fc-[l3fc-(6fc-(7fc-9fc))] 

28. 6a + 4ft+3c-(fc-2c)-[2a-(fc+c)] 

29. ^ + (y-z)-[(3x-2y) + z] + [x-(^-2z)] 

30. (a-b)-(b + c-d) + (b + c-d)+(2J}-a) 


En los ejercicios 31 a 33, traduce cada problema al lenguaje algebraico. Despuis simplifica la expresion 
algebraica que obtuviste. 

3L Cuatro veces la diferencia de 11 menos 2z, menos el triple 
de la resta de 10 menos z. 


32. El triple de la suma de 5 y x, mas el doble de la diferencia 
de 3x menos 4. 

33. Un mimero de cuatro digitos satisface lo siguiente: si al d i- 
gito de las decenas menos el de las unidades se le agrega la 
suma del dfgito de las centenas mas el de los millares mas 
el de las unidades,a lo obtenido se le resta la diferencia del 
digito de las decenas menos el de los millares y finalmente 
se resta la diferencia del dfgito de las centenas menos el de 
las decenas, el resultado es 8. 

34 Pepe tiene en total 11 sobrinos, jugando con el mimero de 
ninos y ninas, puede escribir una ecuacion: tres veces el nu- 


mero de ninos, menos la diferencia del mimero de ninas 
menos el de ninos mas el doble del numero de ninos es igual 
a 3. ^Cuantas sobrinas y cuantos sobrinos tiene Pepe? 

35. Un numero de cinco digitos es tal que cada uno de ellos es 
una unidad mayor que el que esta a su derecha. Ademas, 
el digito de las unidades mas dos veces el de las decenas 
menos tres veces el de las centenas mas cuatro veces el de 
los millares menos cinco veces el de las decenas de miliar 
es igual a —15. Encuentra dicho mimero. 

36. Cinco numeros enteros consecutivos satisfacen la siguien¬ 
te igualdad: el ultimo mas el primero mas el cuarto menos 
el tercero, es igual al quinto mas el cuarto mis el primero 
menos el tercero. Encuentra dichos numeros. 


6.8 Propucto de un polinomio por un monomio 

Encontrar el area del rectangulo cuyos lados miden x y x + 5. 

Solucion: Encontrar el area del rectangulo es equivalente a sumar las 
areas de los dos rectangulos pequenos. 

x 5 


x 


X + 5 

Figura 6.2 
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Utilizamos la propiedad distributiva y las leyes de los exponentes: 

x(x + 5) = Jt(x) + 5x = x 2 + 5x. 

Tambien se puede escribir verticalmente 

jc + 5 

X X 

x 1 +5x 


Observa que se multiplica cada termino del polinomio por el monomio. 
Asf, el area del rectangulo es: 


x 1 + 5x. 

^Cuanto vale el area del rectangulo si x = 3? 

Evaluamos el polinomio cuando x = 3: 

Area = 3 2 +5(3) = 24. 

Producto de un monomio por un polinomio 

Para multiplicar un monomio por un polinomio se multiplica cada termino del 
polinomio por el monomio. 


" EJEMPLOS 

L Multiplicar -la[3a 2 -5a + 6). 

Solution: 

-7a(3a 2 -5a + 6) = -7a(3u 2 )- 7a(-5a)- 7a(6) 

= -21a 3 +35a 2 - 42a. 

En forma vertical: 

3a 2 - 5a + 6 
x -7 a 

- 21a J + 35a 2 - 42a 

2. Multiplicar 8x 2 y(5x 2 -4 xy+ y 2 -3). 

Solution: 

Sx 2 y(5x 2 -4xy + y 2 - 3) = &x 2 y[5x 2 )+ 8 x 2 y(-ixy) + &x 2 y(y 2 )+8x 2 y(-3) 
= 40x 4 y - 32x 3 y 2 + 8x 2 / - 24x 2 y. 

En forma vertical: 

5x 2 - 4xy + y 2 -3 
x 8x 2 y 


40x J y-32jc 3 y 2 + 8 x 2 y* - 24 x 2 y 
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3. Resolver la ecuacion |(8-12x 2 )-3x(6-2x) = -32. 

Solucidiu Efectuamos las operaciones indicadas y despejamos x. 

|(8-m 2 )-3x(6-2x) = -32 

4 - 6x 2 - 18jc + 6x 2 = -32 
4 -18* = -32 
-18* = -32 - 4 
-36 

* = -18 

x = 2. 

La solution es x — 2. 

Comprobaciotv 

1(8 -12(2)=) -3(2)(6 -2(2)), (4 -24)_6(2) - -32. 


6.8.1 Ejerddos 


Efectua los siguientes productos. 

L c(6-2c) 4 -2z(z-7) 

2. (2/+8)5 5. -3b(b 3 -4b) 

3. 5st [s 2 + 2st +1 2 ) 6. (or 2 -*y 2 )(-* 3 ) 

13. I2xy 2 (3x 2 y + 5xy 2 + 6xy+x + y) 

14 (x 3 -4x 2 y + 5xy-2y 3 )2x 

15. -9c 3 d(5c* +c 3 d 2 -6cd 5 -3) 

16. 3r 2 s 2 (2r s s - 6 r 3 s 2 + 3r V - 8 rs 7 -1 ) 

17. \ ab 3 c(a 3 - b 3 - 4ab 2 - 2ac 3 + c) 

18. $ s Y(2± s * t -l s 3 , 3 + l-y + i) 

19. (w 2 z 2 -2aw 2 z + w*-2wz 2 )(-7al) 


7. (2d 2 + 5d-l)8d 10. -4a(a 2 -\ab-3b 2 ) 

8. 6x(x 3 + 4x 2 -7) 1L (8c 3 -4c 2 -16)^c 

9. 6d[ld 3 -5d 2 +2) 12. ~4a 2 (9a 3 - f a 4 + |a) 

20. 5*y(* 4 -4* 3 y + 6*y-4*/ + >- 4 ) 

21. (-2xy 2 ) 2 (l-jr 2 -y 2 -z* +z 6 ) 

22. (3a 3 + 2a 2 fc 2 + bob 3 + 96 3 )(3al> 2 c) 3 

23. (5r 3 S + 8s 7 -7rV+r 3 S V)(- S / 2 ) 5 

24. (4m' 4 z 6 ) 3 (w 3 -h' 3 z 3 + h' 2 z 4 -h’z 6 ) 


25. jaV(faV-|-aV+^a 3 ) 

26. ^Vz 3 OV/z»-^h- 7 /) 


Efectua las siguientes multiplicaciones utilizando la forma vertical. 

* 2 - 3* +1 2c 3 d 2 + c 2 d 2 + 3cd - 9 

27. 29. 

x 4x x -3 cd 


by 3 -7y 2 -4y+2 
x -2 y 


8r 4 + 3r 2 s - 2rs 2 - s 
: 5r 2 
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a*b - 3a b 2 - 5a 2 b 3 - 4 ab* - 7 
3L , 

x 6 a 2 b 

5jr 3 y 3 - 7x 2 y + xf - 3xy - 10 
x_ lx*y 2 

Efectua las operaciones indicadas y simplificalas. 

35. 3a(4-a)-4a(a + 6) 

36. -4b(b 2 -4)+5b 2 (3 + b) 

37. 6*(jt 2 -2)+2x 2 (7-3x + 2x 2 ) 

38. 4d(d 2 +d+l)-2d 2 (2d-3) + 5 


33. 


34. 


4r 2 f 5 + rs 3 - 8s 4 ; 2 - 5 r 3 st 6 +12 
: -2s 3 / 2 


x 4 + 4 x 3 y + 6x 2 y 2 + 4x/ + y* 
c 8x 3 / 


39. w 3 (2w 4 +5w i )-2w(w i -6w 2 -w) 

40. 2z 2 (5z 4 + 8z 3 -z)+z 4 (l0z 2 -6z) 

41. y s (ly 3 - / + 1) + 2j- 2 (4/ -1) 

42. 9a 6 + 6a 4 (4a 3 - 5a 2 + 8a)-35a 5 


43. -3z 2 (8z 4 - llz 7 + 3)-5z 3 (7z 3 + 19z 6 + 4) 

44 9x 3 / (lOxV + 4xV + 5xV)+ 2 x 2 y(x 3 y* - 6x 3 / - 7xV°) 

45. ^a 1 b 3 c 2 [-8a s bc , - 11 a 6 b s c 2 - 3)- 4a' > b*c[6a 3 c* - 7 a*b*c 3 + 2 ) 

46. 12jcVz 8 (3h>Vz 7 + 5/z 3 - 4)+5w 2 x > y(l0x 2 y s z ts - 7w 3 x 1 y 2 z i ) 


Resuelve las siguientes ecuaciones. 

47. x(x + 1)-2x=x 2 -5(x+3) + 5 

48. 2y 2 +4(y-5)= 3y(y-6)-y(y+2) 

49. 4c(c-3)+3(5-c 2 ) = c(c-10)-3 

50. 9(d 2 -d)-3d(3d+2) = 18 

55. Encuentra tres numeros enteros consecutivos tales que el 
producto del primero por el segundo sea igual a la dife- 
rencia del producto del primero por el tercero menos 10. 

5f Encuentra tres numeros enteros consecutivos pares tales 
que el producto del primero por el tercero sea igual al pro¬ 
ducto del primero por el segundo. mas 16. 

57. Un trapecio esta formado por un cuadrado y dos triangu- 
bs rectangulos. En cada uno de los triangulos, el cateto 
que forma parte de la base mayor del trapecio es 5 unida- 
des menor que el otro cateto. 


51. 8(z + 4)-6(2-z)=2z 

52. 4x(6x-9) + 8=8x(3x-8) 

1 . 45y 2 + 23y-22 =9y(5y + 2) + 23 
l. -lw(lw + 2) = -49w 2 -4(2^ +15) 

a. <Cual es el area del trapecio? Simplifica tu respuesta. 

b. iCudl es el drea del trapecio si el lado del cuadrado 
mide 9 unidades? 

58. Dos drculos concentricos son bases de dos cilindros cir- 
culares rectos; el pequeno tiene radio 5 cm menor que el 
grande y am bos cilindros tienen una altura igual a h centi¬ 
metres. Escribe el volumen de la region que se encuentra 
dentro del cilindro grande y fuera del chico como el pro¬ 
ducto de un monomio por un polinomio. 


6.9 Multiplicacion de polinomios 

Encontrar cuatro numeros enteros consecutivos tales que 2 mas el producto 
del primero por el segundo es igual al producto de los otros dos. 

Solution: Llamemos n,/j + l,/i + 2yn + 3alos cuatro enteros consecu¬ 
tivos. 

Planteamos la ecuacion: 


2 + n (n + 1) = (n + 2)(n + 3). 


(6.3) 
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Para resolver esta ecuacion debemos realizar los productos indicados. Para 
hacer (n + 2)(n + 3) utilizamos la ley distributiva: 

(n + 2)(n + 3) = n {n + 3)+2 (n + 3) = n 2 + 3n + 2n + 6. 

Sustituimos este resultado en la ecuacion (6.3) y la resolvemos 

n{n + 1) + 2 = (n + 2)(n + 3) 
n 2 + n + 2 = n 2 +5n + 6 
n + 2 = 5n+6 
2-6 = 5 n-n 
-4 = 4 n 
-1 = n. 

De donde los numeros son: -1,0,1,2. 

Comprobaciotv 

Sin = -l,n + l=0,n + 2= lyn + 3 = 2, entonces 

n(n + l) + 2 = (-l)(0) + 2 = 2l 
(n + 2)(n + 3) = (l)(2) = 2j ’ 


asi, 


n(n +1) + 2 = (n + 2)(n + 3). 

A1 multiplicar un polinomio por un monomio, utilizamos la propiedad dis¬ 
tributiva y multiplicamos cada termino del polinomio por el monomio; por 
ejemplo, 


3x(x 2 + lx + 2) = 3x (x 2 )+3x ( 7x) + 3x(2) = 3x 3 + 2lx 2 + 6x. 

Si en lugar de multiplicar por un monomio multiplicamos por un polino¬ 
mio, aplicamos la propiedad distributiva, como en el caso anterior: 

(3x - 8) (x 2 + lx + 2) = (3x - 8 )(x 2 ) + (3x - 8 )( lx) + ( 3x- 8) (2). 

Asf, hemos reducido el problema a la multiplication de polinomios por 
monomios: 

{3x -8)(x 2 + lx + 2) = (3x-8)(x 2 ) +{3x-8)(7x)+{3x -8)(2) 

= 3x 3 - 8 j: 2 + 21x 2 - 56+ 6x - 16 
= 3jc 3 + 13x 2 - 50^-16. 


Por supuesto, se obtiene la misma respuesta si distribuimos el otro poli¬ 
nomio: 

(3x-8){x 2 + 7x + 2) = 3x(x 2 + 7x + 2)-8(x 2 + 7x + 2) 

= 3x 3 +21* 2 +6x-8x 2 -56x-16 
= 3x 3 + 13x 2 - 50 x -16. 
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La forma vertical resulta muy comoda para resolver multiplicaciones de 
polinomios: 

x 2 + 7x + 2 
x 3x-& 

~3^2\x 2 VTx <- 3x{x l +lx + 2) 

- 8jc 2 - 56jc-16 <- -8 [x 2 + lx+2). 

3x 3 + 13jc 2 -50x-16 

" EJEMPLOS 

L Multiplicar(5;r 3 -9;r + 5)(4;c + 6). 

Solution: 

5x 3 -9x+5 
x 4x+6 

20x 4 - 36x 2 + 20* 

+ 30x 3 -54 jc + 30 

20a: 4 + 30* 3 - 36x 2 - 34x + 30 

2. Multiplicar( a 2 b-3b 2 - 4ab)(5ab -9a 2 b + &b 2 ). 

Solution: Conviene escribir los polinomios en cierto orden de manera 
que el grado de una de las variables vaya creciendo o decreciendo; esto 
facilita las operaciones. 

Escribiremos los polinomios en orden decreciente en a: 

a 2 b-4ab-3b 2 
x -9a 2 b + 5ab+&b 2 

- 9a* b 1 + 36a 3 b 2 + 21 a 2 b 3 

+ 5a 3 b 2 - 20 a 2 b 2 - 15 ab 3 

+ 8 a 2 b 3 - / Shti> 3 -24b' 

^^^T^W^+^b 3 ^.0^l^4Tti>^24b* 


M 


6.9.1 Ejerdcios 


Efectua los siguientes productos. 

L (2x-l)(3x + 2) 

10. (5a + 9)(3a 2 + 6ab 2 -b 3 ) 

2. ( 5 y-3)(y-6) 

11. (a 3 - 8)(a 4 + 3a 2 + 4) 

3. (4a+8)(7a + 9) 

12. (c 2 -2c-6)(2c+5) 

4 (6b+5) (9b - 10) 

13. (ja*6c 2 + ^ab*c 3 )(ja 2 b 3 c - 27a 

5. (3x-9y)(2z-5w) 

14. (4a 3 + 12a-16)(|-^a 5 ) 

6. (a + b){2a 2 -l) 

15. (y 4 + 4y 3 + 5y 2 -3y-5)(y 2 + l) 


16. ( z j -7z-8)(2z 3 + z 2 -3) 

8. (c 3 -2d 5 )(3c 4 + fd 6 ) 

17. (Sac 4 -2 a 2 -4a + i)(3jt 2 -6) 

9. (x 2 -2xy + y 2 )(x - y) 

18. (b 3 + &b 2 -2b-4)(9b 2 -4) 
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19. 

(-7x 3 -10xY 

-5x 2 .y)(4x/ + 

xV) 


26. 

(* 2 

+ 6 x + 18)(x 2 -6x- 

i- 18) 

m 

(c* + lc 2 d 2 -d* 

)(lc -led + d) 



27. 

(3x 

2 +4xy + ly 2 )(5x 2 - 

hxy+6y 2 ) 

2L 

(6 rV + 9r 3 sV 

+ / - s )[3r t 

-5s 3 / 

2 ) 

28. 

[la 

6 - la*b 3 + 4ah 5 )(l 

-la + b) 

22. 

(Z-1)V + Z- 

- 1 ) 



29. 

(« 2 

+ b 2 +c 2 -ab-ac- 

/>c)(a + h + c) 

23. 

( r *-4rV + lr : 

V-9s 3 )(-3r 4 - 

-5r 3 s ; 

') 

30. 

(/ 

+ lz 2 - 2 yz)(y 2 + lz 2 + lyz) 

24 

(a 3 -a 2 b + ab 2 ■ 

-b 3 )(a + b) 



31. 

(5x 

3 -lx 2 +3x - 4)(x 3 

+ Sx 2 -x+l) 

25. 

(a 2 - 3<j + 6 )(a 2 

+ 3n + 6 ) 



32. 

(3x 

-4>-)(3x + 4y)(9x 2 

+ 16/) 

33. 

(8x 3 y + 4x V - 

9x 2 y 4 - xy- x- 

►/- 

y+ l)(x 2 + xy+ y 2 

+ 1 ) 




34 

(a(a 2 + 5a + 3)- 

-&b-4)b-(a 2 

-3b- 

4 )(a+ h) 






35. (9s 3 / 3 + s 4 / 4 - 7s 3 / 5 ) - (s 3 / - s 4 / 2 + sV )(,/ - 7 t 2 ) 

36. (Sx 5 - lx 4 + 3jc 2 - 8x + 2)(-4x 4 + 9x 3 + 6x 2 - x - 5) 

37. [«-(*-y)(y+z)]-;y[y-(.r-z)] 

38. a 2 (ac-ab + b 2 -cj-b 2 ( ab - lac)-c 2 (b - a) - (a - b)(a - c)(b - c)(h 2 - 2c) 

39. (r-s)(r+s)6- (s - rs - /) r - [(s-6)(s-/ + Irst 2 ) - (s - /)(s + /)] 

4a (x - 2 y)(y - lx ) - (x- 3;y)(4>- - x) + 2xy(x 2 - 6y - 5x + /x) 

4L (»v - l)(»v - 2)-3 *v(h> + 3)+2[(h'+2)(h' + 1)-3][(»v-5)(h- 2 -2)] 

Resuelve las siguientes ecuaciones. 

42. (y-7)(>-+7) = (^ + 3)(^+9) 

43. (z+2)(z-7)=(2z-l)(z + 2)-z 2 

44. (x-l)(x+5) = (x + 2)(x + 3) 

45. (4x + l)(x-2)+l = (3x-2)(x + 3)+x J 

46. (w - 4) 2 = (w - 3 ) 2 

47. (2}> + l)(y-l) = 2(y-8)(y + 4) 

48. (3d + 8)(d-5)+2d 2 =(5d-7)(d+6) 

49. (a-6)(a + 5)= 2a(a + 4)-(a + l)(a + 6) 

5a (w + 6)(3»v- 4) = (5 h'-1)(m'+2)-(h> + 4)(2»v-3) 

5L (7x-3)(x-2)-(4x+3)(x + 2) = (5x-2)(x-3)-(2x-3)(x-3) 

52. (4c-2)(c + 3)=2c(c-5)+(c+7)(2c-2) 


Traduce al lenguaje algebraico los siguientes enunciados. Despues efectua los productos obtenidos para verificar que el 
planteamiento es correcto. 


53. El cuadrado de la suma de tres numeros es igual a la suma 
de los cuadrados de los tres numeros mis el doble produc- 
to del primero por el segundo, mas el doble producto del 
primero por el tercero, mas el doble producto del segundo 
por el tercero. 

54. La suma de los cubos de dos numeros es igual al producto 
de la suma de los numeros por el cuadrado del primero 
menos el producto de los numeros mas el cuadrado del 
segundo. 

55. La suma de las sextas potencias de dos numeros es igual al 
producto de la suma de los cuadrados de los numeros por 


la potencia cuarta del primero menos el producto de los 
cuadrados de los numeros mis la potencia cuarta potencia 
del segundo. 

5( La diferencia de los cuadrados de dos enteros consecuti- 
vos impares es —32. Encuentra dichos numeros. 

57. Ties mimeros enteros consecutivos satisfacen la siguiente 
condicion: 8 veces el primero mis el cubo del segundo me¬ 
nos el cubo del primero es igual al cubo del tercero menos 
d cubo del segundo. Encuentra dichos mimeros. 
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Resumen 

Leyes de los exponentes 

• b m b" = b m+K . 

• (l b m Y = b 

• {ab) n =a n b H . 




b m 


b n 


b m -n 

1 

b"~ m 

1 


sim > n 
si m<n 
sim = n 


6.10 EJERCICIOS DE REPASO 


Simplified las siguientes expresiones 

1 ( 10 “ w )‘( f ^ r)W 

2. ±(„»,y)’fy’ x y)\ w y) 

i (-«VV)Vi‘V)’ 


4. (aV)'(aVX»V)’{«,W) 
(2rW°) 8 (5rVV) 4 
(6r 8 s 12 / 9 ) 3 (l0r l9 s 7 , 8 ) 6 

45(2U 30 >- 18 z 32 ) J (xVz 6 ) 7 


5. 


6 . 


(3*YV , ) S (l4xV 5 zj’ 


7. Escribe en orden ascendente el polinomio 32x 1J y 9 - 71x 3 y 2# + 28*: 14 y 3 -17x > y 22 + 45x 7 y 19 - IZr 20 -8 
con res pec to a cada una de las variables. 

8. Escribe en orden descendente el polinomio 

57 a b c + 37 a be- 68 a b c + 125 - 84a b c + 18a b -10 a b c 
con respecto a cada una de las variables. 

9. Si x=a +26-3c, y = 6 + 2c-3a, z=c + 2a - 3b, prueba quex + y + z = 0. 

10. ^Que hay que sumarle a x + 5 y 1 + 3z 2 para que el resultado sea ly 1 - z 2 ? 

Encuentra el valor correspondiente si: a = 2, b = -3, c = 5 y s = a + ^ + c 
1L s(s-a)(s-b)(s-c) 

1Z s 2 +(s-a) 2 +(s-b) 2 +(s-c) 2 

13. s 2 -(s-a)(a-6)-(s-a)(s-c)-(s-6)(s-c) 


Si x = Q y = -1, z = 1, encuentra el valor de cada una de las siguientes expresiones. 

14 (y-zf + (z-xf + (x-y) 2 

15. {y + zf-(z-x) 2 -(x-y) 

16. (x-y)(x-z)+ z(3x-y-z)+ 2xz-(x-z) + 2y 

17. (x + y) 2 (x 3 - xy - z)(z 2 - ll)(* - yf -(x- z)* 

En cada unode los siguientes ejercicios, efectua primero la suma de los dos polinomios y despues resta el primer polinomio menos 
el segundo. 

18. 9a 3 -5b 3 + 3c 3 ;7a 3 + 3b 3 - 12c 3 20. \2r 2 - 4rs + Srs 2 ; 6r 2 - 4rs - rs 1 - s 5 

19. x 4 + 2x 2 +l;5x 4 -3x 3 -4x + 2 21. 9a 3 6 + 7a 2 - 3b 2 ; bob 2 - lab + 9a 2 


2Z 8x 5 - x 4 + lx 2 - 3x -1; -2x 3 + 9x 4 - 3x 3 + 8x 2 - 4 
23. ab 2 c 3 + 15a6 3 c 2 -c 3 \ab 2 c* - 4 ab 2 c 3 -4 ab 2 c 3 + 3c 3 
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Efectua las operaciones indie ad as. 

24. 35a* 3{ 37a, 2( 

25. 312c , 8(32c * 10( 

26. 36 b 2 * b{m , 5( 

27. 3* 2 , x * 4(3*’, 12( 

28. 32/ , 5/ , 1(35/ , 2( 

29. 3* 3 * 5x 2 * 11(3jc 2 , jt * 3( 

30. 38a 6 * a 3 . 5a()4a\ 2a 3 *a 2 ( 


3L 3* 4 , x V , *V * V , y 4 (3x , y{ 

32. 36a 3 *aV*3fc 3 (33a 3 *aV*5fc 3 ( 

33. 3a 2 * fc 2 * c 2 , 2af>, 2ac, 2bc(la, b, c( 
34 Tlx , y, 3*, 2y(.£*, 2y * 32* * 3y(: 

35. 3a, fc, c(3a * b * c( * f>3f> * 2c( 

36. 3 c 2 *cd* d 1 (3t 2 , cd* d 2 [ 

37. 3w> 4 * »v 2 z 2 * z 4 (3»’ 2 , Z 2 ( 


38. |"*3ir 2 * 9* * 2l(, 3y, l^y, 3* 2 , 6*, 8(3*, y( 

39. yia*b* , 3a 3 b s * 8a 2 b 6 * ab 2 lab 2 * 2a 2 b 3 [l, a 3 b 2 * 6a 2 b 3 , ab*[ 

En los ejercicios 40 a 42, traduce al lenguaje algebraico y simplifica los siguientes enunciados. 


40. Un numero x de tres di'gitos satisface lo siguiente: el 
prcxiucto de la diferencia del dfgito de las unidades menos 
el de las decenas por la suma del dfgito de las centenas 
mas uno, es igual al dfgito de las unidades mas el doble de 
la suma del dfgito de las centenas y el de las decenas. 

41. Un numero y de cinco cifras satisface las siguientes condi- 
ciones: 

a. El producto de la suma del dfgito de las decenas de mi¬ 
liar mas el de los millares por la diferencia del dfgito de 
las centenas menos el de las decenas por la suma del 
dfgito de las unidades mas el de las decenas de miliar, 
agregado al producto del dfgito de los millares por la 
suma del dfgito de las decenas mas el de las centenas, 
es igual a 184. 

b. Si los di'gitos son enteros consecutivos, encuentra la 
ecuacion que se satisface. 

42. Cuatro numeros enteros consecutivos satisfacen que el 
producto de los cuatro es igual a la suma del cubo del pri- 
mero, mas el producto del tercero mas uno por tres veces 
el cuadrado del primero, mas el producto del segundo mas 


dos por el doble del primero; todo lo anterior multiplicado 
por el cuarto. 

43. La bolsa de valores gan6147 puntos en cinco dfas. Durante 
la semana tuvo las siguientes variadones 34a, 15(, 
32a, 28(, 3, 5a*3(, 33a, 18( y 3,10a * 7(. Encuentra 
cuantos puntos gan6 o perdio cada dfa. 

44. Un ama de casa invierte sus ahorros al 10% de interes 
compuesto anual durante 2 afios; al termino de ese plazo 
recibe $786.50. (Cual fue la inversidn inicial? 

45. Ana Maria tiene $25,000 y Julian tiene $25,500. Ana Marfa 
invierte su dinero durante tres anos a una tasa de interes 
compuesto mensual de 2%, mientras que Julian elige una 
tasa de interns compuesto bimestral de 4% invirtiendo su 
dinero tambien durante tres afios. Al final, ^quien tendra 
mas dinero? 

46. Cuatro numeros enteros consecutivos satisfacen que el 
producto de los tres primeros es igual al producto de los 
tres ultimos menos tres veces el cuadrado del primero, 
menos 51. Encuentra dichos numeros. 



Productos 
notables y 
factorization 


capitulo 


a 2 

ab 

ab 

b 2 



7.1 

Cuadrado de una suma: 

(o + by 

7.2 

Cuadrado de una 
diferenria: (a — by 

7.3 

Producto de una suma 
por una diferenria: 

(a + b) (a- b) 

7.4 

Producto de 
(o + b) (a + c) 

7.5 

Otros productos 
notables 

7.6 

Factorizaridn de 
polinomios 

7.7 

Factorizaridn por 
agrupamiento 

7.8 

Factorizaridn de 
trinomios: x J + bx + c 

7.9 

Casos particulars 

7.10 

Factorizaridn de 
trinomios: ax 2 + bx + c 

7.11 

Combination de 
distintos metodos 
de factorizaridn 

7.12 

Factorizaridn de otros 
productos notables 

7.13 

Ejerririos de repaso 


E n multiples situaciones aparecen ciertos productos que pueden calcu¬ 
late a traves de formulas establecidas. Es conveniente recordar dichos 
productos y formulas para realizar los calculos o simplificar expresiones. 
Estos productos se llaman iroductos notables, y en este capftulo veremos las 
formulas correspondientes a ellos. 


7.1 CUADRADO DE UNA SUMA! (fl + b) 2 

Encontrar dos numeros enteros consecutivos tales que el cuadrado del mayor 
sea igual al cuadrado del menor, mas 85. 

Solucion : Llamamos n y n +1 a los enteros consecutivos, asf que: 

(n + 1) 2 = n 2 + 85. 

Para resolver esta ecuacion debemos realizar primero la operation: 

(n + 1) 2 = (n + l)(n +1), 

es decir, debemos realizar el producto de estos dos binomios: 

(/j + 1)(/j + 1) = /j(/j + 1)+1(/i + 1) 

= n 2 + n + n +1 
= n 2 +2n + l. 


Ahora resolvemos la ecuacion 

(n + 1) 2 = n 2 +85 
n 2 + 2/J + 1 = n 2 +85 
2n = 84 
n = 42. 

Asf, los dos numeros buscados son 42 y 43. 

Comprobacion: Si n = 42, entonces: 

Lado izquierdo: (n + 1) 2 = 43 2 = 1849. 

Udo derecho: n 2 + 85 = 42 2 + 85 = 1764 + 85 = 1849. 
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Productos notables y factorizarion 


a 2 

ab 

ab 

b 2 


Figura 7.1 


Para calcular el area del cuadrado de la figura 7.1 multiplicamos las longi¬ 
tudes de sus lados, es dedr, (a + b)(a + b)\ o lo que es lo mismo, suraamos las 
areas de los rectangulos internos. Es decir, 

(a + b)(a + b) = a 2 + ab + ab + b 2 =a 2 + 2 ab+b 2 . 

Si se efectua directamente la multiplicaci6n,obtenemos: 

a + b 
x a + b 

a 2 + ab 

ab +b 2 

a 2 + lab + b 2 

Observa que se obtiene el trinomio formado por: 

• El cuadrado del primer termi no 

• mas el doble producto del primer termino por el segundo 

• mas el cuadrado del segundo termino 

(a + bf = a 2 + 2ob+b 2 . 


—> 2 ab 
-+b 2 


" EJEMPLOS 

1. Desarrollar (2jc + 7) 2 . 

Solution: 

(2x+l) 2 =(2x) 2 + 2(2x)(7)+7 2 
= 4x 2 + 2&x + 49. 

2. Calcular (53) 2 utilizando la formula del cuadrado de una suma. 

Solution: 

(53) 2 = (50+3) 2 

= 50 2 + 2(50)(3)+3 2 
= 2500 300 +9 
= 2809. 

3 . Desarrollar (3x 2 y~4y i 'f. 
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Solucidrv 


(3* 2 y + 4y 3 ) 2 = (3* 2 y) 2 +2 (3^(4/)+(4/ ) 2 
= 9*Y+24*V + 16y 6 . 


7.2 Cuadrado de una diferencia: (a — b) 2 

En la figura 7.2, la distancia DE es igual a 90 metros, la distancia AD es de 31 
metros y la distancia BE es de 40 metros. Encontrar la distancia DC tal que la 
distancia AC sea igual a la distancia CB, 



B 

40 

E 


Soluciow Llamamos * a la distancia DC. Entonces la distancia CE es 
igual a 90 - x. 

Por el teorema de Pitagoras, 

AC 2 = * 2 +(31) 2 


y 


BC 2 = (90 - x) 2 + (40) 2 . 

Como queremos que estas distancias sean iguales, sus cuadrados tambien 
deben ser iguales; entonces, igualando ambas cantidades tenemos: 

x 1 + (31) 2 = (90 - xf + (40) 2 . (7.1) 

Para resolver esta ecuacion debemos desarrollar primero (90- xf, 

(90 -xf = (90- jc)( 90 -x). 


es decir, 


(90 - x)(90 -x) = 90 (90 - x) - x (90 - x) 
= 8100 - 90x-90*+ * 2 
= 8100-180* + x 2 . 


Sustituimos este valor en (7.10): 

* 2 +(31) 2 = (90 — *) 2 +(40) 2 
* 2 + 961 = 8100 -180* + * 2 + 1600 
180* = 8739 
* = 48.55. 
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Productos notables y factorizacion 


Asf que la distancia DC es 48.55 metros y la distancia CE es igual a 41.45 
metros. 


Comprobaciotv Si x = 48.55, entonces: 


Lado izquierdo: x 2 + (31) 2 = (48.55) 2 + 961 = 2357.1025 + 961 = 3318.1025 
Ladoderecho: (90 - xf + (40) 2 =(41.45) 2 + 1600 = 3318.1025. 


En la figura 7.3, encontrar el area del cuadrado cuyo lado mide a-b. 


(a-b) 2 



b 2 


Figura 73 


Observamos que si al area del cuadrado del lado a le restamos la suma 
de las 6 reas de los rectangulos con lados ay by sumamos al resultado 
el area del cuadrado del lado b, obtenemos el area buscada; es decir, 


a 2 -lab+b * 1 = (a-bf. 

Por otro lado, si efectuamos directamente la multiplicacion obtenemos: 

a - b 
x a - b 

a 1 - ab 
- ab + b 2 

a 1 - 2 ab + b 2 


En este caso obtenemos el trinomio formado por: 

• El cuadrado del primer termino —» a 2 

• menos el doble producto del primer termino por el segundo —» -2 ab 

• mas el cuadrado del segundo termino —» b 1 

(a-bf =a 2 -2ab+b 2 . 


" EJEMPLOS 

1. Desarrollar (5a-9) 2 . 

Solution: 

(5a-9 f = (5a) 2 -2(5a)(9) + 9 2 
= 25a 2 -90a+ 81. 
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2. Calcular (88) 3 utilizando la formula del cuadrado de una diferenria. 

Solution: 

(88) 2 = (90 2) 2 

= 90 2 -2(90)(2) + 2 2 
= 8100 - 360 + 4 
= 7744. 


3. Desarrollar (6a6 2 -5a 2 )'. 

Solution: 

(6 ab 2 - 5a 2 ) 2 = (6 ab 2 f -2(6 ab 1 )(5a 2 ) + (5a 2 f 
= 36a 1 b* - 60a 3 6 2 + 25a 4 . 


Formulas del cuadrado de una suma y de una diferencia 

(a + b) 2 = a 2 + lab + b 1 . 

( a-b ) 2 =a 2 -2 ab + b 2 . 


Observation: 

En las formulas del cuadrado de una suma y de una diferencia, los terminos a 
y b pueden ser cualquier expresion algebraica y tener cualquier signo; tenien- 
do en cuenta esta observacidn podemos ver a la formula del cuadrado de una 
diferencia como un caso particular del cuadrado de una suma: 

( a-bf = (a + (-b)f = a 2 + 2a(-b)+b 2 = a 2 -2ab+ b 2 . 


7.2.1 Ejercicios 


Utilizando las formulas del cuadrado de una suma o el cuadrado de una diferencia, calcula los siguientes cuadrados. 

L 24 2 2 99 2 3. 77 2 4. 82 2 5. 43 2 6. 35 2 7. 69 2 8, 58 2 


Desarrolla los siguientes productos. 


9. 

(7 + x ) 2 


18. 

(y + . 



27. 

(* 3 + 

i) 2 

36. 

(x 3 -!) 2 

10 . 

(a-5f 


19. 

(t z 



28. 

(9y+ 

i) 2 

37. 

(3x+5 /) 2 

1 L 

(y + 9 ) 2 


20 . 

-(- 

►i ) 2 


29. 

(^ 2 

- 7 ) 2 

38. 

(13s - 8/) 2 

12 

i-b- 6) 2 


2 L 

(-11 

->) 2 


30. 

{s ab 

-* 3 ) 2 

39. 

(t 2 + 2tf 

13. 

(> + 9) 2 


22 

-(6j« 

p + 3 ) 2 


31. 

-(1* 

-f) 2 

40. 

-(2* 2 -3y 2 ) 2 

14 

(«-i ) 2 


23. 

(-8 

; 5y ) 2 


32. 

a- 

i ) 2 

4JL 

(ic 2 +idV ) 2 

IS. 

(*-tf 


24 

(-llx-4 ) 2 


33. 

(ab- 

2) 2 

42 

( 2 r’s-jr 2 s 6 ) 

16. 



25. 

( 8 x 

9 f 


34. 

( ab- 

c ) 2 

43. 

{±cd 2 + lc 2 d) 2 

17. 

(i x+6 ) 2 


26. 

(5x- 

2) 2 


35. 

(-y 2 

+ 4 ) 2 

44. 

(4 ab 2 c* - 6 b 2 cf 

45. 

(l2r 4 s + 9r s i 

7 \ 2 
* ) 



48. (r + 

s) 2 (r 

-s ) 2 



5L 

(x 2 -x + l)(x + l ) 2 

46. 

(a + bf (a - 

b) 



49. (a + 

6 ) 2 (a 

+ b) 



52 

(tz+h-) 2 -(tz-h -) 2 

47. 

{ x 2 -xy + y 

■)(*+») 



50. (z- 

l) 2 ( z 

2 +z 

+1 ) 


53. 

( r - 2 s ) 2 + ( 4 ( 2 r - s )) 2 





192 Capitulo 7 ■ Productos notables y factorizarion 


En los ejercicios 54 al 63, resuelve las ecuaciones. 

54 (x-2) 2 + (x-3) 2 =(jc-5) 2 +(x-6 ) 2 

55. (z+4) 2 =z(z-12)-4 

56. (h' + 3 ) 2 + 3»v=(w-3 ) 2 + 6(14-iv) 

57 . (y-9) 2 -(y+7 ) 2 =0 

58. z 2 +(z + 2 ) 2 = (2z-3)(z + 1) 

64 Las longitudes de un lado de un rectangulo y de la dia¬ 
gonal son dos enteros consecutivos, y el cuadrado de la 
longitud del otro lado mide 9 m 2 . Encuentra el perimetro 
del rectangulo. 

65. Encuentra tres numeros enteros consecutivos tales que el 
cuadrado del primero mas el cuadrado del tercero es igual 
al doble del cuadrado del segundo. 

En una escuela tienen cierto numero de mosaicos y quie- 
ren formar un cuadrado en el centra del patio. Colocando 
cierto numero de mosaicos en cada fila sobran 39, y ana- 
diendo un mosaico en cada fila faltan 24. ^Cuantos mosai¬ 
cos hay en la escuela? 


59. (3h’ + 5) 2 -6w’ 2 = (3w’ + 2)(h- + 3) 

60. 2r(r + 5)(r-9)+53 = r 3 +r(r-4) 2 

6L (3fc + 4) 2 + 3(fi - 5) 2 = (4b-5f- ( 2b - 8) 2 

62. (2y+sf +(y + l) 2 = (3y-l) 2 -(2y + 3) 2 

63. (5z + 3) 2 -(4z+5) 2 =(7z + 2) 2 -40z 2 

67. Un salon de recepciones tiene forma cuadrada y se quiere 
colocar en el centro un tapete cuadrado dejando un pasi- 
llo alrededor de 2 metros de ancho. Se sabe que el area del 
tapete mide 80 m 2 menos que el area del salon. ^Cuanto 
mide de lado el salon? 

Encuentra dos numeros enteros consecutivos impares 
tales que el cuadrado del mayor menos el cuadrado del 
menor sea igual a 104. 

69. Encuentra dos numeros enteros pares consecutivos tales 
que el cuadrado del mayor sea igual al cuadrado del me¬ 
nor mas 68. 


7.3 Producto de una suma por una diferencia: 

(a + b) (a - b) 

Un numero x de dos dfgitos satisface las siguientes propiedades: el producto 
de la suma de los dfgitos por la diferencia del dfgito de las decenas menos el 
dfgito de las unidades es igual a 24. La cifra de las decenas es igual a 12 menos 
la cifra de las unidades. Encontrar dicho numero. 

Solution Llamamos d al dfgito de las decenas y u al de las unidades, asf que: 

* = 10 d + u. 

Hanteamos la ecuacidn: 

(d+u)(d-u) = 24. 

Resolvemos el producto indicado 

(d + u){d-u) = 24 
d(d - u) + u(d - u) = 24 
d 2 -du + ud-u 2 = 24 
d 2 -u 2 =24. 

Ahora utilizamos el otro da to del problema: 

d = l2-u. 

Ahora sustituimos este valor de d en la ultima ecuacion de (7.3): 

d 2 -u 2 = 24 
(12-u) 2 -u 2 = 24 
144 - 24«+ u 2 -u 2 = 24 
144 - 24 = 24u 
120 

-= u 

24 

5 = u. 


(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 




Sec. 7.3 ■ Producto de una suma por una diferenria: (a + b)(a - b) 193 


Sustituimos este valor en (7.4): 

d = 12-5 = 7. 

Sustituimos los valores de d y u en (7.2): 

x = lOd + « = 10 (7) + 5 = 75. 

Por tanto, el numero buscado es 75. 

Comprobacioiv Sid = 7yu = 5, entonces, 

(d+«)(d-«) = (7+5)(7 -5) = 12 (2) = 24. 



Figura 7.4 


Para encontrar el area de la parte sombreada del cuadrado de la figu¬ 
ra 7.4, observamos que la suma de las areas de los rectangulos que la for- 
man es a(a-b)+b(a-b). Observa que si factorizamos, esta suma es igual a 
(a + b)(a - fi).Tambien podemos obtener el area de la parte sombreada como el 
area del cuadrado grande menos el area del cuadrado chico, es decir, a 1 -b 2 . 

Tenemos ahora el producto de la suma por la diferencia de los mismos dos 
terminos. Efectuamos directamente el producto y obtenemos 

(a + b)(a - b) = a 2 - ab + ab - b 2 
= a 2 -b 2 . 

Observa que los productos cruzados se cancelan pues tienen diferente sig- 
no y queda unicamente la diferencia de los cuadrados de los dos terminos, en 
el mismo orden en el que aparecen en la diferencia. 

(a +b)(a - b) = a 2 - b 2 . 


" EJEMPLOS 

L Desarrollar (jc + f). 

Soluciotu 

2. Desarrollar (-4a 2 -5b)(-4a 2 + 5b). 
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Productos notables y factorizarion 

Solution: 


(-4a 2 -5b)(-4a 2 + 5b)=(-4a 2 f ~{5bf 
= 16a 4 - 25b 2 . 

3, Multiplicar 48 x 52 utilizando la formula del producto de una suma por 
una diferencia. 

Solution: 

48x52 = (50-2)(50 + 2) 

= 50 2 - 2 2 
= 2500-4 
= 2496. 


7.4 Producto de (o + b)(a + c) 

Tres numeros enteros consecutivos impares satisfacen la siguiente propiedad: 
el producto del segundo por el tercero es igual a 26 mas el producto del prime- 
ro por el tercero. ^Cuales son dichos numeros? 

Solution: Llamamos 2n +1, 2n + 3 y 2« + 5 a los numeros enteros con¬ 
secutivos impares. Entonces, 

(2n + 3)(2n+5) = (2 n + l)(2n +5) + 26. (7.5) 

Prime ro desarrollamos el producto: 

(2 n + 3)(2 n + 5) = 2 n (2 n + 5) + 3(2n + 5) 

= 4 n +16n + 15 


y 


(2n + l)(2n + 5) = 2n (2n + 5) +1 (2n + 5) 
= 4n 2 + 12n + 5. 


Ahora resolvemos la ecuacion (7.5) sustituyendo los productos obtenidos: 

(2 n +3)(2 n + 5) = (2 n + 1)(2 n + 5)+ 26 
4n 2 + 16n +15 = 4n 2 + 12n + 5 + 26 
4 n = 16 
n = 4. 

Entonces los numeros buscados son 9,11 y 13. 

Comprobacion: Si 2n + 1 = 9, 2n + 3 = 11 y 2n + 5=13,entonces, 

Lado izquierdo: (2 n +3)(2n + 5)= 11(13) = 143. 

Lado derecho: (2n +l)(2n +5) + 26 = 9(13)+ 26 = 143. 
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a c 

Fignra 7.5 


Para encontrar el area del rectangulo de la figura 7.5,sumamos el area del 
cuadrado de lado a mas el area de los rectangulos con lados a,b\a,cy b,c, 
respectivamente. 

Si multiplicamos directamente obtenemos: 

{a+b)(a + c) = a 2 + ac+ ab+ bc= a 2 + a(b+c)+bc. 

Este producto aparece con tanta frecuencia, sobre todo al estudiar polino- 
mios en una sola variable y al resolver ecuaciones de segundo grado, que 
conviene memorizarlo. 


{a + b)(a + c) = a 2 + (b+c)a + bc. (^-6) 


" EJEMPLOS 

L Desarrollar (jc+ 2)(jr + 3). 

Solucion: 

(x + 2)(x + 3 ) = x 2 +(2 + 3)x + (2)(3) 
= x 2 + 5x+6. 


2. Desarrollar (2 jc- 5)(2x + 8 ). 

Solucion: 


(2x-5)(2x + 8) = (2x) J + 2jc(-5 + 8) + (-5)(8) 
= Ax 2 +6x-40. 


3. Desarrollar (4y-j)(4y-4). 

Solucion: 




a 10 

-16y - T y* T - 
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7.4.1 Ejercidos 


Encuentra cada producto utilizando la formula del produclo de una suma por una diferencia. 


L 27x33 2. 16 x 24 

3. 

78 x 82 4 105 x 95 

5. 59x61 a 43x: 

Desarrolla los siguientes productos 

7. (a-9)(a + 9) 

22. 

(8d + 12)(8d-12) 

37. 

(5/-5)(5/-9) 

8. (5 + y)(5-y) 

23. 

(6y-2)(6y+2) 

38. 

(x-5)(x + 3) 

9. (z + 7)(z-7) 

24 

(x - *)(x + it) 

39. 

(x-l)(x+l) 

ia (x-iXx+i) 

25. 

(2x 2 - 25)(2x 2 + 25) 

40. 

(x'-2)(x‘-6) 

U* ( 4 J'+i)( 4 J'-«) 

26. 

(8z-9>v) 2 

41. 

(y-13)(y.l) 

11 (t + ^Xt-w) 

27. 

(y + 5z)(y-5z) 

42. 

{At +9)(4f-3) 

13. (-a+ 20)(-a- 20) 

28. 

(i'-f) 2 

43. 

(i+W-D 

14 (6-2b)(6 + 2b) 

29. 

(jx-10) 2 

44. 

i ,2+ i){ ,2 + 6 ) 

15. (3Z>-ll)(3* +11) 

30. 


45. 

{s* 2 -i>){s* 2 -4) 

16. (7x + l)(7x + l) 

3L 

(x-2)(x + 3) 

46. 

(2a 6 +3)(2a 6 -2) 

17. (c-8)(c + 8) 

32. 

(x + 8)(x-9) 

47. 

(8h 5 c 4 -l)(8h 5 c 4 + f 

18. (-5x + 7)(5x + 7) 

33. 

(x-4)(x + l) 

48. 

(3x 3 + 4)(3x 3 + 3) 

19. (9 - 4y)(9 + 4y) 

34 

(y+6)(y+7) 

49. 

(fr-tXfr-*) 

2a (x-S)(x + S) 

35. 

(z+ll)(z-3) 

50. 

(ix-3)(ix + i) 

2L (l2x + 3y) 2 

36. 

(x-15)(x + 20) 

51. 

IbVtsXbV- 


Resuelve las siguientes ecuaciones 

52. {y-6){y + 6)=(y + 4)(y - 7) 

53. (x + 2)(x+3)=(x-5) 2 

54 (2z-8)(z+9) + 2z J =(2z-2) 2 

Traduce al lenguaje algebraico los siguientes enunciados 

58. Con una cartulina de forma rectangular, se quiere cons- 
truir una caja abierta. Para ello se quitan cuadrados igua- 
les de lado h en cada esquina y se doblan hacia arriba los 
bordes. Encuentra la formula del volumen si la cartulina 
mide: 

a. 12 cm de largo y 12 cm de ancho. 

b. 8 cm de largo y 5 cm de ancho. 

59. El Area de un cfrculo de radio r es ter 2 . ^Cual es la formula 
del area A del anillo que se obtiene de quitar a un cfrculo 
de radio y un cfrculo de radio x con el mismo centro? 

60. Un numero de tres dfgitos es tal que al efectuar el pro¬ 
ducto de la suma del dfgito de las decenas mas el de las 
centenas por la suma del dfgito de las centenas mas el de 
las unidades, se obtiene 48. Si se sabe ademas que todos 
los dfgitos son pares y cada uno es exactamente 2 unida¬ 
des menor que el que se encuentra a la derecha, entonces 
escribe la ecuacion resultante. 


55. (3w> - 5) 2 = (3»v + 7) 2 

56. (x + 6)(x + 8) = (x-6)(x-8) 

57. (x-5) 2 = (x-3)(x + 3) 

61. Un numero de tres cifras satisface las siguientes dos con- 
diciones: 

El producto de la suma de la cifra de las decenas mas la 
de las unidades por la diferencia del dfgito de las decenas 
menos el de las centenas es igual al opuesto de la diferen¬ 
cia del doble de las unidades menos tres. 

El producto de la suma de la cifra de las centenas mas la 
de las decenas por la diferencia del dfgito de las centenas 
menos el de las decenas es igual al dfgito de las unidades. 

a Traduce y simplifica obteniendo dos ecuaciones. 

b. Si la cifra de las decenas es una unidad menor que la de 
las centenas, encuentra el numero. 

62. Considera tres numeros enteros consecutivos. Efectiia la 
suma del tercero mas el primero, resta 1, y multiplica lo 
obtenido por el segundo. ^E1 cubo del segundo numero es 
el resultado obtenido? 
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7.5 Otros productos notables 



a b c 

Figure 7.6 


En la figura 7.6 podemos observar que el area del cuadrado grande es igual al 
area del cuadrado cuyo lado es a, mas el area de dos rectangulos con lados a y 
b , mas el area de dos rectangulos con lados aye, mas el area del cuadrado con 
lado b, mas el area de dos rectangulos con lados b y c,mas el area del cuadrado 
con lado c. Es decir, 

(i a + b+c) * 1 2 =a 2 + 2ab + 2ac + b 2 + 2bc+c 2 . 

Obtenemos el mismo resultado si factorizamos el producto: 

(a + b+c) 2 = ((a + b) + cf 

= (a+bf + 2(a +b)c + c 2 
= a 2 + 2ab + b 2 + 2ac+2bc+c 2 
= a 2 +b 2 +c 2 + 2ab + 2ac + 2 be. 

Es decir, debemos sumar los cuadrados de cada sumando y los dobles pro¬ 
ductos que podemos formar con los tres elementos a, by c. 


" EJEMPL0S 

1. Desarrollar (2x+5y + 4zf. 

Solution: No hace falta efectuar el producto. Podemos utilizar el resul¬ 
tado obtenido en (7.7) 

(2x + 5y + 4z) 2 =(2xf +(5yf +(4 z f +2(2x)(5y) + 2(2x)(4z) + 2(5y)(4z) 
= 4x 2 + 25 y 2 + 16z 2 + 20xy+16xz + 40 yz. 

2. Desarrollar (6a -7b + 8c) 2 . 

Solution: 

[ba-lb + icf ={6af +(-lbf+(&cf +2(6a)(-lb)+2(6a)(8c) + 2(-lb)(&c) 
= 36 a 2 + 496 2 + 64c 2 - 84a6 + 96ac-U2bc. 


Otros productos notables que aparecen con frecuencia son: el cubo de una 
suma y el cubo de una diferencia: 
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(.a + bf = a 3 + 3a 2 b + 3ab 2 + b 3 
(a-b) 3 = a 3 - 3a 2 b + 3 ab 1 -b 3 . 


(7.8) 


Para probar la primera identidad de (7.8) haremos el producto indicado 
por la potencia: 


(a+b) 3 = (a + bf (a + b) = (a 2 + lab + b 2 )(a + b) 

= (a 2 + 2ab + b 2 )a + (a 2 + lab + b 2 )b 
= a 3 + 2 a 2 b + ab 2 + a 2 b + lab 2 + b 3 
= a > + 3a 2 b + 3 ab 2 + b 3 . 

Ahora probaremos la segunda identidad utilizando la primera identidad 
de (7.8): 


{a-b) 3 = {a + (-b)f =a 3 + 3a 2 (-b)+3a(-bf +{-bf 
= a 3 - 3a 2 b + 3 ab 2 - b 3 . 


" EJEMPLOS 

1. Desarrollar (6w» + 8z) 3 . 

Solution: Aplicamos el resultado obtenido en (7.8): 

(6>v + 8z) 3 =(6w) 3 + 3(6 iv) 2 (8z) + 3(6iv)(8z) 2 +(8z) 3 
= 216w 3 + 864tv 2 z + 1152»vz 2 + 512z 3 . 


2. Desarrollar 

Solution: 


(t-ir 

(f-t)’-(f) 3 - 3 (fT(l) +3 (f)(lT-(IT 


_S_ 9x 27 
27 5 + 25 125' 


Otros productos relacionados con cubos son: 

a 3 -b 3 = (a - b)(a 2 + ab + b 2 ). 
a 3 + b 3 = (a + b)(a 2 - ab + b 2 ). 
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7.5.1 Ejerririos 


Desarrolla los siguientes productos. 


L (x + y + 8) 2 

11. (-3x + 4y) 3 

2L (a + b+c) 3 

1 (3r+ls + 2) 2 

12. (7a -5b) 3 

22. (6x + ll) 3 

3. ( a-b + c ) 2 

13. (a 2 -6b-9f 

23. (la + 9b) 3 

4 (5»v-9z + 6) 2 

14 (-w 2 -6z) 

24 (l0x-3y) 2 

5. (a-b-c) 2 

15. (a + b)* 

25. (tZ-4) 3 

6. (4x + 3y-5z) 2 

16. (i.-i.) 

26. (> + i) 3 

7 - (2'--7*-f0 2 


27. f-.-.-t 
\2 4 8y 

8. ( 5 “ +4 ‘- & V 

• g-H' 

28. (x + y) 5 

9. (6»v + 2z) 3 

19. (x-y) 4 

29. (a + bf 

10. (9r+js + |) 2 

20. (5a-8) 3 

30. (w’-z) 7 


Utilizando los productos notables simplifica las siguientes expresiones. 
31. (2 + 5a - 4b) 2 -(4b-5a -if 

31 (x + y) 3 + (x-y) 3 -6xy 2 
33. ( x + y) 2 +(x-y) 2 -2{x 2 -y 2 ) 

34 (a + b + c) 2 -(a-b-c) 2 

35. 2(w + z) 2 (w-z)-2(w-zf(w + z) 

36. ((x+yf-x + yj 

37. (a 3 + a 2 b + ab 2 + b 3 )(a - b) 

38. (a ’ -a 2 b + ab 2 -b 3 )(a +b) 


39. ((•* + 3) 2 - 4) 3 

40. ( x * + /)(x 2 +y 2 ){x + y)(x-y) 

41. (a-b)(a 2 + fc 2 )(a + fc) 

42. ( z-w + x-y)(y-x + z-w ) 

43. (x 3 + y*)(y t -x 3 y* + x 6 ) 

44. (z 2 -h>z + w 2 )(h’ 2 + »vz +z 2 ) 

45. (x-y+z)((x-y) 2 -y(x-z) + z 2 ) 

46. (r + sf -3(r + s) 2 (r -s)-(r-s) 3 + 3(r + s)(r-s) 2 


Prueba las siguientes igualdades. 

47. a* -b* = (a -fc)(a 3 + a 2 b + ab 2 + fc 3 ) 

48. x 5 + y 3 = (x +y)(x 4 -x 3 y + x 2 y 2 -xy 3 + y 4 ) 

49. w 6 -z i ={w-z)(w + z)(w* + w 2 z 2 + z*) 

50. a*-b* = (a+b)(a 3 -a 2 b + ab 2 -b 3 ) 

5L a 2 + b 2 = (a + b)[a 6 - a 3 b + a*b 2 - a 3 b 3 + a 2 fc 4 - ab 5 + Z> 6 ) 

52. x 8 - y 8 = (* - y)(x 4 + y 4 )(x 3 + x 2 y + xy 2 + y 3 ) 

53. w 9 - z 9 = (w - z)(»v 8 + W 2 z + wV + wV + wV + W-V + h> 2 z 6 + wz 1 + z 8 ) 


7.6 Factorizacion de polinomios 

En lo que resta de este capi'tulo estudiaremos como factorizar polinomios 
como producto de polinomios mas sencillos y de grado menor o igual que el 
polinomio original. 

7.6.1 Maximo comun divisor (MCD) de monomios 

Podemos extender el concepto de mdximo comun divisor (MCD) a monomios. 

Para encontrar el MCD de dos o mas monomios, tenemos que encontrar 
el MCD de los coeficientes y multiplicarlo por las mfnimas potencias de las 
variables que aparecen en todos los monomios. 
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" EJEMPLOS 


1. Encontrar el MCD de 20 x 3 y 2 y 16 jc 2 y*z. 


Solution: El MCD de 20 y 16 es 4. 

Las potencias de las variables que aparecen en ambos monomios son x y y. 

Primer monomio —» jt 3 ; y 2 

Segundo monomio -* x 2 \ y* 

i i 

Las mmirnas potencias de cada variable comtin son -4 x 1 y 2 . 

El MCD de 20 x 3 y 2 y 16 jc 2 y*z es 4 x 2 y 2 . 

2. Encontrar el MCD de 3Qw s x 3 y*z 3 , 42j c 2 yz\ 54jr 4 y 3 z 4 . 


Solution: El MCD de 30,42 y 54 es 6. 

Las variables com lines son x,yy z. 

x 2 , yyz 3 son las minimas potencias de las variables, que son comunes a 
los tres monomios. 

Por tanto,el MCD de 30w Yy Y, 42x 2 yz 5 y 54x 4 yY es 6x 2 yz 3 . 


7.6.2 Maximo comun divisor (MCD) de un polinomio 

.. El MCD de un polinomio es el MCD de sus terminos. El MCD de un polinomio 

Recuerda que para encontrar el nos sirve P ara factorizar el polinomio como producto de su MCD y otro poli- 

MCD de dos o mis numeros, nomio mas sencillo que el original, 

el algoritmo de Euclides es una 

manera sencilla y sistematica de _ 

hacerlo. U EJEMPLOS 

1. Factorizar el MCD de 20a 3 b 2 - 45 a 2 b\ 

Solution: El MCD de 20 a 3 b 2 y 45a 2 b 3 es 5a V. 

Escribimos 

20 a 3 b 2 -45aV =5a 2 b 2 (4a-9b 3 ). 

2. Factorizar el MCD de I4m 3 n 3 p* + 35m*n 3 q - 49m*n*p 3 q*. 

Solution: El MCD de 14m Vp 4 ,35 m*n 3 q, 49m*n*p 3 q* es lm 3 n 3 . 
Escribimos 

14m 3 n 5 p 4 + 35 m*n 3 q - 49m *n *p 3 q 4 = 1m 3 n 3 (2n 2 p 4 + Smq - lmnp 3 q*). 


7.6.3 Ejercirios 


Encuentra el MCD de los siguientes monomios 
L 3a 4 ; 12a 6 

2. 6b 3 ; 4b s 

3. 21c 2 ; 26c 

4 -36x 7 y 9 ;60* 3 y n 


- 3l8 10. ^3.6 V 

O u X f “fl u X 

6. 18a V; 27c V 

7. -30xyY; -50y 3 z 

8. 24x 5 y 3 z 6 ;64x 4 y 4 z 4 


9. 30a 4 fr,55a 3 b 2 ;35a 2 b 3 

10. -2x 4 y 6 ;18x 7 y 9 ;-26x 4 y 7 

11. 8r 2 s 2 ;-16/s 2 r; 24r 2 s 3 / 2 

12. 27rVf; 72rV/ 2 ; 63rVf 3 
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13. -lOcVe 3 ; -25c Ve 5 ; -4Qc $ d 2 e 2 
14 11* y z 3 ; -x*z?w 2 ; Sx 5 y 3 z*w 


15. - 42a 3 fcc 6 ; -56a Vc 5 ; -28a Vc 4 

16. 27a W; 33aW; 18a W 


17. 75H-VVY; 200w u jtV 3 z 21 ; USw* x 12 y' 2 z 32 

18. -54r 2D s 18 / 31 ; -78r 23 * 30 / 10 ; -120r 2 W 7 ;-ia2r M s , Y 3 

19. 21aV;25c 3 d*;31e 4 / 7 :^Vz 4 ;17a 4 c J eV 

20. WVc'V; -160a VW 0 ; 320a'VW 5 


Factoriza el MCD de cada uno de los siguientes polinomios. 


2L 

8z 2 +4z 

27. 

3y 2 + 9y - 27 

33. 

4x 2 y- 

12 xy 2 + 8xy 

22. 

y 7 + 6y 4 + 5y 2 + 1 

28. 

2/ 2 - 7/ +10 

34 

-8/ 2 - 

18/ 3 + 4/’ 

23. 

9x 3 +6x 2 + 3xy 

29. 

24/ 6 + 8/ 4 - 16/ 2 

35. 

-15s 4 / 

-25s 2 / 2 -20s/ 3 

24 

6/ 3 -4/ 2 -2/ 

30. 

15a 3 x + 5a 3 y + 10a 3 z 

36. 

lOaV 

+ a 3 x 4 + 13a 2 x 3 

25. 

H> 5 + 3h- 2 

3L 

w- 2 + l 

37. 

. 10 4 

4x y 

-6xV-12x 5 y 

26. 

x 4 - 16x 2 

32. 

33x 2 y 2 - 3xy 3 





1C !,8 ) 6 .11 4 , ... S .12 S 

38. 15c d e - 24c d e + 21c a e 

39. 21aVc 3 -35aVc 4 -49flVc 2 

40. 44r V 8 + 66r'V® - 88r 7 s 21 
4L 35 b 3 y 2 z + lO&Vz + 456-Vz 2 


42. 2jt 4 / 2 - 8 xV 1 - 62 -V +4 // 3 

43 . - 64»v 24 jt 32 z 43 -2Sw lt x* s z n -12 

44. 56r 1 V/ 9 -64r , V/ u +72r u sV 2 

45. 36aW 7 + 55a'W + 17a , V 3 


46 . xy + xy-xy + xy-xy + x'y 

47. 72r 31 s 2 V 1 + 24r 23 s 2 V 5 - 84r 40 s 2 V 9 - ISr’VV 7 + 108r 2 YV° -120rW 6 

48. -30a W</' 5 - 105« 7 fc lo c 8 -13 5a n bW - 45aVW - 60a'VW 2 

49. 66x 4 (x 3 -2y 2 ) 3 + 121^V (x 3 - 2y 2 f - 132x 3 y(x 3 -2y 2 )* 

50. (z 2 + 4zy + y 2 ) 3 -z 4 (z 2 + 4zy + y 2 ) 4 + /(z 2 + 4zy + y 2 ) 3 


7.7 Factorizacion por agrupamiento 


La suma de un numero y su recfproco es igual a - ™. Encontrar el numero. 
Solucion: Llamemos z al numero; entonces su recfproco es —. 
Planteamos la ecuacion: 



(7.9) 


Resolvemos la ecuacion. Para ello, multiplicamos la ecuacion por z y des¬ 
pues por 3: 



10 

3 


+ 1 = Z 



3z 2 +3 = -10z. 


Ahora pasamos todos los terminos de un lado de la igualdad para tener 
una ecuacion igualada a cero: 

3z 2 + lOz + 3 = 0. 
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Para factorizar el polinomio 3z 2 + 10z + 3, escribimos el termino 10z de la 
siguiente manera: 

3z 2 +(9z + z) + 3 = 0. 

Agrupando y factorizando obtenemos: 

3z 2 +(9z + z) + 3 = 0 
(3z 2 + 9z) + (z + 3) = 0 
3z(z + 3) + (z + 3) = 0 
(3z + l)(z + 3) = 0. 


Para que el producto de dos factores sea cero, alguno de ellos debe ser 
cero; por tan to, 


3z + l = 0 o z + 3=0. 

De donde hay dos soluciones: 

1 . 
z —3 ° z " 3 ' 

Comprobaciim: Sustituimos z = - j en la ecuacion (7.9): 



Sustituimos z = -3 en la ecuacion (7.9): 



La clave de esta factorization es la ley distributiva 

ac +bc = (a + b)c (7-10) 

y lo importante es tener presente que a, by c pueden ser cualesquiera expre- 
siones algebraicas. 


" EJEMPLOS 

1. Factorizar x(x-l) + 5(x-l). 

Solution: Usamos la ley distributiva (7.10) haciendo: 

a = x, b = 5, c = x- 1, 


asi 


x(x-l) + 5(x-l) = (x + 5)(x-l). 

2. Factorizar 5y(x 2 -2)-3x(2-ac 2 ). 

Solution: Observamos que x 2 - 2 y 2-x 2 son opuestos, por lo que al 
factorizar -1 de uno de ellos, obtenemos el otro. 
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5 y(x 2 - 2)- 3x(2-x 2 ) = 5y(.r 2 -2)- (-l)3x(-2 + x 2 ) 

= 5y(;t 2 - 2) + 3x(x 2 - 2) = (x 2 - 2)(5 y + 3x). 

3. Factorizar 8 xz - 4 xy -14z + ly. 

Solution: Los terminos de este polinomio no tienen ningun factor co- 
mtxn; sin embargo,si agrupamos los terminos que comparten algunos fac¬ 
tored obtenemos: 

&xz - 4xy -14 z + ly = (8xz - 4 xy) + (-14 z + ly) 

= 4jc(2 z -y)-7(2z-y) = (4jc- 7)(2 z - y). 

4. Resolver la ecuacion y(y + 8)-3(y+8) = 0. 

Solution: Primero factorizamos la ecuacion: 

y(y + 8)-3(y+8) = 0 

(y-3)(y+8) = 0. 

Recuerda que el producto de dos factores es igual a cero si, y s61o si, algu- 
no de los factores es igual a cero. Entonces, 

y-3 = 0 y + 8 = 0 

y = 3 ° y = - 8 . 

Las soluciones son y = 3, y = - 8 . 

Comprobacioiu Sustituimos y = 3 en la ecuacion original: 

y(y + 8)-3(y + 8 ) = 3(3 + 8)-3(3 + 8 ) = 0. 


Sustituimos y = -8 en la ecuacion original: 

y(y + 8)-3(y + 8 ) = - 8(-8 + 8)-3(-8 + 8 ) = 0. 


En dos de los ejemplos anteriores utilizamos la siguiente propiedad: 

Propiedad del cero en la multiplicacion 

Dados dos numeros reales ay b, tenemos que: 


ab = 0 si, y solo si, a = 0 o b = 0 . 

Seguiremos usando esta propiedad para resolver ecuaciones. 

Como vimos en el capftulo 3, una ecuacion es una igualdad entre dos 
expresiones algebraicas. Una ecuacion polinomial es una ecuacion en la que 
las expresiones de am bos lados de la igualdad son polinomios. Las ecuacio¬ 
nes polinomiales, una vez igualadas a cero y simplificadas, suelen nombrar- 
se de acuerdo con el grado del polinomio distinto de cero que aparece en 
ellas. 
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5x + 3 = 0 
4x 2 + 7x-5 = 0 
7x 3 - 10x 2 + 8x - 21 = 0 
x* + 5x 2 -9x = 0 


es una ecuacidn lineal o de primer grado. 
es una ecuacidn cuadratica o de segundo grado. 
es una ecuacidn cubica o de tercer grado. 
es una ecuacidn de cuarto grado. 


Resolver una ecuacidn significa encontrar los valores numericos de las va¬ 
riables para los cuales la igualdad propuesta es verdadera. 

Para resolver una ecuacidn polinomial: 


I. Pasamos todos los terminos de un lado de la ecuacidn de manera que el 
polinomio quede igualado a cero. 

II. Factorizamos el polinomio. 

IL Utilizamos la propiedad del cero en la multiplicacidn, es decir, el polino¬ 
mio es igual a cero si, y sdlo si, alguno de los factores es cero. 

Mas adelante veremos otros me tod os para resolver ecuaciones de segundo 
grado. 


" EJEMPLOS 


1. Resolver 2x 2 + 4x + 10 = x 2 - 4x - 5 . 

Solucion: 

L Pasamos todos los terminos de un lado de la ecuacidn de manera que el 
polinomio quede igualado a cero: 

2x 2 + 4x + 10- x 2 + 4x+ 5 = 0 
x 2 + 8 x + 15 =0. 

n. Factorizamos el polinomio. 

x 2 + 8x +15 = 0 
oc 2 +3x + 5x + 15 = 0 
^(x + 3) + 5(jt + 3) = 0 
(jr+3)(^ + 5) = 0. 

IIL Utilizamos la propiedad del cero en la multiplicacidn: 

(x + 3) = 0 o (x + 5) = 0, 

de donde: 

x = -3 o x = —5. 


Comprobacioiu Si x = -3, entonces, 

Lado derecho: x 2 - 4x - 5 = (-3 ) 2 - 4 (-3) -5 = 16. 
Lado izquierdo: 2x 2 + 4x + 10 = 2(-3 ) 2 +4(-3) +10 = 16. 
Si x = -5, entonces 

Lado derecho: x 2 - 4x - 5 = (-5 ) 2 - 4(-5) - 5 = 40. 
Lado izquierdo: 2x 2 + 4x +10 = 2(-5 ) 2 + 4 (-5) +10 = 40. 
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2. Resolver 3x 2 + 21* = 9-23*-2x 2 . 

Solution: 


L Pasamos todos los terminos de un lado de la ecuacion de manera que el 
polinomio quede igualado a cero: 

3jc 2 + 21x = 9 - 23x - 2x 2 
3x 2 + 21 jc - 9 + 23* + 2x 2 =0 
5jc 2 + 44x -9 = 0. 
n. Factorizamos el polinomio: 

5jc 2 + 44x -9 = 0 
5x 2 +45x-^- 9 = 0 
5x(x + 9)-(x + 9) = 0 
(jr + 9)(5x-l) = 0. 

m. Utilizamos la propiedad del cero en la multiplication: 

(x + 9)= 0 o (5x-l) = 0, 

de donde 



Comprobacion: Si x = -9, entonce s 


Lado izquierdo: 9-23x-2x 2 = 9-23(-9)-2(-9) 2 = 54. 
Lado derecho: 3x 2 +21x = 3(-9 ) 2 +21(-9) = 54. 

Si x = entonces 


Lado izquierdo: 
Lado derecho: 


9-23^-2x 2 = 9- 23^jj - 2^ j 


108 
25 ' 


a 


7.7.1 Ejerricios 


Factoriza los siguientes polinomios. 


L 6(x -&)+ y(x-8) 

10 . 

a 2 (a -1) — 6(1 - a) 

19. 

w 2 - z»v + 6w - 6z 

2. a(a+7)-9(a + 7) 

11 . 

z[x 2 + y)- y(x 2 + y) 

20 . 

a 2 - lab - 3ac + 21Zjc 

3. z(z-l)-12(z-l) 

1 Z 

3y(y+ 5)+ z(5+ y) 

2L 

1 

V 

W 

1 

+ 

t—» 

4 9(10-*)-*(*-10) 

13. 

z 2 (z 2 -l)-(z 2 -l) 

22 . 

b 2 -6b + 10b-60 

5. 3h>(h> - 2)- 16(w> - 2) 

14 

5a( 4b - a) - 6b(a - 4b) 

23. 

x 3 +4x 2 +3^ + 12 

6. x(8 + y)+z(8+ y) 

15. 

3x i - 5x 2 - 6 jt +10 

24 

6z 4 +8z 3 -9z 2 -12z 

7. y(>' + 4)-20(>'+4) 

16. 

y 3 -3y 2 + 9y-71 

25. 

a(2-a)+5(a-2) 

8 . 13(5»v-2)-»v(5»v-2) 

17. 

2(4w-9z)-6»v 2 (4k' -9z) 

26. 

/ + 5^ 3 - 4y 2 - 20 

9. w(x 2 -3)+l(3-x 2 ) 

18. 

ab-3ac + 3b-9c 

27. 

40»v 2 + 5 ivj + 16W + 2 y 
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En los ejercicios 28 a 36, resuelve las ecuaciones. 


28. 14y 2 - 112y = 0 

29. 8z 2 - 68z = -32 

30. 3h' 2 =-17h--10 


31. y 2 + 4y-45 = 0 

32. (x-l)(x+5) = 13x-5 

33. x(x-10)-ll(x-10) = 0 


34. z(z-9)+9(z-9) = 0 

35. 2z(z-6) + 5(z-6) = 0 

36. x 2 -13*+12 = 0 


37. Un numero menos su reci'proco es igual a -Encuentra 
los numero s. 

38 La suma de un numero y su redproco es igual a Encuentra 
los numeros. 

39. El reci'proco de un numero mas el doble del numero es 
igual a ^.Encuentra los numeros. 

40. Los catetos de un triangulo rectangulo miden x y 3x + 3, y 
la hipotenusa mide 4x - 3. ^Cuanto mide cada cateto y la 
hipotenusa del triangulo? 

4L Los numeros x, 5x + 5 y 6x-5 satisfacen que la suma de 
los cuadrados de los dos primeros es igual al cuadrado del 
tercero. Encuentra dichos numeros. 

42. En un partido de beisbol, el bateador envi'a la pelota di- 
rectamente hacia arriba a una velocidad de 29.4 m/seg. 
(.Cuanto tiempo permanece la pelota en el aire antes de 


que la atrape el catcher? La pelota tarda el mismo tiempo 
en subir que en bajar. que altura Ueg6 la pelota? La 
relacion entre la altura y el tiempo esta dada por la ecua- 
d6n h = Vfjt , donde g = 9.8 m/seg 2 es la aceleracion 
debida a la gravedad y v 0 es la velocidad inicial. 

43. Uno de los catetos de un triangulo rectangulo es 2 unida- 
des menor que el otro. El area del triangulo es igual a 35. 
4 ,Cuinto vale el cuadrado de la hipotenusa? 

44 Encuentra dos numeros enteros consecutivos tales que 
el segundo elevado a la cuarta menos el primero elevado 
tambien a la cuarta es igual al doble producto del primero 
por el cuadrado del segundo mas el cubo del segundo. 

45. Si un proyectil es lanzado verticalmente hacia arriba con 
una velocidad de 44.1 m/seg, ^cuanto tardara en llegar al 
suelo? (Usa la formula del problema 42.) 


7.8 Factorizacion de trinomios: x 2 + bx + c 

^,Que base debe tener el sistema de numeradon para que la representadon del 
numero 27 en dicho sistema sea 123? 

Solution: Debemos escribir el numero 123 en forma desarrollada. Recuerda 
que en los sistemas de numeracion posidonales, cada posicion indica una po- 
tencia de la base; asf, el 1 esta en el lugar de la base al cuadrado, el 2 esta en el 
lugar de la base a la primera potencia y el 3 esta en el lugar de la base elevada 
a cero. Por tanto, el numero se escribe 

la 2 + 2a' + 3a° 

y como este numero es igual a 27, entonces la ecuadon que obtenemos es: 

a 2 +2a + 3 = 27. (7.11) 

Pasamos todos los terminos de un lado de la igualdad, para obtener una 
ecuacion igualada a cero: 

a 2 + 2a+ 3 = 27 
a 2 + 2a + 3 - 27 = 0 
a 2 + 2a-24 = 0. 

Recordemos que en la pagina 195 vimos el producto notable 
( a+b){a+c) = a 2 +{b+c)a + bc. 

Debemos encontrar dos numeros bye tales que el producto de ellos sea 
-24 y cuya suma sea 2.Tales numeros son 6 y -4. Asf 

(a+ 6)(a-4) = a 2 + 2a-24, 
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y por tanto debemos resolver: 

(a + 6)(a-4) = 0. 

Por la propiedad del cero en la multiplication tenemos que: 

(a + 6 ) = 0 o (a -4) = 0. 

Despejando obtenemos las solutiones: 

a = - 6 o a = 4. 

Como las bases de los sistemas de numeration deben ser positivas, enton- 
ces nos quedamos con el 4. El numero 123 es la representation de 27 en 
base 4. 

Comprobacion: Sustituimos a = 4 en la ecuacion (7.11): 

a 2 + 2a + 3 = (4) 2 +2(4)+3= 16+8 + 3 = 27. 

Como hemos visto en el proceso de factorization, es conveniente recordar 
los product os notables vistos al principio de este capftulo. 

( a+bf = a 2 + 2ab+b 2 
(a — bf = a 2 — 2ab + b 2 

(7.12) 

( a+b)(a-b)= a 2 -b 2 
(a+b){a + c)=a 2 + a(b + c) + bc. 

Ahora veremos como factorizar trinomios utilizando los productos ante- 
riores. 


" EJEMPLOS 

L Factorizar el trinomio x 2 - llx+30, en dos factores lineales. 

Solution: Queremos factorizar al trinomio como el producto de dos bi- 
nomios: 

x 2 -1L*+30 =(x+b)(x + c). 

Observamos el cuarto producto notable de la lista anterior y ponemos x 
en el lugar de la a. Debemos encontrar dos mimeros bye tales que el pro¬ 
ducto de ellos sea 30 (el t&mino independiente) y cuya suma sea -11 (el 

coefitiente de x). 

Probamos con los factores enteros; como 30 es positivo, bye deben 
tener el mismo signo para que su producto sea positivo. Como -11 es 
negativo, bye deben ser negativos. 

Los mimeros buscados son -5 y -6. asf que: 

x 2 -11;c+30=(jc-5)(*-6). 

Rxlemos comprobar directamente lo anterior multiplicando los dos factores. 
2. Factorizar el trinomio x 2 -3x-28. 

Solution: Pensamosen: 


x 2 -3x-28 = (x + b)(x + c). 
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Debemos encontrar ahora dos numeros bye tales que su producto sea 
-28 y cuya suma sea -3. 

Como -28 es negativo, bye deben tener signo oontrario, y como -3 
es negativo, el numero negativo debe tener mayor valor absoluto que el 
mimero positivo. 

Los numeros buscados son -7 y 4, as! que: 

x 2 -3x-28={x-7)(x+4). 

3. Resolver la ecuacion y 2 +3y- 54 = 0. 

Solution: Primero debemos factorizar el trinomio y 2 + 3y -54 como un 
producto de dos binomios, 

y 2 + 3y-54 = (y+i)(y + c), 

es decir, debemos encontrar bye tales que el producto d< ellos sea -54 y 
cuya iuma sea 3. Los numeros buscados son -6 y 9, as! que: 

y 2 +3y-54=(y-6)(y+9) 


y 

(y- 6 )(y + 9) = 0. 

Ahora, utilizando la propiedad del cero en la multiplication, tenemos que: 

y -6 = 0 y + 9=0 

y = 6 ° y = -9. 

Las soluciones son y = 6 , y = -9. 

Comprobacioiv Sustituimos y = 6 en la ecuacion original: 

y 2 + 3y-54 =(6) 2 +3(6)-54 = 36 + 18-54 = 0. 

Sustituimos y = -9en la ecuacion original: 

y 2 + 3y - 54 = (-9 ) 2 + 3(-9) - 54 = 81 + (-27) - 54 = 0. 

4. Factorizar el trinomio x 2 + I4x + 24. 

Solution: Hacemos 

x 2 + I4x+24 = (x+b)(x + c). 

Ahora debemos encontrar dos numeros bye tales que su producto sea 24 
y cuya suma sea 14. 

Como 24 es positivo, bye deben tener el mismo signo; y como 14 es 
positivo, bye deben ser positivos. 

Los numeros buscados son 12 y 2, asf que 

x 2 + 14x + 24 = {x + 12)(x+2). 

Observa que otras factorizaciones de 24 no sirvenjpor ejemplo, 

24 = 4 x 6 pero 4 + 6 = 10 

24 = 24x1 pero 24 + 1 = 25. 

5. Factorizar el trinomio 12 + 4 z- z 2 . 
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Solucidiu Observa que en este ejemplo el coeficiente de z 2 es -1; en- 
tonces factorizamos el - 1 , es decir, 

12 + 4z-z 2 = -l(z 2 -4z-12)=-l(z + 6 )(z + c). 

Ahora debemos encontrar dos numeros bye tales que su producto sea 
- 12, ycuyasumasea -4. Como -12esnegativo, bye debentenerdistinto 
signo;y como -4 es negativo,el numero negativo debe tener valor absolu¬ 
te) mayor que el positivo. 

Los numeros buscados son -6 y 2, asi que: 

-l(z 2 -4z-12) = -l(z-6)(z+2) = (-z + 6 )(z + 2). 

6 . Factorizar el trinomio -3.x 1 - 3.r +126. v. 

Solucion : Lo primero que observamos es que todos los terminos tienen 
un lactor comun, asf que factorizamos primero -3x. 

-3x 3 - 3x 2 + 126x = -3x(x 2 +x- 42). 

El factor entre parentesis es del tipo de los ejemplos anteriores, por lo que 
buscamos ahora dos numeros bye cuyo producto sea -42 y su suma sea 
1. Dichos numeros son b = 7 y c = -6, asf que: 

-3jc 3 - 3jc 2 +126* = -3x(x + 7)(jc - 6 ). 

7. Resolver la ecuacion 2 y* - 4y 3 - 126 y 2 = 0. 

Solution: Factorizamos primero 2y 2 . 

2 y* - 4/ - 126 y 2 = 2y (y 2 -2 y- 63). 

Buscamos dos numeros cuyo producto sea -63 y cuya suma sea -2. Dichos 
numeros son -9 y 7. 

2 y 4 - 4y 3 - 126y 2 = 2y 2 (y- 9)(y+7). 

Entonces la ecuacion que tenemos que resolver es: 

2y 2 (y-9)(y+7) = 0. 

Ahora utilizamos la propiedad del cero en la multiplicaci 6 n, por lo que: 

2y 2 = 0 y-9 = 0 y + 7 = 0 

o o 

y = 0 y = 9 y=-7. 

Las soluciones son y = 0, y = 9, y = -7. 

Comprobacion : Sustituimos y = 0 en la ecuacion original: 

2y 4 _ 4y 3 -126y 2 = 2(0 ) 4 -4(0 ) 3 -126(0) 2 =0. 

Sustituimos y = 9 en la ecuacion original: 

2y 4 - 4y 3 - 126y 2 = 2(9 ) 4 -4(9 ) 3 -126(9) 2 =13122 - 2916-10206 = 0. 
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Sustituimos y = — 7 en la ecuacion original: 

2/ - 4/ - 126y 2 = 2(-7 ) 4 -4(-7 ) 3 -126(-7) 2 = 4802 +1372-6174 = 0. 


7.8.1 Ejercicios 


Factoriza los siguientes trinomios. 


L 

x 2 + 7x+10 

10 . 

y 2 - 12y + 36 



19. 

t 2 -2t-3 

28. 

x 2 

+ x-30 

2 . 

y 2 + 3y - 4 

1L 

»v 2 -\lw + 72 



20 . 

z 2 +13z+40 

29. 

72 

+ 6y-y 2 

3. 

15+2H--H- 2 

12 . 

x 2 - 9x - 36 



2L 

-3x 5 + 3x 4 + 60x 3 

30. 

2 

W 

- IOh- -11 

4 

z 2 + 14z + 49 

13. 

x 2 + 24x + 144 



22 . 

30 + 7y-y 2 

31. 

45 

-4z-z 2 

5. 

y 2 - 9y+18 

14 

60 + 7/ -r 2 



23. 

9-8x-x 2 

32. 

X 2 

+ 15x + 56 

6 . 

54-3x-x 2 

15. 

y 2 - y - 30 



24 

z 2 +14z + 48 

33. 

12y 2 - 12y-144 

7. 

x 2 -18x + 81 

16. 

Z 2 + 13z + 22 



25. 

w 2 -4w- 32 

34. 

/ 

+ 6y + 5 

8 . 

z - lOz +21 

17. 

5W 3 + 10iv 2 -315w 


26. 

y 2 + lOy + 24 

35. 

2 

z 

- z- 42 

9. 

z 2 +z-110 

18. 

8-7 s-s 2 



27. 

2t 4 + 22 r 3 + 36t 2 

36. 

13 

+ 12 x - x 2 

Factoriza los siguientes polinomios. 









37. 

x 2 (x 2 -2x + l) + 5x(x 2 - 

■2x + 

l) +4(x 2 -2x + 

1) 







38. 

y 2 (y 2 -4y+3)+4y(y 2 - 

• 4y + 

3)-32(y 2 -4y 

+ 3) 







39. 

z 2 (z 2 +4z + 12)+10z(z 2 

+ 4z - 

h 12) + 2l(z 2 + 4z +12 

) 






40. 

w 2 (w 2 -3w-2&)+2w(w 

2 - 3iv- 28)- 15(h> 2 ■ 

- 3»v - 

28) 






En i 

los ejercicios 41 a 49, resuelve las ecuaciones. 








4L 

jr 2 — 6jc — 16 = 0 


44. 

-5h- 5 

- 90>v 3 = 

55»v 4 

47. 

2 

z 

= 17z-66 

42. 

y 5 - 4y 4 = 45 y 3 


45. 

3x 3 + 

30x 

= 33x 2 

48. 

r 3 

+ 5 1 2 =14 1 

43. 

2z 6 + 4z 5 = 160z 4 


46. 

360y 3 

+117y 4 

+ 9y 5 = 0 

49. 

x 6 

=-28x 3 


50. El ancho de un rectangulo es 3 unidades menor que su 
largo. Si el area es igual a 4, ^cuanto miden los lados? 

51. iQue base debe tener el sistema de numeracion para que 
la representacion del numero 70 en dicho sistema sea 
154? 

52. Un cuadrado de lado ( se deforma para obtener un rec¬ 
tangulo, sumando 7 unidades al largo y restando 7 al an¬ 
cho; sin embaigo, despues de efectuar la deformacion, el 
area obtenida es cero. ^Cuanto mide el lado i del cua¬ 
drado? 

53. Un rectangulo tiene un perimetro de 28 cm y un area de 
45 cm 2 . <Cuantos centimetres miden sus lados? 

54 iQue base debe tener el sistema de numeracion para que 
la representacion del numero 7 en dicho sistema sea 111? 

55. La suma de los cuadrados de dos numeros enteros pares 
consecutivos es 100. Encuentra dichos numeros. 


56. La suma de los cuadrados de tres numeros enteros conse- 
cutivos es 110. Encuentra dichos niimeros. 

57. Hace 3 anos, la edad de Nicolas era cierto numero. Dentro 
de 9 anos, su edad sera dicho numero elevado al cuadrado. 
<,Que edad tiene ahora Nicolas? 

58. Escribe 9 como la suma de dos numeros tales que 4 veces 
el cuadrado del primero mas 5 veces el cuadrado del se- 
gundo sea igual a 189. 

59. <,Que base debe tener el sistema de numeracion para que 
la representacion del mimero 35 en dicho sistema sea 
120 ? 

En una competencia de lucha grecorromana hay cierto nu¬ 
mero de personas. Compiten todos contra todos. Si hubo 
10 combates, ^cuantos competidores habia? 
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^.9 Casos particu lares 

Hay trinomios que pueden factorizarse mas directamente usando los dos pri- 
meros productos notables de la lista (7.12) de la pagina 207; esto sucede cuando 
el trinomio es el cuadrado de un binomio. Estos trinomios se 11aman trinomios 
cuadrados perfectos Por ejemplo, si x 2 +bx + c = (x- rf, entonces x 2 + bx+c 
es llamado un cuadrado perfecto. 

El drea de un rectangulo mide 64 m 2 y el ancho mas el largo miden 16 me¬ 
tros. Encontrar la longitud de sus lados. 

Solucion : Llamamos a al ancho y b al largo del rectangulo. Sabemos que 
el area de un rectangulo es el producto de sus lados, por lo que: 

area =ab = (A. (7.13) 


Como: 


a + b = 16, (7.14) 

entonces podemos despejar b, con lo que obtenemos: 

b = 16- a. 

Sustituimos este valor de b en la ecuacion (7.13), con lo que obtenemos: 

a(16-a) = 64. 


Resolvemos esta ecuacion: 

a(16 -a) = 64 
16 a-a 2 =64 

0 = a 2 - 16a + 64 
0 = (a- 8 ) 2 . 

Entonces a = 8 yh = 16-8 = 8 . Observa que se trata de un cuadrado cuyo 
lado mide 8 metros. 

Comprobacion: Sustituimos a = 8 y 6 = 8 en las ecuaciones (7.13) y (7.14): 
ab = 8 ( 8 ) = 64; a + 6 = 8 + 8 = 16. 


" EJEMPLOS 

Determinar si el trinomio x 2 +18* + 81 es un cuadrado perfecto y, en su 
caso, factorizarlo. 

Solucion: Queremos expresar al trinomio como: 

x 2 + 18* + 81 = x 2 + 2bx + b 2 , 
donde b es un mimero real. 

Nos fijamos que 81 = 9 2 . asf que el candidato para ser b es 9, y verifica- 
mos que 2x9 = 18. 

Asf que: 


x 2 +18*+ 81 =(x + 9) 2 . 
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Observa que hubieramos podido utilizar el metodo usado en la seccion 
anterior y escribir: 


x 2 + 18x + 81 =(x+b)(x+c). 

Es decir, buscamos dos numeros bye que multiplicados dan 81 y que su- 
mados dan 18; dichos numeros son b = 9 y c = 9, con lo que obtenemos el 
mismo resultado. 

2. Determinar si el trinomio y 2 + 10y + 16 es un cuadrado perfecto y, en su 
caso, factorizarlo. 

Solution: Nos fijamos que 16 = 4 2 as! que el candidato para ser b es 4, 
pero 2x4 = 8*10. por lo que el trinomio no es un cuadrado perfecto. 

3. Determinar si el trinomio w 2 - 24 w + 144 es un cuadrado perfecto y, en su 
caso, factorizarlo. 

Solution: Buscamos b tal que: 

w 2 - 24w + 144 = (w> - bf. 

Nos fijamos que 144 = 12", entonces el candidato para b es 12 , y verifica- 
mos que 2 x 12 = 24, asf que: 

w 2 - 24»v +144 = (iv -12) 2 . 

4. Resolver la ecuacion x 2 + 12x + 36 = 0. 

Solution: Primero factorizamos el polinomio: 

x 2 + l2x + 36=(x + b) 2 . 

Como 36 = 6 : , entonces el candidato para be s 6 ,y como 2x6 = 12, enton¬ 
ces. 


x 2 + 12jr + 36 = (x + 6) 2 , 
asf que la ecuacion que tenemos que resolver es: 

(jc + 6) 2 = 0. 

Entonces los dos fact ores son iguales, asf que: 

or + 6 = 0 
x = -6. 


La solucion es x = - 6 . 

Comprobadon: Sustituimos x = -6 en la ecuacion original: 

x 2 +12* + 36 = (- 6) 2 +12(-6)+ 36 = 36-72 + 36 = 0. 


Otro caso importante es el de los polinomios que son diferencia de cuadrados. 
Veamos una forma muy original de plantear un problema: 
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Si con granos de oro puedo deck¬ 
el carino que siento por ti, 
y si acaso lo quieres descubrir: 
cuenta cuantos meses tiene un ano 
y si piensas que es demasiado, 
resta cuatro por los dfas que he llorado, 
y dividelo entre 2 
por los que me he enojado. 

Ahora ya conoces el cuadrado 
del carino que por ti he guardado. 

Araceli Bemabe 


Solution: Analizando los renglones del verso, podemos deducir la ecuacion: 

En este caso, la incognita aparece en el ultimo renglon y se refiere al 
carino guardado hacia cierta persona, al que llamaremos x: 


es decir. 


4 = x 1 . 


(7.15) 


Resolvemos la ecuacion: 

4 = x 2 

0 = x 2 -4 

0 = (x-2)(x+2). 


Entonces: 


x = 2 o x = - 2 . 

La solution que Araceli incluyo a su problema es la siguiente: 

Si aun eres mi amigo 
2 granos te han tocado; 
si, por el contrario, no 
lo mereces, regresa los 
2 que me has robado. 

Comprobadoiv 

Sustituimos x = 2 en la ecuacion (7.15): x 2 = (2) 2 = 4. 

Sustituimos x = -2 en la ecuacion (7.15): x 1 = (-2 ) 2 = 4. 

" EJEMPLOS 

L Factorizar x 1 - 25. 

Solution: Observamos que este polinomio no tiene termino en x, y ade- 
mas el termino independiente es un cuadrado, asi que el polinomio es de 
la forma 


x 2 -25 = x 2 -b 1 , 
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donde b= 5. 

De acuerdo con la tercera formula de (7.12) de la pagina 207, tenemos que: 

* 2 -25 = (jt + 5)(;t-5). 

Por supuesto, podemos factorizar este polinomio utilizando la regia gene¬ 
ral vista en la section anterior, por lo que escribimos: 

x 2 - 25 = x 2 + 0x-25 = (x + b)(x+c) 

y buscamos dos numeros que multiplicados den 25 y sumados den 0. Dichos 
numeros son b = 5 y c = -5, as! que: 

x 2 -25 = (x + 5)(x-5). 

2. Factorizar w 2 -121. 

Solution: El polinomio es una diferencia de cuadrados, pues 121 = 11 2 , 
asf que: 

w 2 -l2l = w 2 - ll 2 =(w + 11)(h> -11). 


Algunas veces es necesario factorizar el MCD de los terminos del polinomio an¬ 
tes de reconocer que hay un cuadrado perfecto o una diferencia de cuadrados. 

“ EJEMPLOS 

1. Factorizar 4 y* - 56^ +1%/. 

Solution: Factorizamos primero 4y 2 : 

4y 4 - 56y 3 + 196y 2 = 4y 2 (y 2 - 14y + 49). 

Ahora podemos reconocer que el factor entre parentesis es un cuadrado 
perfecto, hatiendo b = l, asi que: 

4y 4 -56y 3 + l%y 2 = 4y 2 (y -7) 2 . 

2. Factorizar -5x s + 80r\ 

Solution: Factorizamos primero -5^ 3 : 

-5jc 5 + 80^ 3 = -5jc 3 (x 2 - 16). 

Reconocemos ahora que el factor entre parentesis es una diferencia de 
cuadrados, as! que: 

-5* 5 + 80 jc 3 = -5x 3 (x - 4)(x + 4). 

3. Factorizar 7z 6 +70z s +175 z*. 

Solution: Factorizamos primero 7z 4 : 

7 z 6 + 70z 5 + 175z 4 = 7 z 4 (z 2 + 10z + 25). 

El factor que estd entre parentesis es un cuadrado perfecto: 

7z 6 + 70z J + 175z 4 = 7z 4 (z + 5) 2 . 
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7.9.1 Ejerririos 


Determina si los siguientes trinomios son cuadrados perfeetos; si es asi, factorizalos. 



L x 2 - 4x + 4 

6. 

x 2 + 8x + 15 

11. 

2 

w - 4w +16 

16. 

w 2 - 24w +144 

2. y 2 + 26y + 169 

7. 

y 1 + 16y + 64 

12. 

y 2 + lOy - 25 

17. 

y 2 - 14y + 49 

3. z 2 - 7z + 9 

8. 

jr 2 + 60* + 900 

13. 

w 2 -28w + 139 

18. 

Z 2 +12z+38 

4 w> 2 + 12h'-6 

9. 

h- 2 - 2w +1 

14. 

z 2 + 6z + 9 

19. 

a 2 -18a+ 81 

5. z 2 - 10z + 25 

ia 

z 2 - 24 z + 49 

15. 

x 2 -22*+ 121 

20. 

b 2 +2006+ 100 

Factoriza los siguientes polinomios. 






2L x 2 -6x +9 

27. 

y 2 +18y + 81 

33. 

y 2 -100 

39. 

64-16z+z 2 

22. y 2 + 14y + 49 

28. 

169 - x 2 

34. 

x 2 - 40r + 400 

40. 

y 2 + 20y +100 

23. z 2 -64 

29. 

-x 2 + 4x - 4 

35. 

»v 2 + 30w> + 225 

4L 

49-x 2 

24 144-z 2 

30. 

iv 2 - 8»v +16 

36. 

-w 2 - 10w> -25 

41 

81 -x 2 

25. z 2 + lOz + 25 

3L 

f 2 -22f+ 121 

37. 

f 2 -64 

43. 

w 2 - 49 

26. h> 2 - 12^ + 36 

32. 

16-8y+y 2 

38. 

z 2 -2z + l 

44 

-y 2 + 26y -169 


45. a 2 (a 2 - 4a + 4)-4a(a 2 -4a + 4) + 4(a 2 - 4a + 4) 

46. y 2 (y 2 + 2y +l)-64(y 2 + 2y +l) 

47. z (z 2 - 6z + 9)- 8 z(z 2 -6z + 9)+ 16(z 2 - 6z + 9) 

48. w 2 (h- 2 + 10w + 25)+ 10 h-(»v 2 + 10w + 25)+ 25(»v 2 + lOw + 25) 

49. c 2 (c 2 -9)-25(c 2 -9) 

50. b 2 (b 2 + 186 + 81) + 14fc(fc 2 + 186 + 81) + 49 (b 2 +186 + 81) 

5L x 2 (x 2 - 2x +1) - 7x(x 2 - 2x +1) + 12(jr 2 - 2x +1) 

52. b 2 -a 2 + 6a-9 

53. x 2 -y 1 + 12x + 36 

En los ejercicios 54 a 62, resuelve las siguientes ecuaciones. 


54 y 2 = 169 

57. w 2 - 16w+ 64 = 0 

60. 3x 5 + 120x 2 = -1200x 

55. 2z 5 = 32z 

58. x 4 - 676x 2 = 0 

6L 4y 4 + 100y 2 = 40y 3 

56. h» 5 + 24 w* = -144W' 1 

59. 5y 5 +45y s = 30y 4 

61 / 3 = 196f 


63. El area de un rectangulo es de 48 m 2 y las longitudes de 
sus lados miden dos numeros enteros cons ecu tivos pares. 
Encuentra las longitudes de sus lados. Encuentra el peri- 
metro del triangulo rectangulo formado al trazar la diago¬ 
nal del rectangulo. 

64 Encuentra tres numeros enteros consecutivos tales que el 
producto del primero por el segundo sea igual al tercero 
mis 7. 

65. Si un anillo esta formado por dos cfrculos concentricos y 
el radio del cfrculo menor es 4, ^cual debe ser el radio del 
circulo mayor para que el area del anillo sea 33x? 

66. Encuentra dos numeros enteros consecutivos tales que el 
cuadrado del mayor menos el cuadrado del menor es igual 
a 61. 


67. iQue base debe tener el sistema de numeracion para que 
la representation del numero: 

a. 9 sea 100? 

b. 36 sea 100? 

c. 144 sea 100? 

68. A un bade asistid igual numero de hombres que de mu- 
jeres. Si cada hombre bailo con todas las mujeres y cada 
mujer baild con todos los hombres, y en total se hicieron 
225 parejas distintas, j,cuantas personas hubo en el bade? 
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.10 Factorizacion de trinomios: ox 2 + bx + c 

Con una resortera se lanza una piedra verticalmente con una velocidad inicial 
de 39.2 m/seg. ^Cuando alcanzara una altura de 34.3 metros? 

Solution: Para resolver este problema debemos utilizar la formula de la 
ffsica que relaciona la altura, que llamaremos h, la velocidad inicial, v 0 , el 
tiempo,f,y la magnitud de la aceleracion debida a la fuerza de gravedad,g. 

, 1 2 
h = v 0 t--gt . 

g = 9.8 m/seg 2 aproximadamente. Sustituyendo los datos que tenemos: 

343 = 39.2*-|(9.8)* 2 . (7.16) 

Escribimos la ecuacion como: 

4.9* 2 - 39.2* + 34.3 = 0. 

Factorizamos primero el coeficiente de * 2 . 

4.9(* 2 -8* + 7) = 0. 

Ahora tenemos que encontrar dos niimeros tales que 

su producto sea: 7, su suma sea: - 8. 

Dichos numeros son -7 y -1, asf que: 

4.9(* 2 -8* + 7) = 4.9(*-7)(*-l). 

Entonces resolvemos: 

4.9(*-7)(*-l) = 0, 

con lo cual obtenemos: 


*-7 = 0 *-1 = 0 

* = 7 ° * = 1. 

Hay dos momentos en que la piedra alcanza una altura de 34.3 metros, 1 
segundo despues de ser lanzada (cuando va de subida) y tambien 7 segun- 
dos despues del lanzamiento (cuando va de bajada). 

Comprobacion: Sustituimos * = 1 segundo en la ecuacion (7.16): 

39.2*-^(9.8)* 2 =(39.2 )(1)-|(93)(1) 2 = 39.2-4.9 = 34.3 

Sustituimos * = 7 segundos en la ecuacion (7.16): 

39.2*-|(9.8)* 2 =(39.2 )(7)-y(93)(7) 2 =274.4-240.1 = 34.3 

Observa que en este ejemplo, a pesar de que el coeficiente de * 2 no era 1, 
dicho coeficiente era factor de todos los terminos del polinomio y pudimos 
factorizarlo, con lo que obtuvimos un polinomio cuyo coeficiente de * 2 es 1. 

Dicho de manera mas general, para factorizar un polinomio de segundo 
grado cuyo coeficiente de .r 2 no es 1, factorizamos dicho coeficiente y despues 
factorizamos el polinomio que lo multiplica. 
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Hay un metodo mas general que nos puede ayudar en otros casos y que 
ejemplificamos ahora. 


Ejemplo 

• Resolver la ecuacion 5x 2 - 14x~ 3 = 0. 

Solucidfu Buscamos dos numeros tales que: 

rs = (5)(-3) y r+s =-14, 

es decir, buscamos dos numeros cuyo producto sea -15 y cuya suma 
sea -14 .Tales numeros son: 

r = -15, s = l. 

Ahora escribimos la ecuacion original como 

Sx 2 -14x -3 = 5x 2 -15x + x-3 
= 5x(x-3) + x-3 
= (5x + l)(x-3). 

Resolvemos la ecuacion: 


dedonde: 


(5x + l)(x-3) = 0, 


5x+l = 0 
1 

x = — 
5 


x-3 = 0 
x = 3. 


En general, si ax 1 + bx +c es un polinomio con c * 0, la clave del metodo antes 
descrito es descomponer el termino bx en una suma de dos terminos; asi', busca¬ 
mos dos numeros r y s tales que su suma sea b y su producto sea ac\ es decir. 


r + s = b 
rs = ac. 


(7.17) 


Como rx + sx = bx, escribimos el polinomio como: 

ax 2 +bx + c = ax 2 +rx + sx+c. 


Despejando a de la segunda ecuacion de (7.17), sustituyendo en la ecuacion 
anterior y factorizando por agrupamiento, tenemos: 

ax 2 +rx + sx+c=—x 2 +rx+ sx + c 
c 

= -x(sx+c)+sx+c 
c 

= ^x + lj(sx + c), 

as! que si encontramos dichos numeros r y s, el polinomio ax 2 +rx +sx + c 
siempre se puede factorizar por agrupamiento. 
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" EJEMPLOS 

1. Factorizar -4x 2 +4x+3. 

Solution: Buscamos dos numeros rys tales que: 

rs = ac = - 4 x 3 = -12 
r + s = b = 4. 

Dichos numeros son r = 6 y s = -2. 

Descomponemos el termino en x como 4x = 6x~2x y escribimos el 
polinomio: 

-4x 2 +4x + 3 = -4x 2 +6x-2x + 3. 

Factorizamos -2x de los dos primeros terminos y -1 de los ultimos dos 
term i nos 


-4x 2 + 6x - 2 x + 3 = -2x(2x -3)-(2x-3). 

Observa que factorizamos -1 para que las expresiones entre parentesis 
sean iguales. Ahora factorizamos (2 x - 3) y obtenemos el resultado: 

-4x 2 +4x + 3 = (2x-3)(-2x-l). 

2, Resolver la ecuacion (x - 2)(4jc + 5) = 0. 


Solution: Observa que el polinomio ya esta igualado a cero y factoriza- 
do. Por la propiedad del cero en el producto (x-2)(4x+ 5) es igual a cero 
si, y solo si, alguno de los factores es igual a cero. 


jc-2 = 0 4jc + 5 = 0 

Jt = 2 o 4x=-5 

5 



Las soluciones son x = 2, x = — 

4 


Comprobacidiu Sustituimos x = 2 en la ecuacion original: 

{x-2)(4x + 5) = (2 -2)(4(2)+5) = 0. 

Sustituimos x = —- en la ecuacion original: 

4 


(x-2)(4, + 5)-(-L2)(4(-!) +5 ).0. 


3. Resolver la ecuacion 3 jc 2 + x = 10. 


Solution: Pasamos todos los terminos al primer miembro. 

3x 2 + x = 10 
3x 2 + x-10 = 0. 


Factorizamos el polinomio, buscamos dos numeros cuyo producto sea 
3 (-10) = -30 y su suma sea 1. Dichos numeros son 6 y -5: 

3x 2 +6x-5x-10 = 0 
3x(x + 2)-5(x + 2) = 0 
(3x-5)(x + 2) = 0. 
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Igualamos cada uno de los factores a cero y encontramos las soluciones: 


3* - 5 = 0 
3x=5 
5 

x = — 


x+2 = 0 
x = -2. 


Las soluciones son x = —, x = -2. 

3 

Comprobacioiv Sustituimos jc = ^ en la ecuacion original: 


3x 2 + x 




3 3 3 


Susdtuimos x = -2 en la ecuacion original: 

3x 2 + x = 3(-2) 2 +(-2) = 12 -2 = 10. 


7.10.1 Factorizacidn de trinomios cuadrados perfectos 

Podemos reconocer tambien trinomios cuadrados perfectos aun cuando el co- 
eficiente de x 2 no sea 1. 


* EJEMPLOS 

L Determinar si el polinomio 9x 2 - 12x+ 4 es cuadrado perfecto y, en su 
caso, factorizarlo. 

Solution: Queremos determinar si el polinomio es de la forma 
a 1 - 2 ab + b 2 . Observamos que: 

9x 2 = (3xf y 4 = 2 2 , 

asf que intentamos: 

a = 3x y b = 2. 


Calculamos: 


lab = 2(3x){2) = 12 jc, 


asf que, efectivamente: 


9x 2 -12x + 4 = (3x-2f. 

2, Determinar si el polinomio I6z +40z + 25 es cuadrado perfecto y, en su 
caso, factorizarlo. 

Solucion: Como: 

I6z 2 = (4zf y 25 = 5 2 , 


si hacemos: 


a = 4z y b = 5, 


calculamos: 


2ab = 2(4z)(5) = 40z. 
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Asf, 

16z 2 + 40z + 25 = (4z + 5) 2 . 

3. Factorizar 4y 2 -12yz + 9z\ 

Solution: Reconocemos que: 

4/ =(2 yf- 9 z 2 =(3 zf y 12 yz = 2(2y)(3z). 


Asf, 


Ay 1 -l2yz + 9z l = {2y-3zf. 


4. Factorizar 20.r y + lOO^y 2 +125ry 3 . 

Solution: Factorizamos primero el MCD de los terminos del polinomio: 

20x 3 y+mx 1 y 2 + l25xy 3 =5xy(4x l + 20xy + 25y 1 ). 
Reconocemos ahora que: 

4jc 2 =(2x) 2 ; 25 y 2 = (5y) 2 y 2Qxy = 2{2x){5y). 

Asf, 

20x 3 y + 100jr 2 y 2 + 125xy 3 = 5 xy (2x + 5 y) 2 . 

5. Resolver la ecuacidn 64z 2 -48z + 9 = 0. 

Solution: Primero factorizamos el polinomio: 

64 z 2 -48z + 9 = (8z-3) 2 . 

Ahora resolvemos la ecuacion: 


(8z - 3) 2 = 0 
8z-3=0 
3 

Z= 8‘ 

La solution es z = p 
8 

3 

Comprobaciow Sustituimos z = — en la ecuacion original: 

8 


64z 2 -48z + 9 = 64 ^ -48 +9 = 9-18 + 9 = 0. 


7.10.2 Factorizacion de diferencias de cuadrados 

Tambien podemos reconocer diferencias de cuadrados, en casos menos obvios 
que x 2 -b 2 =(x+b)(x-b). 


EJEMPLOS 

L Factorizar 16x 2 -81. 
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Solucion: Reconocemos que I6x 2 y 81 son cuadrados;es decir: 

I6x 2 = (4.r) 2 
81 = 9 2 . 


Asl, 


16/-81 = (4x-9)(4* + 9). 


2. Factorizar 25/-36z 2 . 

Solucion: Reconocemos ahora que: 

25y 2 =(5y) 2 
36z 2 = (6z) 2 . 


Asl, 

25/ -36z 2 =(5y-6z)(5y+ 6z). 

3. Factorizar 12// -27y 5 . 

Solucion: Factorizamos primero 3y 3 : 

12//-27/=3/(4/ -9/). 

Reconocemos ahora que el segundo factor es una diferencia de cuadrados, 
asl que: 

3/(2/ - 3>)(2/ + 3y). 

4. Resolver la ecuacion 100x' = 4x*. 


Solucion: 


100/ =4x 4 
-4/+ 100/ =0 


-4/(x 2 -25) = 0 
-4/(x-5)(x + 5) = 0. 

Para que el producto sea cero, alguno de los factores debe ser cero: 

-4/=0 o x-5 = 0 o x + 5 = 0, 

que nos lleva a tres soluciones: 


x = 0, x = 5, x = -5. 


Comprobacion: Sustituimos x = 0 en la ecuacion original: 

La do izquierdo: 100/ = 100 (0) 2 = 0. 

Lack) derecho: 4/ = 4(0) 4 = 0. 

Sustituimos x = 5 en la ecuacion original: 

Lado izquierdo: 100/ = 100 (5 f = 2500. 

La do derecho: 4/ = 4(5) 4 = 2500. 

Sustituimos x = -5 en la ecuacion original: 

Lado izquierdo: 100/ = 100(-5) 2 = 2500. 

Lado derecho: 4/ = 4 (-5 )* = 2500. 


222 Capitulo 7 ■ Productos notables y factorizaridn 


7.10.3 Ejerddos 


Factoriza los siguienles polinomios 


L 

3x 2 - 13x + 4 

12. 

l-6y-7y 2 

23. 

-(a 2 -26f- 8 

34. 

18x 2 - 9x+1 

2. 

4y 2 + 3y -10 

13. 

9jr 2 - llx + 2 

24 

5z J + 9z-2 

35. 

36y 2 - 84y + 49 

3. 

4-4z-15z 2 

14 

z 2 - 6z + 8 

25. 

81z 2 + 72z + 16 

36. 

3 + llx- 20x 2 

4 

14h> 2 + 33»v -15 

15. 

4y 2 + 4y + 1 

26. 

6»v 2 + 35^ - 6 

37. 

24 + 14y+ 2y 2 

5. 

6/ 2 - 20t - 16 

16. 

-4/ 2 - 14/ - 12 

27. 

-8w 2 - 16w - 6 

38. 

2y 2 - 17y- 9 

6. 

5x 2 -2x-7 

17. 

30jt 2 + 8x -6 

28. 

4»v 2 - 8w - 5 

39. 

3- 10y+ 8y 2 

7. 

9y 2 -48y + 64 

18. 

14w 2 - 19k> - 3 

29. 

9/ 2 + 6f + 1 

40. 

2 w 2 - 17»v + 21 

8. 

40-3x-x 2 

19. 

4z 2 -36 

30. 

16y 2 -24y+ 9 

41. 

144 -9f 2 

9. 

6»v 2 - 19h> + 10 

20. 

25w 2 + 15iv - 4 

3L 

2-15y-8y 2 

42. 

40 + 6x-x 2 

10. 

5z 2 + 14z-3 

21. 

x 2 - 2* +1 

32. 

z 2 -16z + 63 



1L 

60 + 4z-z 2 

22. 

15y 2 +y-2 

33. 

24x 2 + 22x -35 




Di si los siguienles trinomios son cuadrados perfectosy, si lo son, factorlzalos. 


43. 16x 2 -48x+36 

46. 49 - 28y + 4y 2 

49. 64z 2 +79z + 25 

44 100y 2 + 100y + 25 

47. 81x 2 -72x + 16 

50. 25H' 2 -30»vy+9y 2 

45. 25z 2 + 30z+16 

48. 144y 2 - 72y + 9 

51. 25 + 70h--49h- 2 

Factoriza los siguienles polinomios. 

52. 27x 4 y-72xV + 48x 2 y 3 

55. 25x 2 z 2 -49y 2 

58. 6x 4 y 4 -54y 6 

53. 36aV-100nV 

56. 9xy-6x 2 y 2 +xy 3 

59. 64cV + 16cV+64cV 

54 36c 2 + 25d 2 - 60cd 

57. 16x 2 + 48xy + 36y 2 


£>t los ejercicios 60 al 71, resuelve las siguienles ecuaciones. 


6a 9x 2 - 16 = 0 

64. (x-4)(x-6)= 8 

68. y 2 + 5y = 36 

6L 3z(9z + 7)=20 

65. 9»v 2 - w 4 = 0 

69. 36x 4 + 49x 2 = 84x 3 

62. 36w 5 -49tv 3 = 0 

66. 25y 3 = y 

70. x 4 - 5x 2 + 4=0 

63. x(x-5) = 4(3-x) 

67. (z-6)(z-5)= 12 

71. 49y 3 + 36y = 84y 2 


72. Encuentra tres numeros enteros pares consecutivos tales 
que la suma de los cuadrados de los dos primeros es igual 
al cuadrado del tercero. 

73. Al cumplir 16 anos, Armando decide repartir entre sus 
primos las 66 canicas que posee; a cada uno le correspon- 
de cierto numero de canicas, pero uno de ellos decide no 
aceptar las canicas, por lo que la reparticion se hace entre 
los restantes, tocando a cada uno 11 canicas mas que en la 
primera reparticion. ^Entre cuantos primos queria repar- 
tir las canicas inicialmente? 

74 Un nino lanza un dardo con una cerbatana verticalmente 
hacia arriba a una velocidad de 19.6 m/seg. <,En que mo¬ 
menta alcanza el dardo una altura de 19.6 metros? ^En 
que momenta el dardo vuelve a tocar el suelo? ^Donde se 
encuentra 3 segundos despues de ser lanzado? 

75. Encuentra dos numeros enteros pares consecutivos tales 
que la diferencia desus cuadrados sea igual a —176. 

76. La suma de los cuadrados de dos numeros enteros conse¬ 
cutivos es 61. Encuentra dichos ntimeros. 


77. En los problemas de movimiento aparece la ecuacion 

1 2 

s = v Q t + -at , 

que es muy paredda a la de cafda libre; aqul s es la distanda 
recorrida, v 0 es la veloddad inidal y a es la aceleracion. Un 
auto corre a 61.2 km/h y disminuye la veloddad con una 
desaceleradon de 4 m/seg 2 ; es dedr, a = -4 m/seg 2 . ^En 
cuanto tiempo recorrera 36 metros? Observa que la velo¬ 
ddad esta dada en kilometros por hora y la necesitas en 
metros por segundo. 

78 Al concluir la semana, un padre de familia tiene $120 en 
la bolsa y decide repartirlos en partes iguales entre sus hi- 
jos. Al momenta de repartir, piensa: “si tuviera dos hijos 
menos, le tocari'an a cada uno $16 mas”. ^Cuantos hijos 
tiene? ^Cuanto le toed a cada uno? 

79. Encuentra un numero entero que satisfaga que su cuadra¬ 
do mas su mitad mas 1 sea igual a 496. 

Dos drculos concentricos determinan un anillo. El drculo 
grande tiene radio 3 unidades mayor que el pequeno. El 
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area del anillo es igual al area del circulo pequeno mas 
14/r. ^Cual es el radio de cada uno de los circulos que de- 
terminan el anillo? 

8L Encuentra un numero que satisfaga la siguiente condi- 
d6n: a la mitad del numero restale 8 unidades y multi¬ 
plica el resultado por el numero que obtienes al dividir 


entre 4 el numero original y despues sumar un medio. El 
producto obtenido debe ser igual a —10. 

82. Un auto parte del reposo y acelera 3 m/seg 2 . ^En cuanto 
tiempo habra recorrido 96 metros? 


7.11 COMBINACION DE DISTINTOS METODOS DE FACTORIZACION 

Para factorizar un polinomio en producto de polinomios, algunas veces debe- 
mos utilizar mas de un metodo de factorization. A continuation veremos una 

guia de los pasos que deben seguirse para efectuar la factorization. 


L Factorizar primero el MCD de los terminos del polinomio. 

2. Determinar si es una diferencia de cuadrados. 

3. Determinar si es un cuadrado perfecto. 

4. Si un trinomio de segundo grado no es cuadrado perfecto, buscar 
un par de factores de primer grado. 

5. Si un polinomio tiene cuatro o mas terminos, ver la manera de agru- 
par los terminos en pares o en grupos de tres terminos que formen 
un cuadrado perfecto. 

Comprobar el resultado multiplicando los factores. 


" EJEMPLOS 

L Factorizar completamente 6z -12: . 

Solution: 

6z* -12z 3 -6z 3 (z~2). 

Comprobacioiu 

6z 3 (z- 2) = 6z 3 z-2(6z 3 ) = 6z* - 12z 3 . 

2. Factorizar completamente -x 3 + I0x 2 - 25x. 

Solution: 

-x 3 + lOr - 25 x = -x{x 2 - 10a: + 25) 

= -*(*- 5 ) 2 . 

Comprobacioiu 

-x(x-5) 2 = -x(x 2 -\0x+25) = -x 3 + IOx 2 -25x. 

3. Factorizar completamente 9x 2 - 4y 2 +4_y-1. 

Solution: Reconocemos que los ties ultimos terminos forman un trino¬ 
mio cuadrado perfecto: 

9a 2 -4y 2 + 4y- 1 = 9jc 2 - (4y 2 - 4y+ 1) 

= 9x 2 -(2y-l) 2 . 
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Lo que tenemos ahora es una diferencia de cuadrados: 

9-* ~(2y-l) 2 =(3jc-(2y-l))(3x + (2>'-l)) 
= (3x -2y+ l)(3x + 2y-1), 


asi que: 


9x 2 - 4 y 2 + 4y- 1 = (3x - 2y + l)(3x + 2y -1). 


Comp robac ion: 

(3x-2y + l)(3x + 2y-l) = 3x(3x+2y-l)-2y(3x + 2y-l)+(3x+2y-l) 

= 9x 2 + 6xy - 3x - 6 yx -4y 2 + 2y + 3x + 2y-l 
= 9x 2 -4 y 2 + 4y-l. 


4. Factorizar completamente 2x 5 - lx 2 - 4x. 

Solution: Factorizamos primero el MCD de los terminos: 

2x s - 7 x 2 - 4.v = x(2x* - lx 2 - 4). 

Observamos que, en el polinomio entre parentesis, todas las jt estan eleva- 
das a una potencia par, as! que podemos hacer la sustitucion y = x 2 . 
Entonces, 

2x* -lx 2 - 4 = 2y 2 -7y-4 

= 2y 2 - 8y + y-4 
= 2y(y-4)+y-4 
= (2y+l)(y-4). 

Escribimos nuevamente el producto en terminos de x: 

(2y + l)(y-4) = {2x 2 + l){x 2 -4). 

Observamos todavi'a que: 

x 2 -4 = (x-2)(x+2), 


as! que, 

2jc 5 - lx 2 - 4x = x(2x 2 +l)(x -2)(x + 2). 

Comprobacioiu 

x{2x 2 + 1)(jc - 2)(jc +2) = x(2x 2 + l)(x 2 - 4) 

= x(2x*-Sx 2 + x 2 -4) 
= 2x 2 -lx 2 -4x. 


M 


7.11.1 Ejerricios 


Factoriza completamente los siguientes polinomios. 
L y 2 - 20y +100 5. y 2 + 3y-4 

2. z 2 -81 6. 2a 2 +5a-3 

3. h» 2 -2m'- 8 7. 16z 2 +24z + 9 

4 a: 2 -26 8. 5x 2 +25x 


9. y 2 -3y+ 2 
10. 49tv 2 - 28>v + 4 
1L a 2 + 8a + 7 
12. z 2 + 8z - 33 


13. 8z 5 + 32z 4 + 32z 3 

14. 3x 5 + 42x 4 

15. 2y 4 - 18y 2 
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16. 24jt 2 -150z 2 + 180z-54 

22. 

-4b 2 + 144a 2 -206-25 

28. 

w> 4 - 16>v 2 + 64 

17. w> 2 + 14>v - 81z 2 +49 

23. 

5z 3 -10z 4 -175z 3 

29. 

81a 4 -450a 2 +625 

18. 36y 2 - 25 / - 30* - 9 

24 

4y 5 + 72y 3 + 324y 

30. 

-2a 3 + 44a 2 - 242a 

19. 18/ - 30/ - 12/ 

25. 

x 2 - 16y 2 - \2x + 36 

3L 

3»v 5 -28 w 3 +9h' 

20. 4r 2 - 19r + 12 

26. 

5/ -5/ -60:r 2 



6a 6 + 56a 4 - 18a 2 

27. 

x 2 y 2 -36y 2 +49* 2 -1764 



Resuelve las siguientes ecuaciones. 

32. (w-7)(»v+2) = -18 

37. 

4w 3 - 24»v 2 +36»v = 0 

41 

-5y 5 + 19y 3 + 4y = 0 

33. 4x* - Tlx 2 = 124jr 2 

38. 

z* - 8z 2 +16 = 0 

43. 

9 Z 4 - 450z 2 + 5625 = 0 

34 14/ - 7/ - 105 y = 0 

39. 

16y 4 - 72y 2 +81 = 0 

44 

6/ - 95/ -16 = 0 

35. z 5 -5z 3 -36z = 0 

40. 

3w 5 - T2w* + 432w> 3 = 0 

45. 

16/ +12/ - 4y 2 = 0 

36. 9x 2 + 42jc = -49 

4L 

4jr 6 - 37/ + 9/ = 0 




7.12 

Factorizacion de otros 

PRODUCTOS NOTABLES 


Dos cubos de distintos tamanos cumplen que la diferencia de sus volumenes es 
igual a 13 veces la diferencia de sus lados ^Cuales seran las dimensiones de los 
cubos si se sabe que las longitudes de sus lados son numeros enteros impares 
consecutivos? 

Solution: Llamamos C, y C 2 a los dos cubos Llamamos f x a la longitud del 
lado de C, y i 2 a la de C 2 . Entonces el volumen de C, es £ 2 y el de C 2 es 
Planteamos la ecuacion: 

^-^ 2 = 13 (/,-/,). (7.18) 

Factorizamos el lado izquierdo de la ecuacion anterior: 

{e l -i I ){e l +e,e 1 +e\)=i3{e l -e 1 ). 

Como los cubos son de distintos tamanos entonces ( t - ( 2 * 0 y podemos 
dividir entre esta cantidad, con lo que obtenemos: 

+ <)-13. (7.19) 

Ahora utilizaremos la hipotesis que nos falta usar;es decir, que £, y t 2 son 
enteros impares consecutivos: 

t,=2n+l y £ 2 =2n + 3, 
sustituimos estos valores en (7.19) y simplificamos: 

(2/»+1) 2 + (2/» + 1)(2/» + 3)+(2/i + 3) 2 =13 
4n 2 + 4/1 + 1 + 4 n 2 + &n + 3 + 4n 2 + I2n +9 = 13 

12/z 2 + 24/1 + 13 = 13 
12/i 2 + 24/i = 0 
n 2 +2/i = 0 
n(/i + 2) = 0. 

El ultimo producto es igual a cero si: 

n = 0 o /i = -2. 




226 Capitulo 7 ■ Productos notables y factorization 

Si n =0 entonces = 1 y ( 2 =3. 

Si n = -2 entonces y son negativos. Como son ios lados de los cubos, 
no se puede dar este caso. 

Comprobacion: Sustituimos £ t = 1 y t 2 = 3 en la ecuacion (7.18): 

Lado izquierdo: £ s l -£\= l 3 -3 3 = -26. 

Ladoderecho: 13(f, -f 2 ) = 13(l-3) = -26. 

Para poder realizar la factorization de polinomios donde aparecen terminos 
elevados al cubo, conviene recordar algunos de los productos vistos al princi- 
pio de este capitulo. 


(a + bf = a 3 + 3a 2 b + 3ab 2 + b 3 
(a-bf =a* - 3a 2 b + 3 ab 2 - 
a 3 + b 3 = (a+b){a 2 -ab + b 2 ) 
a 3 -b 3 =(a-b)[a 2 + ab + b 2 ). 


" EJEMPLOS 

1. Factorizar 8 jc 3 + 60* 2 + 150* +125. 

Solution: Para factorizar este polinomio, observamos el grado. Como es 
de tercer grado, vemos si es el cubo de un binomio: 

8* 3 + 60* 2 +150* +125 = (2*) 3 + 3(20) * 2 +3(50)* +125 
= (2*) 3 + 3(2*) 2 5 + 3(2*) 25 + 125 
= (2* + 5) 3 . 

Comprobacion: Desarrollamos (2*+5 ) 3 : 

(2* + 5) 3 = (2*) 3 + 3(2*) 2 5 + 3(2*) (5) 2 +125 
= 8* 3 + 60* 2 +150* +125. 

2. Factorizar 36* 2 + 16y 2 + 48*y +12* + 8y +1. 

Solution: Como el polinomio es de segundo grado en ambas variables 

y adetnas hay termino en xy, en * y en y, veremos si es el cuadrado de un 
trinomio: 

36* 2 + 16y 2 + 48*y + 12* + 8y + l =(6*) 2 +(4y) 2 + 2(6*)(4y) + 2(6*) + 2(4y) + l 

= (6* + 4y + l) 2 . 

Comprobacidn: Desarrollamos (6* + 4y +1) 2 : 

(6* + 4y + l) 2 =(6*) 2 +(4y) 2 +(1) 2 +2(6*)(4y) + 2(6*)(l) + 2(4y)(l) 

= 36* 2 + 16y 2 +1 + 48*y +12* + 8y 
= 36* 2 +16y 2 +48*y + 12* + 8y + l. 


3. Factorizar * 6 + y 6 . 
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Solution: Observemos que este polinomio lo podemos identificar como 
una suma de cubos: 

x 6 + y 6 = (x 2 ) 3 + (y 2 ) 3 . 

Ahora factorizamos esta suma de cubos 

+y%x‘f -xy ^-(x'+W-xV+y-). 
Comprobacion: Realizamos el producto (x 2 + y 2 )(x* - x 2 y 2 + y 4 ) 

(x 1 + y 2 ){x 4 - x 2 / + y 4 ) = x 6 - x 4 y 2 + * 2 y 4 + x 4 y 2 - x 2 y 4 + / = x 6 + y 6 . 


En el caso de polinomios de grado mayor o igual que 3 puede ser dificil encon- 
trar una factorization; sin embargo, en ocasiones puede lograrse utilizando los 
productos notables. Ademas de (7.20), los que se usan con mas frecuencia son: 

a*-b* =(a-b)(a 3 + a 2 b+ab 2 +b 3 ) 
a 4 -b*={a+b)(a 3 -a 2 b + ab 2 -b 3 ) 
a s +b s =(a + b)(a* -a 3 b + c^b 2 -ab 3 +b 4 ) 
a 5 -b s = (a-b){a 4 + a 3 b + a 2 b 2 + ab 3 +b 4 ). 


" EJEMPLOS 

L Factorizar z + 64. 

Solution: Para poder factorizar este polinomio, sumamos y restamos el 
termino 16z 2 para obtener un trinomio cuadrado perfecto menos otro po¬ 
linomio; asi: 


Z 4 + 64 = z 4 + 64 + 16z 2 - 16z 2 
= z 4 + 16z 2 +64-16z 2 
= (z 2 + 8) 2 -16z 2 
= ((z 2 + 8)-4z)((z 2 + 8) + 4z) 

= (z 2 - 4z + 8)(z 2 + 4z + 8). 

Comprobacioiu Efectuamos el producto: 

(z 2 -4z + 8)(z 2 + 4z + 8) = Z 4 + 4z 3 + 8z 2 -4z 3 - 16z 2 - 32z + 8z 2 + 32z + 64 
= Z 4 + 64. 


2. Factorizar x 8 - y 8 . 

Solution: Observemos que podemos identificar este polinomio como 
una diferencia de cuadrados: 
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Ahora factorizamos como el producto de la suma por la diferencia y ob- 
servamos que el procedimiento puede repetirse con uno de los factores. 
Asf: 

=((x>-y’)(x’ + /))(xV/) 

Por tanto, 

x s -y 8 = (x -y){x +y)(x 2 +y 2 )(x* + y 4 ). 

Comprobacioiu Realizamos los productos obtenidos: 

{b-yfo+sW+W+yW-W+W*?) 

= (x‘-,‘)(x‘ + /) = x*-y*. 


7.12.1 Ejerddos 


En los ejercicios 1 al 32, factoriza 
1. x - y 

Z z* + z 2 + 25 

3. w 4 + 4 

a «> i.10 

a -b 

5. 6y 5 - 48y 2 

6. y 3 -21 


siguientes expresiones. 

7. z” + l 

8. x* - 69x 2 + 36 

9. x s -243 

10. - if - 4j 

11. y*-256 

12. h- 6 -64 


13. x 3 -6x 2 + 12x-8 
14 27x 3 +135 X 2 + 225* +125 
15. z 4 + 9z 3 + 27z 2 +27z 
Id. 27 a 3 -216a 2 + 576fl - 512 

17. 64^ + 432^+972^ + 729 

18. 125r 3 - 64s 3 


19. x 2 + 49y 2 + 14xy + 6x + 42y + 9 

20. 25x 2 + 9y 2 + 30xy + 70x + 42y + 49 
2L 8* 3 -12xy+ 6x/ + / 

22. 36a 2 + 81Z> 2 - 108o6 + 60a - 906 + 25 

23. a* +24a 3 + 216a 2 + 864a+1296 
24 9x 2 y 2 z 2 +54x 2 y 2 z +81x 2 y 2 


25. x 2 +y 2 +2xy-l 

26. xV + 3x 3 y 2 +3x 3 y + x 3 

27. 125y 3 - 300y 2 + 240y - 64 

28. x 4 + 4x 3 y + 6x 2 y 2 + 4xy 3 + y 4 

29. 16z 4 -8z 3 +24z 2 -8z + 1 

30. tv 5 +10 h' 4 + 40»v 3 +80h' 2 + 80h' + 64 


3L r 3 + 3r 2 s + 3 r 2 t + 6 rsl + 3rs 2 + 3rf 2 + j 3 + 3sf 2 + 3s 2 / +1 3 
32. x 2 - 2xy+ 2xz- 2x»v+ y 2 - 2yz+ 2yw+ z 2 - 2zw+ w 2 


33. El lado de un cubo mide 2 cm. El volumen de ese cubo 
mds el volumen de otro cubo es igual a 12 por la suma del 
lado del primer cubo mas el lado del segundo. Encuentra 
cuantos centxmetros mide el lado del segundo cubo. 

34 Dos cubos son tales que el lado de uno de ellos es 6 uni- 
dades mayor que el otro. Si la diferencia de las areas de 
una de las caras de cada cubo es igual a 432, ^cual es la 
diferencia de los volumenes de los cubos? 

35. El volumen comprendido entre dos esferas concentricas 
es igual a cm 3 . ^Cual es el volumen de la esfera pe- 
quena si se sabe que su radio es 2 cm menor que el radio 
de la grande? 


36. Dos niimeros enteros consecutivos satisfacen que la dife¬ 
rencia del cubo del mayor menos el cubo del menor es 
igual a 7. Encuentra dichos numeros. 

37. Dos numeros enteros consecutivos satisfacen que la suma 
de sus cubos es igual a 1 mas el doble del menor. Encuentra 
dichos numeros. 

38. Dos numeros enteros consecutivos pares satisfacen que la 
diferencia del mayor elevado a la cuarta, menos el menor 
elevado a la cuarta es igual a 80 veces la suma de 1 mas el 
producto de la mitad del mayor por el menor. Encuentra 
dichos niimeros. 
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39. (,Que base debe tener el sistema de numeracion para que 40. ^Que base debe tener el sistema de numeracion para que 
la representacion del numero 99 en dicho sistema sea la representacion del numero 64 en dicho sistema sea 
1 , 020 ? 1 , 000 , 000 ? 


Resumen 

• ab = 0 si, y solo si, a = 0 o b = 0. 

Los siguientes productos notables, se usan con frecuencia: 

• Cuadrado de una suma.(a + b) 2 = a 2 + lab + b 2 . 

• Cuadrado de una diferencia. (a-bf = a 2 - lab + b 2 . 

• Diferencia de cuadrados. (a + b)(a -b)- a 1 - b 1 . 

• a 3 + b 3 = (a + 6)(a 2 -ab+ b 2 ). 

• (a+ b) 3 = a 3 + 3a 2 b+ 3ab 2 + b 3 . 

• (a-b) 3 = a 3 -3a 2 b + 3ab 2 -b 3 . 


Otros productos notables: 

• (a + />)(a+c) = a 2 +(b+c)a + bc. 

• (a +b + c) 2 = a 2 + lab+lac + b 2 +lbc+c 2 . 

• a 3 -b 3 =(a-b)(a 2 +ab + b 2 ). 


7.13 EJERCICIOS DE RE PA SO 


Efectua las operaciones indicadas. 

L (5x 3 +5)(5x 3 + 2) 4 (/-14)(/-5) 

2. (10jt 2 -6y)(l0jr 2 + 4y) 5. (l2x 3 + 9)(l2* 3 + 9) 

3. (a - b){a + b)(a 2 +b 2 ) 6. [c-df^c + df 

10. ( x + y ) 2 + ( x - y ) 2 -2(x + y)(x-y ) 

LL (a 10 + a 9 b + a*b 2 + a 2 b 3 + aV + aV + aV + a 3 b 1 + a 2 b 8 + ab 9 +b'°)(a-b) 

iz + 

13. (3x -7 y + 4z){x+ly-5zf + (x - y)(x 2 - y 2 ) 

14 (4a - 5bf - (la + 4f>) 3 + (3a + lb + 4c) 2 

Factoriza las siguientes expresiones. 


15. 

lx(Sx-y+ 1)+ 3y(Sx- y+ 1) 

21. 

64x 3 -96^ 2 y+48xy 2 +8y 3 

16. 

5b* - lb 3 - 15b 2 +106 

22. 

64r 4 + 48rV + 9/ 

17. 

y 2 - 22y + 121 

23. 

fc 1 -**** 

18. 

I6x 2 y* - 25z‘ 

24. 


19. 

9a 6 -25a 4 

25. 

36jr 2 + 16y 2 + 4 Sxy + llOx + 80y +100 

20. 

9»v 2 (w’ 2 +1w +l)- 8(»v 2 +lw +1) 

26. 

a* -1296 

En i 

Jos ejercicios 27 al 44, resuelve las siguientes ecuaciones. 



27. 

M 

to 

1 

N 

II 

30. 

49* 4 - 36x 2 = 0 

28. 

y 2 - 17y + 72 = 0 

31. 

36y 2 +84y+49=0 

29. 

w 2 -169 = 0 

32. 

18z 5 - 48z 4 + 32z 3 = 0 


7. (lljr — l)(lljr — l) 

8. (2* 2 + 7)(2x 2 -l) 

9. {Sx*-y 2 ){Sx* + y 2 ) 







39. (8w -6)(8w> + 6) = 4w>(l6w - 24) 

40. (8z-5) 2 =4(4z + 6) 2 +3 

41. (x-3)(x+3) = {x+3)(x+3) 

4Z (5z + 2) 2 -(6z-1) 2 =-z(11z-8)-22 

43. (7a+12) 2 =7a(7fl + 16) 

44. (2_y — 1 l)(2_y +11)- 3y = (2y + 8) 2 
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33. 16* 4 -81 = 0 

34. 6»v 4 - 33w> 3 -120 h> 2 = 0 

35. a 4 +4a 2 - 117 = 0 

36. b 6 - 729 = 0 

37. (x + 1) 2 + (or - 1) 2 = (2jt - 3)(x + 4) 

38. (3y-10f-3y 2 = (3y+4)(2y-5) 

45. Encuentra tres numeros enteros consecutivos tales que el 
producto del primero por el tercero sea igual a 5 veces el se- 
gundo mas 13. 

46. Un cuadrado de lado (. se deforma para obtener un rec¬ 
tangulo sumando 3 unidades a uno de sus lados y restando 
2 al otro. El rectangulo obtenido tiene area 6. Encuentra 
el valor de L 

47. La suma de los cuadrados de dos numeros enteros impa¬ 
les consecutivos es 74. Encuentra dichos numeros. 

48. Tres numeros enteros consecutivos satisfacen la siguien- 
te propiedad: el cuadrado del primero mas el cuadrado 
del segundo es igual al cuadrado del tercero mas 7 veces 
el segundo. <Cuales son los numeros? 

49. El area de un rectangulo es igual a 35 m 2 y su perimetro es 
igual a 24 metros. ^Cuales son las dimensiones del rectan¬ 
gulo? 

50. En un triangulo rectangulo, la hipotenusa mide 2 unidades 
mas que uno de los lados y una unidad mas que el otro. 
<,Cuales son las dimensiones del triangulo? 

51. Encuentra dos numeros enteros cuyo producto sea —30 
y tales que uno sea 11 unidades mayor que el otro. (,Hay 
mas? (,Por que? 

52. En un rectangulo, el ancho mide 2 cm menos que el largo. 
Si el area mide 48 cm 2 , ^cuales son las dimensiones del 
rectangulo? £Cuanto mide una de las diagonales? 

53. En un triangulo rectangulo, uno de los catetos mide una 
unidad menos que el otro. Si el cuadrado de la hipotenusa 
es igual a 25, ^cuanto mide cada uno de los catetos? 

54 El producto de la diferencia de 17 menos un numero por 
la suma de 17 mas el mismo numero es igual a 64. ^Sabes 
cuSl es el numero? ^Puedes encontrar otro que cumpla las 
mismas condiciones? 

55. El producto de dos numeros es 42. El mayor es el triple del 
menor menos 11. Encuentra dichos numeros. 


56. Un proyectil es lanzado desde el suelo a 12.25 m/seg ver- 
ticalmente hacia arriba. j,En que momento toca el suelo? 
(Vease el problema 42 de la pagina 206. No olvides utilizar 
g = 9.8 m/seg.) 

57. Encuentra tres numeros enteros consecutivos tales que el 
cubo del primero mas el cubo del segundo mas 7 veces 
el segundo es igual al cubo del tercero menos el cubo del 
primero. 

58. El cuadrado de la suma de dos enteros consecutivos es 
igual a la suma de los cuadrados de los enteros mas 12. 
Encuentra los enteros consecutivos. 

59. La suma de dos numeros es 16 y la suma de sus cuadrados 
es 130. Encuentra los numeros. 

El area de un rectangulo es de 15 m 2 . La longitud del rec¬ 
tangulo es el doble de su anchura menos 1 metro. ^Que 
dimensiones tiene el rectangulo? 

Dos numeros enteros consecutivos satisfacen que la dife¬ 
rencia del cubo del mayor menos el cubo del menor es 
igual a 19. Encuentra dichos numeros. 

62. iQue base debe tener el sistema de numeracion para que 
la representation del numero 825 en dicho sistema sea 
1,080? 

63. Si en la figura (7.2) las dimensiones son DE es igual a 35, 
AD es igual a 23 y BE es igual a 12, encuentra la distancia 
DC tal que AC — BC. 

64 Encuentra dos numeros enteros impares consecutivos y 
negativos tales que el cuadrado del menor menos el ma¬ 
yor es igual al cuadrado del mayor mas 4 veces el menor 
mas uno. 

65. Encuentra cuatro numeros enteros pares consecutivos ta¬ 
les que el cuadrado del mayor mas el cuadrado del menor 
es igual al cuadrado del segundo mas el cuadrado del ter¬ 
cero mas el cuarto numero. 
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E n este capitulo estudiaremos las expresiones rationales, las cuales son co- 
cientes de polinomios y tienen propiedades similares a los numeros ra¬ 
cionales. Aqui veremos el metodo llamado division sintetica, que se usa para 
realizar divisiones entre polinomios de la forma x-a. 


8.1 Introduction 


Una expresibn rational es un polinomio o un cociente de polinomios en una o 
mas variables; por ejemplo, 


3x J + 7x, 


a-b 
~a + b' 


(5x + 3 f . 4x 2 y + 5y 2 +3x 
(x-1) 5 y 6x 2 -y 


son expresiones racionales. 

Veamos el siguiente problema en el que aparecen expresiones racionales. 


Si la suma de dos numeros es 60 y la razon del menor al mayor es -f, ^cuales 
son dichos numeros? 


Solucion: Llamemos x al menor de los numeros; entonces el mayor es 
60-x, ya que 

x+(60-x) = 60. 


Plant eamos la ecuacion: 


es decir. 


numero menor _ 3 
numero mayor 7 ’ 


x _ 3 
60- x 7' 


( 8 . 1 ) 


Resolvemos la ecuacion quitando los denominadores y simplificando: 


x _ 3 
60-x 7 

7x = 3(60-x) 
10x = 180 
x = 18. 
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Entonces el numero menor es 18 y el mayor es 60 -18 = 42. 
Comprobacion: Sustituimos x = 18 en la ecuaci6n (8.1): 


x 18 3 

60 -x 42 7' 

A1 trabajar con expresiones rationales, frecuentemente nos interesa evaluar- 
las; es decir, sustituir las variables por numeros. 


■ EJEMPLOS 


1, Evaluar 


4x 2 -5x+7 

3x-5 


en x = -5. 


Solution: 


4(-5) 2 - 5(-5)+7 100 + 25 + 7 132 33 

3(—5)— 5 = -15-5 = 20“ 5' 

2. Evaluar en x = l,y = 2. 

y 2 + 2xy +1 

Solution: 


2(l)(2)-(2) 4-2 2 

(2) 2 + 2 (1)(2)+1 4 + 4 + 1 9' 

5x-9 

3. Resolver laecuaci6n x-\- -. 

x 

Solution: Para resolver esta ecuacion la multiplicamos por x y despues 
la resolvemos: 


x -1 = 


5x-9 


x(x-l) = 5x-9 
x 2 -x-5x + 9 = 0 
x 2 - 6x + 9 = 0. 


La ultima ecuacion es un trinomio cuadrado perfecto, asf que: 

x 2 -6x+9= 0 
(x - 3) 2 = 0. 

La solucion de esta ecuacion es x = 3. 

Comprobacion: Sustituimos x = 3 en la ecuacion original: 

Lado izquierdo: x —1 = 3 — 1 =2; 

, . . . 5x-9 5(3)-9 „ 

lado derecho:-=-= 2. 


x 


3 
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Una expresion racional puede evaluarse solo en aquellos valores de 
las variables para las cuales el denominador no se anula. Para aquellos 
valores de las variables en las que el denominador se anula. decimos 
que la expresion racional w estadcfinida. 


" EJEMPLOS 

, _ , 8h’ 2 +3jv + 7 „ 

Evaluar-=-en w = -2. 

w -4 

Solution: No es posible pues w 1 - 4 se anula cuando w = 2. Es decir, 

8iv 2 + 3h> + 7 

-=- no esta definida en w = 

iv 2 -4 

2. Encontrar para que valores de t la expresion racional 
definida. 

Solution : Como una expresion racional no esta definida cuando su de¬ 
nominador vale cero, debemos resolver f 2 -t - 30 = 0; 

f 2 -/-30 = 0 
(r-6)(f+5) = 0, 


- 2 . 


5r - It+ 9 
t 2 -t- 30 


no esti 


si, y solo si, 


t -6 = 0 
t = 6 


t + 5 = 0 

t = -5. 


5 1 2 -It+ 9 

Asf, la expresion — 2 —-—— no est4 definida para t = 6 y t = -5. 

3. Encontrar para que valores de z la expresion racional ^ no 


esta definida. 


2z-z -15z 


Solution: Veamos cuando vale cero el denominador; es decir, debemos 
resolver 2z 3 -z 2 - 15z = 0: 


2z 3 -z 2 -15z = 0 
z(2z + 5)(z-3) = 0. 


si, y solo si, 


z = 0 o 2z + 5 
z 


0 

5 

'2 


o z - 3 
z 


0 

3. 


Por tanto, la expresion 

y z=3. 


(z-4)(2z + 3) 
2z 3 -z 2 -15z 


no esta definida para z = 0, z = -f 
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8.1.1 Ejerricios 


Evalua las siguientes expresiones racionales cuando sea posible, o indica cuando no esten definidas en el valor propuesto. 


w + 2 w +1 

1. - 7. - w = -10 

w 2 -25 

, 4/ 2 -5/ 5 

4r -10 2 

, x 2 - 3x + 12 2 

9jr + 6 3 

7 

x = — 


11 . 


8/ -6/ + 9 


3 

/ = - 


8x - 20 
2x 2 - 6x + 8 


16/ - 56/ + 49 4 

a 4 - 2a 3 + 3a 2 -a 

12 . —i-;- a = 0 

6a 3 -3a 2 + a -1 

vv 3 -vv 2 -w-3 

13 . -1 . .— w-3 

w> + 5 h> + 6 

25fr 2 - 206 + 32 , 8 

14. -:- b = — 


6^ + 16 

5. —5 - *v = -9 

w -9w 

3z 3 + 4z + l 1 

('■ -:- Z = - 

5z 2 -1 5 

„ 7a 4 -3a 2 

7. —7 - a = -1 

a 3 +1 

2w> 2 -8 w-15 

8. —7 - w = -6 

w - 9w> + 8 

x* - 2x 3 + 5x - 27 

9. —t -T7-r- x ~-2 


15. 


25b + 806 + 64 
Z* -190 

z 3 - 4z 2 - 2z 


z = 0 


10 . 


x(x-8)(x-2) 
z 3 + 9z 2 + 4z+18 


x - 3x 3 - x + x 

16. --- 1 - x = 3 

x 4 - 3x 2 

20c 2 - 7c + 3 1 

17. —;- 7 - c = — 

5c 3 - 25c 2 +10c 5 

3w 2 -6w 2 +3w 

18. —- 7 - H>=1 

2h- 4 + 5h- 3 - 3 w - 8 

6a 2 - 5a +14 5 

19. — - - a = — 

2 


z = 5 


20 . 


2a -3a-20 
5z 4 + 7z 3 -15z 2 


z 2 (5-z)(9-z) 3z 4 -14z 3 + 8z 2 

Encuentra para que valores de la variable no esta definida cada expresion racional. 


Z= 4 


2L 


22 . 


23. 


24 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


3L 


32, 


Ay -11 
y + 5 
z + 20 
9z + 3 
6x -14 
x — 1 
x 2 + 2 
6x -8 
18 - 3w 
2w -16 

z 3 + z 2 -3z- 21 
7+4 z 
w -15 

(w- - 8)(4 h' - 9) 

6/ 3 -17/ + 4 
(2/-7)(3/ + 2l) 
25/-14y-18 
(10-8>’)(12+ 15 y) 
3 z 2 +4z- 10 
z 2 -16 
w 2 -9 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


w -9w +14 


5x +13x-6 
(x 2 -2x + l)(x 2 -25) 


43. 


44. 


a 3 +2a 2 + 5 
a 2 -2a-15 
x 3 + 2x 2 + x 
x 2 - 13x +12 
3w 2 - 12w 
»v 2 + 16»v + 63 
Ab 2 + 5fc - 8 
b 2 -Ab-60 
z 2 -6z + 18 
z 2 -12z + 36 
5a-6 
a 2 +8a + 16 
(z + 3)(z-8) 
z 2 -2z -35 
6fc + 11 
b 2 +56-50 
x 2 - 12x + 36 
x 2 - 24x +144 
(2/-S)(/+9) 
/ 2 + 5/ - 66 
a 2 -16 


a 2 - 3a + 2 
z 3 + z 2 — z— 1 
z 2 -81 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


5L 


52 


53. 


54 


55. 


56. 


8w 3 + 6w» 2 
9»v 2 -25 
32x-56 
2x 2 -11x + 14 
12/ 3 -15/ + 7 
9/ 2 - 30/ + 25 
z 5 - 5z 3 - 6 
z 4 -9z 2 
3w 2 + 7w + 17 
7h' 3 + 20»v 2 -3 w 
9x 4 -2x 3 -x 
x 2 + 12x + 27 
5x 2 + llx+ 12 
5x 2 -llx-12 
670 

3z 2 -7z + 4 
2a 4 +8a 2 -10 
a 5 - 16a 
/ 8 + 9/ 6 + / -1 
2/ 5 +4/ 4 -48/ 3 
10/ 2 +28/ - 78 
4/ 6 - 25/ 4 +36/ 2 
x 4 -10x-25 
x 4 - 50x 2 +625 
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En los ejercicios 57 a 65, resuelve las ecuaciones. 


57. 


60. 

x-7 

6 

63. 

f + 3 f+3 

x + 2 

4x- 29 ~ 

25 

2 _ f-3 

58. 

z +18 0 

-= z + 8 

z 

6L 

20 s 
s -6 ~2 


64 

x-4 x -2 

x+3 x-4 

59. 

2 

1 

CO 

1 

CO 

1 

* 

62. 

4 6 


65. 

z-4 z+2 

4 »v-ll 

r r -2 


z + 1 z 


66. Dos angulos suplementarios son aquellos cuya suma es 
180°. Encuentra las medidas de dos angulos suplementa¬ 
rios si estin en una razrin de 5 a 7. 

67. ^Que numero debe sumarse al numerador y al denomina- 
dor de jr para que la fraccion sea 7 ? 

68 . Dos angulos complementarios son aquellos cuya suma es 
90°. Encuentra las medidas de dos angulos complementa¬ 
rios si estan en una razon de 3 a 2. 

69. El numerador de una fraccion es 4 unidades mayor que el 
denominador. Si aumentamos 11 unidades al denomina- 
dor, la fraccion es igual a |. Encuentra el numerador y el 
denominador de la fraccion. 


70. Santiago recorrio 425 km en el mis mo tiempo que Jeronimo 
recorrio 325 km. La velocidad de Santiago era de 20 km/h 
mas que la de Jerdnimo. A que velocidad iba cada uno? 

71. La suma de dos numeros es 45 y la razon del menor al 
mayor es f, ^cuales son dichos numeros? 

72. Un no tiene una corriente de 5 km/h. Una lancha de mo¬ 
tor tarda el mis mo tiempo en recorrer 15 km a favor de 
la corriente que 9 km en contra de la corriente, ^cual es la 
velocidad de la lancha en aguas tranquilas? 

73. Un numero de dos cifras satisface las siguientes condicio- 
nes: la cifra de las decenas es 1 unidad menor que la cifra 
de las unidades. Si se divide el numero entre la suma de 
sus cifras, el cociente es 5. Encuentra el numero. 


8.2 SlMPLIFICACION DE EXPRESIONES RACIONALES 

Habras notado que los polinomios se parecen a los enteros en el sentido de 
que se pueden sumar, restar y tambien factorizar. El cociente de polinomios 
no es un polinomio, asf como, en general, el cociente de numeros enteros no es 
un numero entero: 

x-3 ,11 . 4 no 

-= 1-no es un polinomio,— = 0.8 no es un numero entero. 

x+8 x + 8 ^ 5 

En las siguientes secciones veremos varias propiedades de las expresiones 
racionales y nos daremos cuenta de que estas propiedades se parecen a las de 
los numeros racionales. 

Sabemos que un numero rational se puede simplificar y escribir en su mf- 
nima expresion. En particular, cuando tanto el numerador como el denomi¬ 
nador son multiplos de un mismo entero, podemos cancelar dicho numero sin 
modificar el valor del numero rational; por ejemplo, 

120 30 x 4 jflTx 4 4 

90 ~ 30x 3 ~30x3 ~ 3 

Un numero a de dos cifras satisface las siguientes conditiones: el nume¬ 
ro dividido entre el doble de la cifra de las unidades es igual al cociente del 
cuadrado de la suma de 2 mas la cifra de las decenas, entre la suma de 4 mas 
la cifra de las unidades. Ademas, la cifra de las decenas excede en 2 a la de las 
unidades. Encontrar dicho numero. 

Solution: Llamamos d a la cifra de las decenas de a, y u a la de las uni¬ 
dades, entonces: 


a = 10 d + u. 
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De acuerdo con el enunciado, planteamos las ecuaciones 

10 d + u (2 + d) 2 
2u 4 + u 

d = u + 2. 

Sustituyendo este valor de d en la ecuacion (8.2) obtenemos: 

10(u + 2)+u (2 + (u+2)) 2 

2 u 4 + u 


( 8 . 2 ) 

(8.3) 


De donde: 

llu + 20 (4 + u) 2 

2u 4 + u 

Simplificando del lado derecho de la ecuacion tenemos: 
11m + 20 


2 m 


- = 4 + u si u ^ —4. 


Ahora resolvemos esta ecuacion 
llu+20 


= 4+ u 


2u 

llu + 20 = 2u 2 +8u 

0 = 2u 2 - 3u - 20 
0 = (2u + 5)(u-4). 

Por tanto, u = 4ou = -f. Como estamos buscando un numero entero, s61o 
elegimos la solution u = 4. Para obtener el valor de d, sustituimos este valor 
de u en (8.3): 

d = u + 2 = 4 + 2 = 6. 


Entonces el numero a es: 


a = 10(6)+ 4 = 64. 


Comprobacion: Sustituyendo d = 6yu = 4enla ecuacion (8.2) tenemos: 


Lado izquierdo: 


lado derecho: 


10 d + u 10(6) +4 
2(4) 

( 2 + 6) 2 


2u 

2 


= 8 , 


(2+d) 

4+u 


4 + 4 


= 8. 


En general, cuando en una expresion racional tanto el numerador como el 
denominador tienen como factor comun un numero o un polinomio, se puede 
cancelar dicho factor sin alterar la expresion racional, salvo en el hecho de que 
la nueva expresion quiz£ puede evaluarse en numeros en los que la original 
no estaba definida; debemos tener presente esto en problemas que involucren 
evaluations. 

Decimos que una expresion rational esta simplificada cuando el maximo 
comun divisor (MCD) del numerador y del denominador es 1. 


1 EJEMPLOS 

L Simplificar — 2 —y 
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Solution: Factorizando el denominador obtenemos 


x-\ x-l 1 

x 2 -l~(x-l)(x + l)~ x + 1 

Observa que hemos cancelado el factor (x-1 iasf que las dos expresiones 
anteriores valen lo mismo en cualquier numero x # 1. La expresion de la 
izquierda no esta definida en x = 1 ya que x 2 - 1 se anula em = l; en cam- 
bio, la expresion de la derecha vale j cuando x = 1. 


2. Simplificar 


3x* + 7 x 3 +2x 2 
x 3 + 7x? + 10x ‘ 


Solution: Factorizando el numerador y el denominador obtenemos: 

3x* + 7x 3 + 2x 2 _ x 2 (3x + l)(x + 2) = x{3x + 1 ) 
x 3 +7x 2 + 10x Jc(jt + 5)(x + 2) (x + 5) * 

a 2 —b 2 

3. Simplificar ^-- 5 -. 

a 2 -2ab + b 2 


Solution: El numerador es una diferencia de cuadrados y el denomina¬ 
dor es un cuadrado perfecto; los factorizamos y obtenemos: 


a 2 -b 2 {a-b)(a + b) _ (a-b)(a + b) a + b 

a 2 -2ab + b 2 (a-b)(a-b) a-b 

Observa que, en este caso, tanto la expresion original como la expresion 
simplificada no estan definidas para a = b. 


4. Simplificar 


Z 3 -12z 2 + 48z-64 
z 2 -&z +16 


Solution: El numerador es un cubo perfecto y el denominador es un 
cuadrado perfecto; los factorizamos y obtenemos: 


z 3 - 12 z 2 + 48z -64 _(z-4) 
z 2 -8z + 16 "( z -4) 


Observa que ahora esta expresion sf esta definida en z = 4 y la original 
no lo est£. 


5. Resolver 


w 2 + 2w +1 

2 w + 2 


4 

3' 


w 2 +2iv + l _ 4 

2w+2 “3 

(iv + 1) 2 _ 4 

2(w + l)~ 3 

w + 1 4 

2 ~3 

. 8 
w+l = — 
3 

5 


Solution: 
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Comprobacioiu Sustituimos w = 7 en la ecuaci® original: 

iv 2 +2w + l (f) 2 +2(^)+l 3(64) 4 

2w + 2 “ 2(f) + 2 = ^ “ 9(16)“ 3' 


8.2.1 Ejercidos 


Simplified las siguientes expresiones rationales. 


3y+ 18 
y + 6 

12. 

2. Z ~ 2 

5z-10 

13. 

4x -20 

3x-15 

14. 

a + 9 

2 

a 2 -81 

15. 

126-60 

46 2 -100 

16. 

w 2 + w 

5w 3 -2w 

17. 

, (4r -9)(7r + 2) 

(7/ + 2)(r + 3) 

18. 

(6a-2)(3a-4) 
( 6 a- 2) 3 

19. 

c - 4c + 4 
(c-2) 2 (3c + 1) 

20. 

z 2 -13z + 12 
m —5 - 

z 2 -144 

21. 

x 2 - lOx + 25 
x 2 + 2x - 35 

22. 

En los ejercicios 34 a 42, 

resuelve las ecuaciones. 

34 . r 2 

x 2 - 4 8 

37. 

. z 1 +2-Z + 1 6 

z 2 + 3z + 2 5 

38. 

w 2 - 2w- 15 1 

' .1 . ... ^ 

39. 


»v 2 + w- 30 2 


z 2 + 3z-18 
z 2 + 2z - 24 

3h>z 2 

2 2 
6 wz + 6 w z 

4ab+ 8ac 

4ad+16a 

a 2 - 14a + 48 

a 2 - 12a + 36 

x 2 + Sx -14 

x 2 + 10 x+ 21 

x 2 + 3x - 7 

x 2 -2x-35 

w 2 +7w-8 

w 2 -1 

a 2 - 12a + 27 
a 2 - la -18 
x 2 -16 
x 2 + 14x+ 40 
c 2 + 14c + 48 
c 2 + 9c + 18 
r 2 - 12r + 36 
r 2 - 4r -12 

t 2 -2t-8 2 

l 2 + t- 2 ~ 5 
x + 2 x- 3 
x-2 x+5 

s 2 - 49 3 

s 2 + lls+ 28 _ 14 


23. 

24 

25. 

26. 

27. 

28. 


29. 


30. 


u 2 + 22 u + 121 


u 2 ■ 

f 18«+77 

s 2 - 

14s + 45 

2 

5 - 

13s+36 

2 x : 

1 

1 

3x 2 

-13x-10 

5c 2 

+ 7c-24 

2 c 2 

+ 3c - 9 

w 2 

+ »v-30 

w 2 - 

- 2*v -15 

6 z 2 

+ 23z-4 

2 z 2 

+ 5z -12 

4x 2 - 25 

2 x 2 

- 9x +10 

3s 2 

-25s + 28 


9s 2 -16 


2w 3 - 6w> 2 - 36>v 
»v 2 -13m' + 42 


32. 

33. 

40. 

4L 

42. 


z 2 -81 


z 2 

+ 10z + 9 

2 

X 

+ 16x + 64 

X 2 

+ 5x - 24 

z 2 

- 8z +16 

z 2 

-12z + 36 

u- 2 

+ 5h>- 36 


w 2 - 81 

x 2 

-25 16 

X 2 

-16 _ 7 


43 La razrii entre el volumen de una esfera y el perimetro de 
su ecuador es Encuentra el radio de la esfera. 

44 Un nunero b de dos cifras satisface las siguientes condi- 
dones: el nunero dividido entre el dfgito de las unidades 
es igual al dfgito de las unidades. Ademi, el dfgito de 
las decenas es igual a la mitad del dfgito de las unidades. 
Encuentra dicho nunero. 

45. Dos nuneros enteros son tales que el mayor es 2 unidades 
mi grande que el menor y el codente del mayor entre el 
menor es igual al redproco del codente del nunero menor 
entre su cuadrado. Encuentra los nuneros. 


46. Si al volumen de un cubo le restamos la longitud de una 
arista, se obtiene la misma cantidad que al sumar la longi¬ 
tud de dicha arista al trea de una de las caras. <Cudes son 
las dimensiones del cubo? 

47. En una frace it* el denominador es 3 imidades mayor 

que el numerador. Si se siunan 3 unidades al numerador 
y al denominador, la fraccidi obtenida es 5 mayor que la 
original. Encuentra la fracciai original. 
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8.3 Multiplicacion DE EXPRESIONES RACIONALES 

Las expresiones rationales se multiplican de la misma manera que los numeros 
rationales: el numerador del producto es el producto de los numeradores, y el 
denominador del producto es el producto de los denorainadores; pero al igual 
que en el caso de los numeros rationales, conviene simplificar primero las ex¬ 
presiones antes de llevar a cabo las multiplicaciones, ya que de esta manera se 
manipulan expresiones mas simples. 


Regia para multiplicar expresiones racionales 

Si t y % 5011 expresiones racionales, donde B * 0 y D * 0, entonces, 


A C AC 
B X D~ BD' 


" EJEMPLOS 


L Efectuar la operacion— x—. 

15 18 


Solution: 


4 35 4 x 35 14 

15 X 18 " 15 x 18 " 27' 

3 « 

2, Efectuar la operacion ^ X + ^ x 

5x-2 -7x + 4 

Solution: 

2x + 3 6x-l (2x+3)(6x-l) 12x 2 + 16x-3 

5x - 2 X -lx + 4~ (5x - 2)(-7x+ 4) = -35x 2 + 34x - 8 ' 

, x 2 -2x-15 x + 1 

Efectuar la operacion —=— -— x--. 

x 2 -3x-4 x + 3 

Solution: Hacemos factorizaciones en el numerador y denominador de la 
primera expresion racional para,en su caso, hacer alguna simplification. 

x 2 -2x-15 x+1 _ (x+3)(x-5) x +1 _ (x + 3)(x-5)(x +1) _ x - 5 

x 2 -3x-4 x + 3 (x + 1)(x-4) x + 3 (x + 1)(x-4)(x + 3) x-4 


En el capitulo 6 vimos que cuando se eleva a una potencia un producto AB,\o 
que se hace es elevar a esa potencia cada uno de los factores. En el caso de la 
division, tenemos una situation parecida: si Ay B son expresiones algebraicas, 
entonces: 


m veccs m vece» 

fill -fill f^l_ AA-A A 
IflJ "IflJ BB-B ~ B n 
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asf tenemos la siguiente: 

Regia de la potencia de un coriente 

Si A y B son expresiones algebraicas, donde B * 0 y m es un entero positivo, 
entonces 


Mr A m 
Is ) ~ B m ‘ 


EJEMPLOS 


1. Simplificar 


Solution: 


(fl- 


f-V=—=— 
UJ 2* 16' 


2. Simplificar 


Solution: 


(aw 


(§)(¥)- 


4*y(15/Y _ (4 xf (15/) 2 
(5 yf (2/) 2 
(4V)(15 y) 

= (5 3 /)( 2V) 

_ 4 2 3 2 y 

5x 
144y 

5x ' 


3 . simplificar 

Solution: 

(3a-4b^( <?-d 2 '|_(3a-46) 2 ^ ( c-d)(c + d ) 

l c-d ) 19a 2 -166 2 J“ ( c-d ) 2 * {3a-4b)(3a + 4b) 
_(3a - 4b)(c + d) 

~ (c - d){3a+4b) 


8.3.1 Ejercicios 


En coda ejercicio simplified las expresiones algebraicas. 

x 2 + 3x-10 x-8 

x 2 - 5x - 24 x - 2 

5a 2 + 7« - 24 a - 4 

-2-X-- 

a - 6a + 8 5a - 8 


3 . 


w 2 - 2w - 63 w -1 

h ,2 -49 h ,2 -16w'+63 

Z 2 -9z + 8 4-z 

z 2 + 2z - 8 z 2 + z - 2 


Z 


4. 
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c 2 -3c-18 c 2 -25 

5. -=-x —Z - 

c -2c-15 c -12c+36 

24*-30 2lx 5 

6. -;-X- 

14x 3 4 jt-5 


s 2 + 2s-63 s 2 + 5s-6 

7. -x- 

s 2 + 2s - 24 s 3 + 8s 2 - 9s 

„ z 2 -6z + 9 z 2 -4 

z* -9z 2 z 2 -5z +6 


9. 


4x 2 - 25 x 2 -81 

Jt 2 - llx + 18 X 2x 2 + 14x- 45 


10 . 


z 2 + 4z - 5 z 2 +10z+16 
z 2 + 7z - 8 X z 2 -25 


w 2 - w-12 w 2 -lw + 10 

—2-X- - - 

w -6W-8 w-9 


12 . 

13. 


2x 3 - 3x 2 - 2x 2 x 2 + 7x-15 
x 2 + 3x- 10 2jc 3 + x 

9c 2 -49 25c 2 -36 

5c 2 +c-6 3c 2 - 10c + 7 



8.4 Division de expresiones racionales 

En el cap!tulo de numeros reales vimos que dividir un numero a entre un nu- 
mero b distinto de cero significa multiplicar a por el inverso de b. 

, a 1 

a + b = — = ax—. 
b b 


Si a y b son numeros racionales, digamos: 


p , r 

a = —, b= con r# 0 y s * 0 
q s 

1 s 

el inverse multiplicative de b es — = —, ya que: 

b r 

r s rxi . 

—x — =-= 1. 

s r txt 

Asf, la regia para dividir a entre b es la siguiente: 


, p r p s ps 

a + b = - + -=—x- = — . 
q s q r qr 

Si en lugar de numeros tenemos expresiones algebraicas, procedemos 
exactamente igual. 


Regia para dividir expresiones racionales 

Si P, Q, R y S son polinomios, Q*0, R*Qy S #0, entonces: 

P_^R = P_ S PS 
e + 5 Q X R QR' 
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" EJEMPLOS 


1, Efectuar 


5x 3 
18 / 


20x 

+ 6y 2 


Solucion: 


5x 3 20 x 5jc 3 6 y 1 x 2 

18y 5 + 6y 2 ~ 18/ X 20* " 12/ ' 


2. Efectuar 


* 2 + 2* - 3 
2x 2 + 9* + 4 


* 2 +3* 
x 2 + 6x + 8’ 


Solucion: 


x 2 +2x-3 x 2 + 3x _ x 2 +2x-3 x 2 + 6x + 8 

2x 2 +9x + 4 x 2 +6x + 8 2x 2 +9x + 4 x 2 + 3x 

_ (x-l)(x + 3)(x + 4)(x + 2) 
(2x + l)(x + 4)(x+3)x 
Jjc -lKx + 2) 

(2x + l)x 
x 2 +x-2 
2x 2 + x ’ 


iv +3 

3. Efectuar ~ ^ . 

2»v +6 

w — 1 

Solucion: Recordemos que la raya de fraccion significa division, es decir, 
£ = a + b, asf que: 

»v + 3 

w 2 - w _ w + 3 2w + 6_ (w + 3)(tv-l) _ 1 
2w + 6 w 1 -w w -1 (w> 2 -w)(2»v + 6) 2w 

tv -1 


Observa que despues de hacer la division obtuvimos una expresion racio- 
nal que tiene como numerador el producto de los extremos de la fraccion 
multiple y como denominador tiene al producto de los medios. 

El ejemplo anterior nos conduce a la siguiente regia practica. 

Si A, B, C y D son polinomios, donde B * 0,C * 0, D * 0, entonces 
A 

B _ AD <— producto de extremos 
BC <r- producto de medios 
D 


A esta regia se le conoce vulgarmente como “ley de la tortilla”. 
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8.4.1 Ejerdcios 


Efectua las siguientes divisiones y simplified tus respuestas. 


3 a 


5 a 


5fl-5 a-\ 
a 3 -25a 


a +a-2 

a 3 + 10a 2 + 25a 
a 2 + 4a +4 
tv 2 -5tv-14 
w 2 + 9tv + 18 

w 2 -3tv-28 
tv 2 + 8tv +15 


6z + 3 4z + 2 


6 z 


4 z 


8 . 


16s -40s+ 25 

2x 2 + 17* + 8 

16s 2 -25 
x 2 - 16s + 64 
3z 2 -4z-4 
z 2 + 5z + 6 

9z 2 + 12z + 4 
z 2 -4 


s — 1 X -2 

s(s + z)+z(s-z) 
(s-zKs + z) 

s(s + z) — z(s — z) 

2 2 
x — z 

x 6 -64 


9. 


(s + 2)(s 2 -2s + 4) 


10. 

tv 2 - 64 tv 2 + 6tv -16 

18. 

tv 2 - 3tv - 40 tv 2 -25 

z 2 -3z-40 z 2 -12z + 32 

1L 

19. 

z 2 +5z + 4 ’ z 2 + 13z +12 

1Z 

(s 2 -5s+4) + (s 2 +3s-4) 

20. 

13. 

{y 2 -2y-63) + (y 2 -3y-54) 

21. 

14 

r 2 + 4r-21 r 2 + 10r+21 

22. 

r 2 + llr +18 ' r 2 + 15r + 54 

15. 

tv 2 -121 tv 2 -tv-132 

23. 

tv 2 + 22»v +120 ’ tv 2 -144 

16. 

2z 3 - 10z 2 - 72 + 2 Z 2 - 6z - 56 

24. 

17. 

3b 2 + 8b - 60 + 5b* - 342> 3 + 80 b 2 

25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30 . 


(s-3)(2s-6)-2s + 2 


s-3 


2s - 6 

\2 


(s-4)(s-2) + 5s-28 


(a-5)(a-6) -a 2 + 12a-36 a 3 -216 


a 2 - 36 


a + 216 


(2tv - 5)(tv + 2)+ 6(2>v-5) (tv-8) 2 +5(»v-20)-4 

(»v-5)(w+1)+2h’-10 w 2 -13»v + 40 

(z + 5)(z + 3) +1 (z + 4)(z 2 - 4z +16) + 12z(z + 4) 


z +16z + 60 


2z - llz - 40 


(c 2 + 16c + 64)(c + 6) c 2 + 11c + 24 


3c 2 +3c-18 c(3c-6)+6(c 2 +c-14) + 3 


c 2 + 4c- 45 c-c-20 


c 2 +14c + 45 c 2 -4c-45 
2r 2 + 7r + 3 2r 2 -13r-7 


r 2 + 13r + 30 r 2 -100 

a 3 -125 a 2 + 5a+25 


a 2 - 10a + 25 a 2 +10a + 25 
c* -16 c 2 + 2c 


(c-2) 2 


c-2 


4 + 2z 

tv 2 -81 tv-9 


tv 2 -144 tv + 12 

5tv 2 - 32»v - 21 2tv 2 - 19tv + 35 

—5- + —5- 

tv + lOtv + 21 tv + 14tv + 49 

a 3 -2a 2 -3a 3a 2 + 5a+ 2 

6a 2 + 26 a + 8 2a 2 + 2a - 24 


8.5 Suma y resta de expresiones racionales 

CON EL MISMO DENOMINADOR 


243 


La suma de dos nuneros es 40. Si dividimos el mayor entre el menor, el cocien- 
te es 1 y el residuo es 10. Encontrar dichos nuneros. 
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Solucion: Llamamos tv al nunero mayor, entonces 40 - tv es el nunero 
me nor. Planteamos la ecuaciai: 


iv _ 10 

40-tv 40-tv 


(8.4) 


Para resolver la ecuacidi escribimos los taminos con tv del mismo lado 
de la ecuacidi: 


w 10 
40-tv 40-tv 

Ahora efectuamos las operaciones 


tv 10 
40-tv 40- tv 

tv-10 t 
40-tv 

tv -10 = 40- tv 
2 tv = 50 
tv = 25. 

El otro nunero es: 


40-tv = 40 - 25 =15. 

Entonces los nuneros son 25 y 15. 

Comprobacioiv Sustituimos tv = 25 en la ecuacidi (8.4): 
w 25 

Lado izquierdo:-=— 

^ 40-tv 15 

, . . . , 10 , 10 25 

lado derecho: 1+—-= 1 +—= 

40-tv 15 15 

Recordemos que si f y f- son nuneros racionales con el mismo denominador, 
entonces, 

a_ c a+c 
b + b~ b ' 

Si en lugar de nuneros racionales tenemos expresiones racionales, proce- 
demos de la misma forma. 


Regia para sumar expresiones racionales con el mismo denominador 

Si a y £ son expresiones racionales, donde B* 0, entonces, 

A C A+C 
B + B~ B 


" EJEMPL0S 


L Efectuar la operacian 


4f 2 -3r -6t + l 
2t-5 + 2t-5 ' 


Solucion: 


4f 2 - 3r -6f+ 7 
2/ — 5 + 2/ -5 


(4r 2 -3r)+(-6r+ 7) 


4r 2 -9f + 7 

2r-5 


2r-5 
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2, Efectuar la operacidi 


x 2 +3x-2 
x 2 -3x-10 


5x + 13 
x 2 -3x-10 


Solution: 


x 2 +3x-2 5*+ 13 (x 2 + 3x-2)-(5x + 13) x 2 -2x-15 

x 2 -3x-10 x 1 -3x-\0 x 2 -3x-10 x 2 -3jc-10 

(x-5)(x + 3) x + 3 
~ {x-5)(x+2)~ x + 2' 


3. Resolver la ecuacidi — + ~r ^~—~— = —. 

Z 2 - 5z - 24 z 2 - 5z - 24 8 

Solution: 

z 2 -Sz [ 2z-16 _ 7 

z 2 -5z- 24 z 2 - 5z - 24 8 
z 2 -6z-16 7 

Z 2 - 5z - 24 ~ 8 
(z-8)(z + 2) _7 
(z + 3)(z-8) 8 
(z + 2) _7 
(z + 3) 8 
8z + 16 = 7z + 21 
z = 5. 

Comprobatioiu Sustituimos z = 5 en la ecuacidu original: 


z 2 -8z 2z-16 

z 2 -5z-24 z 2 -5z-24 

5 2 -8(5) 2(5)-16 -15 -6 7 

~ 5 2 - 5(5)-24 + 5 2 - 5(5)-24 ~ -24 + -24 ~ 8 


m 


8.5.1 Ejercicios 


Realiza la operacidi indicada. 

jr + 5 2jr-8 

1 . -+- 

x+7 x+7 

z* + 8z 3z 2 -9 

2 . -+- 

6-z 6-z 

w-4 w> + 3 

3. - 

w -9 w -9 

3a 2 -2a a 2 + 2a-16 

10 . -+- 

a + 2 2 + a 

7x 2 -6x + 3 3x 2 + 4x-l 
1L -+- 


4 

5. 

6 . 


2a 2 -14 a 2 + a 
3a + 7 + 3a + 7 
2jc 2 - 6 jc 3a: 2 - 9 
5x-l 5x-l 
4b 2 -3b 3b 2 + 3b 
2b-9 26-9 


2 w 2 + lOw iv 2 + lOvv 

w 2 -16 w 2 -16 

5c 2 -15 4c 2 -10 

-+ - 

6c +10 6c + 10 

76-4 lb 2 -5b 

26-8 8-26 


4z 2 + 2z-13 z 2 -4z + 11 
6z-9 6z-9 

(»v + 5)(»v-4) 4-w 

w 2 + 13w+42 (tv + 6)(»v + 7) 


5x + 4 


5x + 4 
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x 2 + 4x - 2 | 3(2x-3) 

x 2 + lOx -11 x 2 + 10x-ll 

2z 2 + 7z + 38 z 2 - 8z -12 

2 2 
Z -25 z -25 

»v 2 + 9»v 6w + 54 

2w> 2 + 13w - 45 2>v 2 + 13tv - 45 

a 2 + 2a + 10 | 15(2-a) 

(a-5)(a-8) a 2 -13a+ 40 

2x 2 + 7x + 24 18 + 6x-x 2 

18 . ---- +- 5 - 

(x-6)(x + 6) x 2 -36 


w 2 -16 h> 2 + 8w +16 

w 3 + 12»v 2 + 48w+ 64 »v 3 + 12»v 2 + 48»v + 64 

20a 2 -15a+ 26 4a 2 + 9a -10 
64a 3 -216 ~ 64a 3 -216 


En los ejercicios 26 a 32, resuelve las ecuaciones. 
3x 2 + 2x-ll 2x 2 - 4x + 5 2 

x 2 + 16x+64 x 2 +16x+64 3 

: (3z^-4) 2 1 (3Z-4) 2 26 

9z 2 -16 9z 2 -16 5 

h>(h’ + 4) *v(iv + l) , 

•• —,-+ —5 - =1 

w +5>v + 4 w +5h> + 4 


19. 

3c 2 -5c-2 2 c 2 

+ 5c+ 7 

c 2 - 4c- 21 c 2 ■ 

-4c-21 

20. 

3a 3 + 4a 2 + 4a - 5 

i 2a 3 + 10a 2 - 8« + 3 

2s 2 + 11s+ 12 

2s 2 + 11s + 12 

21. 

-8s 3 + s 2 - 20s 

8s 3 + 3s 2 +25 

8s 3 - 125 

8s 3 -125 

22. 

5x 3 - 27 jr 2 + 40r 

3x 3 - 9x 2 + 14x - 27 

8x 3 - 27 

8x 3 -27 

23. 

4z 2 -5z + 8 

3z 2 -7z-9 

.3 . 1.2 ^ 1. . 1 

.3 . 1.2 . i. . 1 


29. 


30. 


31. 


32. 


x 2 - 

- 12x + 35 

x 2 

-3x - 28 

3 

2 

X - 

- 14x + 49 

x 2 

- 14x + 49 

~ 2 

(z + 

l)(z-2) j 

(z-* 

-2)(z-l) 

= -2 

z L 

-3z + 2 

z 1 

-3z + 2 


3a 2 

+ 8a + 4 

3a 2 - 

flla + 6 

5 

3a 2 

+ 5a + 2 

3a 2 

1 

n 

+ 

+ 

4 

a 3 - 

■ la + 16a 

-12 

3 2 

a - 9a 

+ 27a 


a 2 - 8a +15 a 2 -8a + 15 


U 
8 ‘ 


33. La suma de dos numeros es 70. Si dividimos el mayor en- 
tre el menor, el cociente es 3 y el residuo es 10. Encuentra 
dichos numeros. 

34. Los catetos de un triangulo rectangulo suman 7 cm. Si se 
divide el cateto mayor entre el menor, el cociente es 1 ob- 
teniendo tambien 1 como residuo. ^Cuanto vale la hipote- 
nusa del triangulo? 

35. Dos numeros enteros pares consecutivos satisfacen las 
siguientes condiciones: si al cociente del menor entre el 
mayor se le resta el reci'proco del numero obtenido al su- 
mar dos unidades al numerador y al denominador de la 
fraccion, se obtiene -y. Encuentra dichos numeros. 


36. Cierto numero de amigas deciden tejer manteles para 
vender. Para tener un ingreso en un plazo menor, deciden 
tejerlos de cuadros, uniendo cada semana los que tejen 
durante ese lapso. Todas tejen semanalmente el mismo 
numero de cuadros. La primera semana reunen 108 cua¬ 
dros, la segunda semana 116, la tercera 76. Al finalizar la 
tercera semana, cada una ha tejido 75 cuadros. ^Cuantas 
personas tejen? 

37. La diferencia de dos niimeros positivos es 121. Si dividi¬ 
mos el mayor entre el menor, el cociente es 5 y el residuo 
es 17. Encuentra los numeros. 


8.6 Suma y resta de expresiones racionales con 

DISTINTO DENOMINADOR 

^Cuantos metros de tela se pueden comprar con $20, si sabemos que con esa 
cantidad hubieramos podido comprar 6 metros mas de tela si cada metro hu- 
biera costado $3 menos? 

Sohiciotv Llamamos x al numero de metros de tela, entonces el precio 

de un metro de tela ser6 —. 

x 

El precio por metro en el segundo caso sera ^ 
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La ecuacion que tenemos que plantear es: 

20 20 
x x + 6’ 


(8.5) 


Efectuamos la resta del lado izquierdo y resolvemos la ecuacion. 

20 20 
x x + 6 
20-3x 20 

x x+6 

(20 - 3x)(x + 6) - 20x = 0 
20x +120 - 3x 2 - 18x - 20x = 0 

0 = 3x 2 + 18x -120 
0 = 3(x 2 + 6x-40). 

Para factorizar en el miembro derecho y encontrar asi las soluciones de 
esta ecuacion, debemos encontrar dos numeros cuyo producto sea -40 y 
cuya suma sea 6. Dichos numeros son 10 y -4. De donde, 

(x 2 +6x-40) = (x + 10)(x-4) = 0. 

Por tanto. 


x = -10 o x = 4. 

Observa que como una de las soluciones es negativa la desechamos, pues 
no tiene sentido en este problema. 

Se pueden comprar 4 metros de tela. 

Comprobation: Si con $20 se pueden comprar 4 metros de tela,entonces 
la tela cuesta $5 el metro. Si el metro de tela costara $3 menos, es decir, $2, 
entonces se podrfan comprar 10 metros; es decir, 6 metros mas. 

Cuando tenemos que sumar dos expresiones racionales con distinto denomi¬ 
nador, lo que debemos hacer es reescribirlas de manera que tengan el mismo 
denominador. El nuevo denominador debe ser un multiplo de los denomina- 
dores originales, pero lo mas simple es encontrar el de menor grado posible; 
es decir, el minimo comun denominador, tambien llamado minimo comun 
multiplo. 

El primer ejemplo que vamos a ver es numerico, para recordar el proce- 
dimiento. 


■ EJEMPLOS 


L 


13 

Efectuar la ope radon — 



Solution: 


20 = 2x10 y 18 = 2x9, 


asf que el minimo comun multiplo de20yl8es2xl0x9 = 180, entonces: 


13 7 13x9 7x10 

20 + 18 _ 20x9 + 18x10 


(13x 9) + (7 x 10) 


117 + 70 187 

180 “180' 


180 
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En general, podemos eliminar el segundo paso y escribir simplemente: 

13 7 (13x9) + (7xl0) 117 + 70 187 

20 + 18 ~ 180 “ 180 ~ 180 ’ 

w 5 

2. Efectuar la operacion-—+- 

w-2 w +1 

Solution: El mini mo connin multiplo deiv-2yw+les (iv-2)(w +1), 
entonces, 

w 5 _ iv(w + l) + 5(iv-2) 
w-2 w + 1 (iv-2)(iv + l) 

_ iv 2 +6w-10 
iv 2 - w - 2 

3 . Efectuar la operacion — ^ — - - —-— . 

^ t -2t-3 t +6t +5 

Solution : Factorizamos los denominadores para encontrar el mrnirno 
comun multiplo: 

f 2 -2r-3 = (/ + !)(/-3), t 2 +6t+ 5 =(' + !)('+ 5). 


Asf que el mi'nimo comun multiplo de los denominadores es 


(, + !)(,_ 3)( , +5 ). 


Procedemos a efectuar la operacion. 

3r-8 t-4 3t-S f-4 

t 2 -2t -3 f 2 + 6t + 5 ~ (t + l)(f - 3) (t + l)(f + 5) 

(3f-8)(<+5)-(f-4)(f-3) 

(f + l)(f-3Kf+5) 

3t 2 + 7t -40 -(f 2 -7f + 12) 2t 2 + 14/-52 

(f + l)(/-3)(/+5) “(r + l)(r-3)(r + 5)‘ 


4. 


Resolver la ecuacion 


6x + 5 
12 


+ 


2x-3 3x+ 7 
3x + 6~ 6 


Solution: Para efectuar la suma del lado izquierdo utilizamos el mfnimo 
comun multiplo de 12 y 3x + 6;es decir, 12(x+2). 


6* + 5 2x - 3 _ 3x + 7 
12 + 3x + 6~ 6 

(6x+5)(x + 2) + 4(2;r-3)_3x + 7 

12(x + 2) 6 

6x 2 + 25x - 2 3x + 7 

12 (* + 2 ) " 6 


Ahora multiplicamos por 12(x+2) ambos lados de la ecuacion y simpli- 
ficamos. 
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y resolvemos la ecuacida: 


x = -30. 


Comprobacioiu Sustituimos x = -30 en la ecuacida original: 


Lado izquierdo: 


Lado derecho: 


6x + 5 2 x- 3 6 (—30) + 5 2(-30)-3 
12 + 3x + 6 12 + 3(-30) + 6 

_ -175 63 = 175 9 = 83 
12 + 84 “ 12 + 12 " 6 ‘ 
3x+7 3(-30) + 7 83 

6 6 6 ‘ 


8.6.1 Ejercicios 


Realiza la operacim indicada. 


x 2 + 5 

x 2 -3x 

x + 2 

x- 2 

a + 1 

a- 1 

a-\ 

fl + 1 

i 

-+ 

i 


- + - 

r- 3 r+3 


4 

5. 

6 . 


7. 


z _ 5 

z 2 -9~z 2 +6z+9 

^ + 1 
x + 2 


w> 2 -4 w-2 

a 2 -la + 4 1 

—5-+- 

a + 10a +25 a + 5 


21 

23. 

24 

25. 


3a 2 

a 2 -2a-24 a 2 + 5a-14 
a+b a-b 4ab 

a-b a + b a 2 -b 2 

a 3- a 1 

a 2 + a - 20 a 2 - 6a + 8 a 2 + 8a +15 
x- 3 x + 3 12x 

x + 3 x-3 x 2 - 9 


26. 

27. 


z + 3 _ z-1 

z 2 + 3z + 2 z 2 + z - 2 
c+4 c-4 

c 2 -llc + 30 + c 2 + c-42 


8 . 

9. 

10 . 

11 . 

11 

13. 

14 


c 

c - 2 

c + 7 

c-11 

z-1 

z + 5 

z-8 

z-6 

5r-5 

5r + 5 

r + 1 

r -1 

»v+ 1 

w-l 

+ 

CS 

* 

+ 2 -1 
w -3 

a 

a + 2 

a 2 -4 

a 2 - 4a + 4 

1 +6x 

1 -6x 

l-6x 

1 +6x 

2 

2 4x 

2 - x 

2 + x 4-x : 


15. 

16. 


17. 


18. 

19. 

20 . 

21 . 


7r 7-r 
49- r 2 r+7 
5z 6z 
z-8 z+8 

2a 2 + 5a - 6 , 

—5- +5 

2a 2 + 5a - 6 


x-y 

_1_z_ 

W-z W 2 - z 2 

b 2 -3b + U 3_ 

b 2 - Ub + 49 b - 7 
5c 2 -20c c-9 

c 2 -81 c 2 + 18c+ 81 


28. 

29. 

30. 

31. 

32. 


8 3w 

3w 2 +16 

w + 4 4 - w 

16 -w 2 

x-10 

x - 8 

x 2 +4x -32 

x 2 - x - 72 

3x-l 

2x -1 

2x 2 -9x-5 

3x 2 -14x-5 

2z 

3z-1 

6z 2 + 7z + 2 ‘ 

}f 

M 

1 

h- 

o 

M 

1 

OO 

4z 2 -9 

l 

rs 

7z 2 + 22z+3 

14z 2 +2z 


33. 


I 

2a 2 + lla -6 


3 

4a 2 + 14a - 30 


En los ejercicios 34 a 47, resuelve las ecuaciones 


34 

35. 


1 1 8 

-+-= —z 

w+2 w-2 w -4 

- 1 .— 5—.1 

z-1 z+5 


z 

- + 

z + 8 


1 

z-6 


= 1 


37. 

38. 

39. 


-+-= 1 

x+2 x-3 

x - 3 x-4 x - 6 
x-4 x-5 x - 7 

w 4 

- =-+ 1 

w+8 w-8 


x - 7 
x - 8 


36. 
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40. 1 + -^— 
1 + x 


x 

T^x 


4L 

42. 

43. 


2c 
c + 3 
a + 3 
a+ 5 
3 w 

w-3 


c-3 

3 a +1 


a-5 
2 w 

»v + 5 


a- 


+ 1 


5 


44. 

z 

1 

z + 4 

z-4 

45. 

r-2 

r + 2 

r+2 ‘ 

r-2 

46. 

4s-2 

3s- 

9 

5s - 

47. 

x + 3 

i=— 


47. -1 =- 

x-3 Jt+3 


48. Un numero es el triple de otro. La suma de sus reciprocos 
es j-. ^Cuales son dichos numeros? 

49. Si dos resistencias R, y R 2 se conectan en paralelo, la resis- 
tencia total R, obtenida se calcula como, 

11 1 

Si se tienen dos resistencias y el valor de una de ellas es 5 
ohms menos que la otra, <,que capacidad debe tener cada 
una para obtener, al conectarlas en paralelo, una resisten- 
da total de 6 ohms? 

50. Un numero es el cuadruple de otro. Si la suma de sus reci¬ 
procos es 5, icudles son dichos numeros? 

5L Un numero mas su reciproco es igual a fy Encuentra di¬ 
chos numeros. 


52. Encuentra dos numeros positivos tales que su suma sea 9 
y la suma de sus reciprocos sea 

53. Una bomba grande puede vaciar un tanque de agua en 
15 horas menos que una bomba chica. Entre las dos pue- 
den vaciarlo en 10 horas ^En cuanto tiempo lo vaciaria la 
bomba grande? 

54 Encuentra dos numeros enteros consecutivos impares ta¬ 
les que la suma de sus reciprocos es -jy. 

55. La media armonica de dos numeros a y b se define como 


2 



Encuentra dos numeros enteros consecutivos impares ta¬ 
les que su media armonica sea igual a 


La regia de los signos tambien 
se sigue en la division 

(+)*(+)-(+) 

(+M-M-) 

(-)♦(+)-(-) 

(-M-M+) 


8.7 Division de polinomios 


Cuando dividimos un numero entero entre otro, algunas veces obtenemos un 
residuo distinto de cero, este es el caso cuando el dividendo no es multiplo del 
divisor. 


27 

4 


6 + 


3 

4 


dividendo 

divisor 


cociente + 


residuo 

divisor 


Lo anterior tambien puede expresarse como: 

27 = (4x6) + 3 

dividendo = (divisor x cociente) + residuo. 


Cuando dividimos polinomios se puede presentar el mismo tipo de situa¬ 
tion. 

Vamos a copiar el algoritmo de la division de numeros enteros al caso de 
la division de polinomios. 


Paso 1 

3 2x <— Calcular 6.v : + 2 jc 

14)456 2,y + 5) 6x : + 3x -8 

-42 -6x 2 -l5x 

3 


-12x -8 


Restar 3x(2x + 5) 
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Paso 2 

32 

14J456 

-42 

36 

-28 


3x -6 

2.v + 5) 6x> + 3x- 8 
-6x 2 -15x 

- 12x - 8 

+ 12x+30 


22 

El cociente es 3x 6 y el residuo es 22. 

Comprobacioiu 


(3x ~6){2x + 5) + 22 = (6x 2 - 12x + 15x 


Calcular (-12x)+2x 


Primer residuo 
Restar -6(2x + 5) 
Residuo. 


- 30) + 22 = 6x 2 + 3x - 8. 


Observadck: 

El residuo es un polinomio de grado menor que el grado del divisor. 

En el ejemplo anterior aplicamos las siguientes reglas: 

Reglas para dividir dos polinomios 

L Se ordenan ambos polinomios en orden descendente de los exponentes. 

2. Se divide el primer termino del dividendo entre el primer termino del di¬ 
visor, con lo que se obtiene el primer termino del cociente. 

3. A1 dividendo se le resta el producto del divisor por el primer termino del 
cociente y se obtiene un primer residuo. 

4. Se divide el primer termino de este residuo entre el primer termino del 
divisor, con lo que se obtiene el segundo termino del cociente. 

5. Se procede de manera similar hasta obtener un residuo cero o de grado 
menor que el del divisor. 

6. Comprobar el resultado verificando que: 

cociente X divisor + residuo = dividendo. 

Es conveniente recordar que: 

(+)+(+)-(+) 

(+)+(-)-(“) 

(-)+(+)■(-) 

(-)+(-)■(+) 


" EJEMPLOS 

L Dividir 4a 3 -5a 1 + 3a -8 entre 2a 1 . 

Solution: Escribimos los polinomios en la caja de la division en orden 
descendente respecto al exponente de a. 

Paso 1 

2 a <— Calcular 4a J + 2a 3 = 2 a 

2a 3 ) 4a 1 -5a 2 +3u-8 

-4a J <r Restar 2a (2a 2 ) 

0 - 5a 2 + 3a - 8 <— Primer residuo 
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Paso 2 

2a- < 

2a 2 ) 4a 3 - 5a 2 + 3a - 8 
-4a 3 

0 - 5a 2 + 3a - 8 

+ 5a 2 <— Restar -y(2a 2 ) 

0 + 3a - 8 <— El residuo 3a - 8 es de menor grado que 
el divisor 2a 2 : el proceso termina. 


Comprobacioiv 


2a 2 ^2a-|j + 3a-8 = 4a 3 -5a 2 + 3a-8. 

2. Dividir Sx-lx 1 + 12* 3 - 9 entre 3X 2 - 4 + 5x. 

Solucion: Escribimos los polinomios en la caja de la division en orden 
descendente respecto al exponente de x. 


Paso 1 


4x < — 

- Calcular 12x' +3x 2 =4x 

3x 2 +5x-4) 12x J - 7x 2 + 5x- 9 


-12x*-20x’ + 16x 

- Restar 4x(3x 2 + 5x-4) 

-27x 2 + 21x- 9 

- Primer residuo. 

Paso 2 


4x- 9 

Calcular -27x 2 + 3x 2 = -9 

3x 2 +5x-4)l2x J - 7x 2 + 5x- 9 


-12x 3 -20x 2 + 16x 


-27x 2 + 21x- 9 


+ 27x 2 + 45x-36 

- Restar-9(3x 2 +5x-4) 


66* - 45 <— 

menor grado que el divisor 
3x 2 + 5x - 4: el proceso 
termina. 


Comprobacioiv 

(4x - 9)(3x 2 + 5jc - 4) + (66* - 45) = (l2x 3 - lx 1 - 61x + 36) + (66* - 45) 

= \2x 1 -lx 1 + 5x-9. 


3. Calcular (4x 3 -l) + (2x + l). 

Solucion: Escribimos los polinomios en la caja de division, icluyendo ce- 
ros para las potencias de x menores que x 3 que no aparecen en el dividendo. 
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Paso 1 


2x 2 < — Calcular 4x 2 +2x = 2X 2 

2.v +1) 4x + 0x 2 + 0x-l 

-4x 2 -2x 2 4 — Restar 2x 2 (2x +1) 

- 2x 2 + Ox -1 

Paso 2 


2x 2 - x Calcular - 2x 2 + 2x 

2x +1) 4x J + Ox 2 + Ox -1 
- 4x* - 2x 2 

-2x 2 + Ox-1 

+ 2x 2 + x - Restar -x(2x+ 1). 

x — 1 


Paso 3 


2x 2 - x + 

2.v +1) 4x J + 0x 2 +0x-l 
- 4x 3 - 2x 2 


-2x 2 +0x-l 
+ 2x 2 + x 

x— 1 


2 

2 


<— Restar y(2x + l) 

<— El residuo -.{■ es de menor grado que 
el divisor 2x +1: el proceso termina. 


C ompro bad on: 

Observa que el residuo no puede ser x - 1, corao quedaria al final del se- 
gundo paso, pues el grado del residuo debe ser menor que el grado del 
divisor. 


8.7.1 Ejercicios 


En cada ejercicio haz la divisim que se indica. 
1. (6a 2 -5a-6) + (3a+ 2) 


2. 5c 4 + (c 2 + c-l) 

3. (/-8y-10) + (3-.y) 

4 (l8x + 65 + x 2 ) + (x + 7) 

5. 18x 6 + (6x 3 - 3x) 


6. ( z 6 -64) + (z + 2) 

7. (27»' 5 -2) + (3w'-1) 

8. (x 4 -2x 3 ) + (x + l) 

9. (a 4 - 625) +(a + 5) 

10. (l2z + 4z 2 + 14) + (2z + 3) 


1L (l0y 2 -ny + 8) + (Sy-l) 

12. (3»v 2 - 4w - 4) + (2 -w) 

13. 7z 5 +(z 3 - z 2 + 2 ) 

14 (a 2 +12) +(a + 4) 

15. (y 5 +1024)+ (y + 4) 
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Id. (3/ + 7/-4) + (-3/-4y + 4) 19. (2x 3 -8x 2 +4x-10) + (x-l) 

17. (5a 3 -3a 4 +1-aj + (l-2a+3a 2 ) 20. (l - »v 5 ) + (l- w) 

18. (»v 7 - 5w 3 + 7»v 4 - 35) + (»’ 3 + 7) 21. (3/ -10/ + 17y-12)+ (/ - 2y+ 3) 

22. (24b 6 + 5b-26b 5 +Sb 2 + 38fc 4 -136 3 )+(66 3 + 5b-2b 2 ) 

23. (6x 5 + 19 jc 4 + 5x 3 -4x 2 + 24x- 8) + (3x 2 + 5x - 2) 

24. (246 5 -266 4 + 56 3 + 12/-36) + (-66 3 + 5fc-3) 

25. (l2x 4 +2x 3 -3x 2 +12x-9) + (3x 2 -x + 2) 

2d. (2z 4 - 13z 3 + 31 z 2 - 38z+ 24)+ (2z 2 - 3z +4) 

27. (2z 5 +z 4 -z 3 + 8z 2 + 4z-4)+(2z 2 + z-l) 

28. (8>v 4 + 4w 3 - 9 »v 2 + 3>v- 2)+ (4 / - 3h’ 2 + w-1) 

29. (32x 6 - 8x 3 + 24 jc 4 + 4x 3 - 21x 2 + 8x -15) + (8x 4 + x - 5) 

3a (4/ + 6/ - 16/ + 42y - 20)+ (2/ + 6y- 4) 

3L (4z 4 +12z 3 + 13z 2 + 6z + l)+(2z 2 + 3z + l) 

32. (146 s - 546 4 + 846 3 - 24b 1 -32 b)+ (lb 3 -6b 1 -4b) 

33. (l2w 8 - 4tv 7 - 23*v 6 + 19 h» 5 - 6On 4 - 42w 3 + 6»v 2 - 48 h') + (6»v 4 + 7w 3 -w 1 + 8»v) 

34. (7/ 1 + 5/ - 4/ - 59/ +14/ - 40/ +10/ + 32/ + 16y - 63) + (7/ + 5y 5 - 4y - 3) 

35. (lOx 9 - 16x 8 + 15x 7 - 55x 6 + 49x 5 + 14x 4 - 17x 3 + 5x 2 + 6x - 7) + (5x 4 - 8x 3 + 2x - l) 
6Qtv 10 - 22w 8 - 80w 7 + 42w 6 + 48w 3 + 29w* -101 w 3 + 13w 2 + 14w-3 

61/ + 2iv 3 - 8w 2 - w +1 

37. (24a 9 -22a 7 + 7a 6 - 30a 5 + 83a 4 -8a 3 + 45a 2 - 23a) + (8a 3 + 6a -3) 

426 12 -156 10 - 246 9 - 586 8 - 126 7 + 16fe 6 - 536 5 + 24 b* + lb 3 + 66 2 - 26 + 6 

66 5 - 9b 3 +2b-6 

120z 13 - 114z 12 - 60z 10 - 84z 9 + 24z 7 + 93z 6 + 57z 4 - 33z 3 - 6z 2 + 3z 
12z 7 -9z 4 -6z 2 + 3z 

45x° + 107X 11 - 108x 10 + 6x 9 -24 x 8 - 130x 7 + 216x 6 - 224x 5 + 120x 4 
9x 6 + 7x 4 - 10x 2 + 12x -10 


8.8 Division de polinomios de varias variables 

Podemos dividir polinomios en varias variables; para ello, escribimos am bos po¬ 
linomios en orden descendente con respecto al exponente de una de las varia¬ 
bles, y se procede como en el caso anterior. 


“ EJEMPL0S 

L Dividir 8 a 3 -b 3 entre 2 a-b. 

Solucidn: Ordenamos los polinomios respecto a la variable a. Escribimos 
ceros para dejar los espacios de las potendas de a que faltan. 

4a 2 + lab + b 2 
2a-b)&a 3 + 0 + 0 - b 3 
-8 a 3 +4a 2 b _ 

+4 a 2 b+ 0 - b 3 
-4ab+lab 2 

+2ab 2 -b 3 
-2 ab 2 +b 3 


0 













Sec. 8.8 ■ Division de polinomios de varies variables 255 

Comprobacion: Para comprobar el resultado realizamos la multipli- 
cacidn, 

(4a 2 +2 ab +b 2 )(2a-b) = 8a 3 + 4a 2 b+2ab 2 -4a 2 b-2ab 2 -b 3 
= 8 a 3 -b 3 . 

2. Dividir x 3 - 4x 2 a + 2xa 2 - a 3 entre x-a. 

Solution: 


x 1 - 3xa - a 1 

x-a) x 3 -4x 2 a+2xa 2 -a 3 
-x 3 + x 2 a _ 

- 3x*a + 2xa 2 - a 3 
+ 3x 2 a - 3xa 2 

- xa 1 - a 3 
+ xa 2 - a 3 
-2a 3 

Comprobacion: En este caso, como la division no es exacta, es decir, el 
residuo no fue O.hay que hacer el producto (x 2 -3xa-a 2 )(x-a) y sumar 
el tffmino -2a 3 ; es decir, 

(x 2 -3xa-a 2 )(x-a)-2a 3 = (x 3 -3.r 2 a-jca 2 - x 2 a + 3xai 2 +a 3 )-2a 3 

= x 3 - 4x 2 a + 2xa 2 - a 3 . 

3. Dividir 15ivV -6 wt? +24w 5 z~w 2 Z*-50w*z 2 + 6w 2 z + 8z 3 -5w»z 2 . 


Solution: Escribimos ambos polinomios en orden descendente con res- 
pecto al exponente de la variable w \es decir. 


24w 5 z-50»v 4 z 2 + 15w 3 z 3 -w 2 z 4 -6wz 5 +6w 2 z-5wz 2 +8z 3 . 


Ahora efectuamos la division: 

4vv 3 - 5w 2 z-2wz 2 +iz J 

6tv 2 z-5w'z 2 +8z J )24»v 5 z-50w 4 z 2 + 15»vY- w 2 z* - 6ivz 5 
-24iv 5 z + 20tv 4 z 2 -32w 3 z 3 _ 

-30ivY-17w 3 z*- w 2 z 4 - 6ivz 5 
+ 30vc 4 z 2 - 25w 3 z 3 +40 h |2 z < 

- 42 w 3 z 3 + 39w 2 z 4 - 6ivz s 
+ 42ivy-35ic 2 z 4 +56n'z 5 

4wY + 50wz 5 - 6wz 5 
- 4w 2 Z 4 + yWZ 5 - -yZ* 


Como wz 5 tiene grado 1 en w es menor que el grado de 6w 2 z en w, 
a si que ya no seguimos dividiendo. Por tanto, el residuo de la division es 
*fwz 5 -fz 6 . 


Comprobacion: Hacemos primero el producto: 
(4w 3 -5»v 2 z -7wz 2 + |-z 3 )(6w 2 z -5wz 2 + 8z 3 ): 
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4w 3 - 5tv 2 z- Iwz 1 + \z 3 
x 6w 2 z-5tvz 2 + 8z 3 
24w s z - 30iv 4 z 2 - 42w» 3 z 3 + 4w 2 z 4 

- 20tvV + 25iv 3 z 3 +35w 2 z 4 - w>z 5 
_ + 32w 3 z 3 -40w 2 z 4 -56wz 5 +fz“ 

24iv s z- 50»v 4 z 2 +15wV - w 2 z 4 -'-f wz 5 z 6 

De donde: 

(4h- 3 -5tv 2 z - Iwz 2 +jz i ){6w 2 z -5wz 2 +8z 3 )+-xtvz 5 -f z 6 = 
24w 5 z -50»v 4 z 2 + 15w 3 z 3 -w’ 2 z 4 -HpW’z 3 + -y-z 6 + -Tpw>z 5 --y-z 6 = 
24 iv 5 z - 50»v 4 z 2 + 15iv 3 z 3 - w 2 z’ > - 6wz 5 . 




Efectua las siguientes divisiones. 


1 (x 3 -a 3 ) + (x + a) 

2. (y 2 -4yz + 4z 2 ) + (y-2z) 

44MW) 


5. (a 6 - 6 6 ) +(a +b) 

6. (c 2 + 6cd+5d 2 ) + (c+d) 

7. (r 4 -s 4 ) + (r-s) 

8. (x 7 + y 7 ) + (x + y) 

9. (16»v 8 -25z 8 )+(4iv 2 -5z 2 ) 


10. (36a 3 b-13a 2 b 2 -35ab 3 ) + (9a 2 -lab) 

11 (8x 3 + lx 2 b - Sxb 2 +b 3 ) + (4x 2 + 3 xb - b 2 ) 

12. (l4w 5 -11 h’ 2 z-18h’ 2 z < -15h'z 2 + 27z 5 ) + (2h’ 2 -3z) 

13. (20aV - 3aV + 28aV + 6 a 6 b 3 - 13aV) + (4b 4 -3 ab 3 + 2a V) 

14 (125a 3 +25a 2 fc + 25a 2 c-5a6c-fc 2 c-fcc 2 ) +(25a 2 -be) 

15. (3x 4 + 4x 3 y + 9x 2 y 2 -6xy 3 + 4y 4 ) + (3x 2 -2 xy + y 2 ) 

16. (l5c 4 - lc 3 d- 6 c 2 d 2 +9cd 3 -5d*) + (5c 2 + cd-3d 2 ) 

17. (20a 5 b 2 - 3 a 3 b* + 30a 4 b 3 + 3a6 6 + 4aV ) + (4a V + b 4 - 2ab 3 ) 

18. (x 3 -y 3 -z 3 -xyz-2y 2 z-2yz 2 ) + (x-y-z) 

19. (216a 3 - Tlabc + 64 b 3 + c 3 ) + (6a + 4b + c) - 

20. (15jcV - 21x 3 y 6 - 24x 2 y 7 +24*/ - 15y 9 ) +(3x 2 y 2 - 6 xy 3 ) 

2L (90r 4 + 147r 3 s + 40r 2 s 2 - 36rs 3 - 18s 4 ) +(6r 2 +rs -2s 2 ) 

m b -3m s n-m 4 n 2 -24m 3 n 3 + 81m 2 n 4 +27m/i 5 -81a 6 

22. -- j-j-r-r-- 

m - 6m n + 8m n + 6 mn - 9 n 

23. (l8rVr 2 -18rVf 2 - ISrW + 18r 2 sV) + (l -s 4 ) 

24 (l25jr 6 - 16x 5 y + 15xy 2 - 126x 3 y 3 + 75x 2 y 4 - 20 xy 5 +3 y 6 ) + (x 3 - y 3 ) 

-48m 3 - 3n - 24m 2 n 2 - 128m 7 n 3 - 8m*n 4 + 48m s rt 4 + 3m 5 n 5 - 64 m b n 5 + 24m 7 n 6 

3m 5 n* -8m*n 3 - 3 

2aV-6aV-3aV+9aV + 12aV-5aV° + 15aV -18aV‘-30aV 3 

6aV-3aV+aft 5 
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8.9 Division sintetica _ 

Hagamos la division (2x 2 - 9* -1) + (x - 3). 

2x -3 

x-3)2x 2 -9x- 1 
-2x 2 +6x 
-3x - 1 
+ 3x- 9 
-10 

Veamos ahora una manera mas compacta de hacer esta division. Dejamos 
de escribir las potencias de x y unicamente escribimos los coeficientes. 

Observa que, en el ejemplo, el divisor es x - a = x - 3. 

Escribimos a 3 y los coeficientes del dividendo de la siguiente manera: 


2 -9 -1 



1 Bajamos el primer coeficiente: 2. 

2. Multiplicamos 2 por 3 y el resultado (6) lo ponemos debajo del -9. 

3. Sumamos -9 +6 =-3. 

4. Multiplicamos -3 por 3 y el resultado (-9) lo ponemos debajo del -1. 

5. Sumamos -1-9 =-10. 


En el siguiente esquema, puede observarse la ejecucion de los pasos an¬ 
te riores: 


31 

1 )- 


2 -9 -1 

4- 


2 

2 -9 -1 
31 

4)~ 4-6-9 
2 -3 


31 2 ^ M 
2)- 4- 6 

2 

2-9-1 

31 

5)- 6 -9 


2 -3 -10 



2 -9 -1 

4- 6 

2 -3 


A este tipo de division se le llama divisim sinUiica . 

De los numeros debajo de la raya horizontal (2,-3,-10):el ultimo (-10) es 
el residuo de la division (2x 2 -9x- l) + (jr-3)y los demas (2,-3) son los coefi¬ 
cientes del cociente, que tendril un grado uno menor que el dividendo. 
Portanto: 


(2**-9,-1) J0_ 

(x-3) ,-3' 

Comprobemos el resultado obtenido; es decir.debemos multiplicar el divi¬ 
sor por el cociente y sumarle el residuo; esto nos debe dar el dividendo. 

(x - 3)(2x - 3) -10 = (2x 2 - 9^ + 9) -10 = 2 jc 2 -9jr-l. 


" EJEMPLOS 

L Calcular (3x 3 + 17x 2 - 8x -12) + (x+ 6). 

Solution: Ahora a = -6y jt-a = r-(-6). 

El ciclo que tenemos que efectuar ahora es “multiplicar por -6 y sumar”. 
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3 17 -8 -12 

— i -18 +6 +12 

— 2 -T 2 -T 2 - 

3-1-2 0 

El cociente es 3x 2 - x - 2 y el residuo es 0; es decir, 

(3x 3 + 17x 2 - 8 jc -12) = (x + 6)(3x 2 -x-2). 

Comprobaciorv 

(x + 6)(3x 2 -x-2) = 3x 3 + 17x 2 -8x-12. 

2. Calcular (j: 4 + 7*+ 5)-*-(* +2). 

Solution: Como el dividendo x* + lx + 5 no tiene terminos en x 3 ni en x 2 , 
escribimos 0 en los lugares que ocupan los coeficientes de estos dos terminos. 

1 0 0 7 5 

—' i -2 4 -8 2 

-T 2 -T 2 -^-T 2 — 

1-24-17 

Asf, el cociente obtenido es x 3 - 2x 2 + 4x-l y el residuo es 7. 

Comprobation: 

(x 3 - 2x 2 +4x- l)(x+ 2)+ 7 = (x 4 + 7x-2)+7=x 4 + 7x + 5. 

8.9.1 Rafces enteras de polinomios enteros 

Encontrar tres numeros enteros consecutivos pares tales que el cubo del pri- 
mero mas el cubo del segundo, mas 8 es igual al cubo del tercero menos el 
cuadrado del primero menos el cuadrado del tercero. 

Solution: Llamamos 2n, 2n + 2 y 2n + 4 a los tres enteros consecutivos 
pares. 

Planteamos la ecuacion: 

( 2n) 3 + {2n + 2 ) 3 + 8 = {2n + 4 ) 3 - (2n ) 2 - (2n + 4) 2 . (8.6) 

Efectuamos los productos indicados y simplificamos: 

(2 nf + (2n + 2) 3 + 8 = (2 n + 4) 3 -(2 nf -(2 n + 4) 2 
8n 3 + 8n 3 + 24n 2 + 24 n + 8 + 8 = 8n 3 + 48n 2 + 96n + 64 - 4 n 2 

-{4n 2 + 16n + 16) 

8n 3 + 24n 2 + 24 n +16 = 40n 2 + 80n + 48 
8n 3 - 16n 2 - 56n -32 = 0 
n 3 - 2n 2 - 7n - 4 = 0. 

Los divisores de -4 son: 1, -1,2, -2,4 y -4, que son las unicas posibles 
rafces enteras, como veremos mas adelante. 

Ah ora utilizamos el metodo de division sintetica para dividir n 3 -2n 2 
-In-4 entre n + 1: 


1 -2 -7 -4 

— 1 _3 4 

1-3-4 0 
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Asf, 


n 3 -2n 2 -In -4 = (« + 1)( n 2 - 3n-4). 

Para factorizar n 1 - 3n - 4 buscamos dos numeros que sumados den -3 y 
multiplicados den -4.Dichos numeros son 1 y -4. 

n 1 -3n-4 = (n + l)(n -4). 


Por tanto, 


n 3 -2n 2 -7n-4 = (n + l) 2 (n-4). 


Dedonde las dos soluciones de n 3 - In 1 - 7n-4 = 0 ,son: 

n = -1 o n = 4. 

Entonces, hay dos soluciones al problema: -2,0,2 y 8,10,12. 
Comprobacion: Sustituimos 2 n = -2 en la ecuacion (8.6): 

Lado izquierdo: (2 nf + (2n + 2) 3 + 8 = (-2) 3 + (0) 3 + 8 = 0. 

Ladoderecho: (2n + 4) 3 -(2n) 2 -(2 n +4) 2 =2 3 -(-2) 2 -2 2 =0. 

Sustituimos 2n = 8 en la ecuacidn (8.6): 

Lado izquierdo: (2n) 3 + (2n + 2) 3 + 8 = (8) 3 + (10)’ + 8 = 1520. 

Lado derecho: ( 2n + 4 ) 3 - (2 n ) 2 - (2 n + 4) 2 = 12 3 - (8 ) 2 -12 2 = 1520. 

Hemos visto que una de las razones, quiza la principal, para querer factorizar 
un polinomio es encontrar sus rafces; es decir, los valores de la variable para 
los cuales el polinomio vale cero. Encontrar rafces y factorizar un polinomio es 
un problema equivalente. 

Por ejemplo, sabiendo que: 

x 3 - x 1 - x-2 = (x - 2 )(jc 2 + x +1), 

Concluimos que 2 es rafz de x 3 - x 2 - x + 2, ya que el lado derecho de la 
ecuacion, evaluado en 2, vale: 

(0)(2 2 +2 + l) = 0. 

Podemos comprobar evaluando el lado izquierdo: 

2 3 - 2 2 - 2 - 2 = 0 . 

Enunciamos esta propiedad de la siguiente manera: 

Dados un polinomio P(x) y un mimero real a, si x -a es un factor de 
P(x), entonces a es una rafz de P(x) y recfprocamente si un mimero a 
es rafz de un polinomio P(x), entonces x - a es un factor de P(x). 

Mas adelante veremos esta propiedad, llamada el teorema del factor 


" EJEMPLOS 

L Encuentra las rafces del polinomio (x+ 2){x - 5)(jc - }). 
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Solution: Como x + 2 es factor del polinomio, entonces -2 es una rafz 
del polinomio. 

Como x - 5 es otro factor, entonces 5 es otra rafz. 

Similarmente, ^ es otra rafz del polinomio. 

2. Factorizar 5 jc 3 + x 2 - 5x -1, sabiendo que -1 es una rafz. 

Solution: Como -1 es una rafz, entonces x - (-1) = x + 1 es un factor de 
5 jc 3 + x 1 - 5x -1. Dividiendo el polinomio entre x +1 obtenemos: 

5x 3 + x 2 -5x-l=(x + l)(5x 2 -4x-l). 

Factorizamos ahora 5x 2 — 4jc — 1 usando alguno de los metodos que he- 
mos visto. Buscamos dos numeros que multiplicados den -5 y que suma- 
dos den -4; estos numeros son -5 y 1, 

5x 2 -4x-l = 5x 2 -5x + x-l 
= 5x{x-l)+(x-l) 

= (5x + l)(x-l). 


Asf que, 


5jc 3 + oc 2 —5jc — 1 = (x +1)(5* + l)(x -1). 

Observa la siguiente multiplicacion: 

(x-3)(x + 2){x-l) = x 3 -7x-6. 

El termino independiente del polinomio x 3 - lx - 6 es -6, que se obtiene 
al multiplicar (-3)(+2)(-l), como podemos verificar al efectuar la multipli¬ 
cacion (x - 3)(x + 2)(x -1). 

Lo anterior nos lleva a pensar que si un binomio x-a divide a x 3 -lx - 6, 
el numero a debe ser un divisor de -6. Los linicos divisores de -6 son: +1, 
-1, +2, -2, +3, -3, +6, -6,asf que los unicos polinomios de primer grado 
que podrian dividir a x 3 -lx-6 son 


(x + 1), (x-l),...(x-6), 


y, por tanto, las unicas rafces enteras que podrfa tener dicho polinomio son 
-1, +1, -2, +2, -3, +3, -6, +6. Efectivamente, las rafces del polinomio 
son 3, -2 y 1. 


Cuando queremos encontrar las rakes enteras de un polinomio con coeficien- 
tes enteros, debemos tener presente lo siguiente: 


Dados un polinomio P(x) con coeficientes enteros y un numero entero 
a , si a es rafz de P(x), entonces a divide al termino independiente. 


Es decir, si sc buscan las rakes enteras de un polinomio con coeficientes ente¬ 
ros, los unicos candidates son los divisores del termino independiente. 

Observacim 

Este metodo solo sirve para obtener las rafces enteras; las demas rafces deben 
buscarse por otros metodos. 



1 EJEMPLOS 

L Factorizar x 3 + 5x 2 - Ax - 20. 


Sec. 8.9 ■ Division sintetica 261 


Solution: Evaluamos el polinomio en los divisores enteros de -20 hasta 
encontrar, en su caso, uno que sea rafz del polinomio. 

1: l 3 + 5xl 2 -4x1-20 = -18 

-1: (-1) 3 +5 x(-l) 2 -4x(-l)-20 = -12 

2: 2 J + 5 x 2 2 - 4 x (2) - 20 = 0, 

Asf,2 es una rafz y entonces x-2 divide al polinomio. Efectuamos la divi¬ 
sion y obtenemos: 


jt 3 + 5x 2 - 4x - 20 = (x - 2)(x 2 + 7x +10). 

Ahora podemos usar los mdodos que hemos visto anteriormente para 
factorizar x 2 + lx +10 o podemos evaluarlo en los divisores de 10, que es 
su tarmino independiente; ya no intentamos con -1 y l,pues ya sabemos 
que no son rafces del polinomio original y, por tanto, tampoco lo son de 
ninguno de sus factores. 

2: 2 2 + 7x2 + 10 = 28 

-2: (-2) 2 + 7x(-2) + 10 = 0. 

Asf, -2 es una rafz de x 2 + 7x + 10 y entonces x-{-2) = x + 2 divide a 
ese polinomio: 


x 2 + 7x + 10 = (x + 2)(x + 5). 


Por tanto, 


X s + 5x 2 - 4x -20 =(x-2)(x + 2)(x+ 5). 

2. Encontrar las rafces enteras de x 3 + 6x 2 + 6x + 5. 

Solution: Los divisores de 5 son: 1, —1,5 y —5. Istos son los ihicos can¬ 
didates para ser rafces enteras del polinomio dado. Evaluamos el polino¬ 
mio en estos nuneros, 


1: 

l J +6xl 2 +6x1 + 5 

-1: 

(-1 ) 3 + 6 x (-1) 2 + 6 x (-1) + 5 

5: 

5 3 + 6 x 5 2 + 6 x 5 + 5 

-5: 

(-5) 3 + 6x(-5) 2 +6x(-5) + 5 

Asf, -5 es la mica rafz entera de x 3 + 6x 2 +6x+ 5. 


3. Encontrar las rafces enteras de 2x 2 -x-6. 


Solution: Los divisores de -6 son: 1, -1,2, -2,3, -3,6 y -6. Evaluamos 
el polinomio en estos nuneros hasta que encontremos una rafz, si la hay: 

1: 2 xl 2 -1 -6 = -5 

-1: 2x(-1) 2 -(-1)-6 = -3 

2: 2x2 2 -2-6 = 0. 
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Asf, 2 es una rafz y 


lx 1 -x-6 = (x-2)(2x+3). 

Aquf nos damoscuenta deque la rafz de 2x + 3 es-^,que noesentera.asf 
que la ifaica rafzenterade 2x 2 - x-6 es 2. 


A1 resolver ecuaciones polinomiales y factorizar polinomios es muy comih 
tener que dividir un polinomio entre un monomio de la forma x-a, donde a 
es un nunero real cualquiera. 


Ejemplo 

• Factorizar y J + y* - 6y 3 - 13 y 2 - 13y - 6. 

Solution: Los divisores de 6 son: 1, -1,2, -2,3, -3,6 y -6. Sustituyendo 
cada uno de los valores en la ecuacidi obtenemos que — 1, -2 y 3 son raf- 
ces enteras del polinomio. 

Para factorizar dividimos el polinomio entre y+ 1; para esto utilizamos 
la divisiai sintdica: 

1 1 -6 -13 -13 -6 

— i -1 0 6 7 6 

-7*-73-— 

1 0-6-7-6 0 

Entonces: 

y + y* - 6 y 3 - 13 y 1 - 13y - 6 = (y +1)(/ - 6/ - 7y - 6). 

Como -2tambidi es raiz, dividimos y* -6y 2 - ly- 6 entre y+2: 

1 0-6-7 -6 

— i -2 4 4 6 

7 s - 7 s - T 2 - T 2 - 

1 -2 -2 -3 0 

Hemos obtenido 

y 5 +y 4 -6y J -13y J -13y-6 = (y + l)(y +2)(y 3 -2y 2 -2y-3). 

Puesto que tambidi 3 es raiz, dividimos ahora y 3 - 2y 2 - 2y - 3 entre y - 3: 

1 -2 -2 -3 

- i , 3 , 3 , 3 

1110 


De donde: 

y 5 + / - 6 y - 13y 2 - 13y - 6 = (y + l)(y + 2)(y - 3)( y 2 + y +1). 

El polinomio y 2 + y+l sdo puede tener como rafces enteras a 1 y -1. 

Sustituyendo directamente se observa que eso no sucede. Entonces no 
dene rafces enteras. En realidad, y 2 + y+1 no puede factorizarse. En el 
capitulo 7 vimos un criterio para probarlo. 


n 
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Teorema del residuo 

Llamaremos P(x ) a un polinomio cualquiera y a seraun nunero real; si divi- 
dimos P(x) entre x-a obtenemos la descomposicidn: 

P(x)=Q(x)(x-a)+R, 

donde Q(x) es el cociente y R es el residuo. Observa que como el divisor x-a 
es de grado 1, entonces el residuo es una constante. 

Si ahoraevaluamos en x=a obtenemos: 

P(a) = Q(a)(a-a)+ R 
= 0 +R 

= R, 


es decir, hemos probado que: 


El valor de P (a) es el residuo obtenido al dividir P (or) entre x-a. 


Como corolario del teorema anterior obtenemos el: 


Teorema del factor 

Sea P(x) un polinomio cualquiera y a un nunero real, entonces 
(x-a) es factor de P(x) si, y sdo si, P(a) = 0. 


" EJEMPLOS 

L Sin efectuar la divisi®, calcular el valor del residuo de la division 
(5x 3 -2x + 6)+(x-4). 

Solucion: De acuerdo con el teorema del residuo, el residuo de la divi¬ 
sion (5 jc 3 -2o[: + 6) + (x- 4) es el valor del polinomio P(x) = 5x 3 -2x + 6 
cuando x = 4. 


P(4) = 5(4 3 )-2(4) + 6 = 320-8 + 6 = 318. 

2. Determinar si x + 2 es un factor de P(x) = x 3 - 4x 3 + 5x * 2 + 4*-12. 

Solucion: De acuerdo con el teorema del factor, x + 2 = x-(-2) es un 
factor de P (x) si, y sdo si, P (-2) = 0. 

P(- 2) = (-2) 5 - 4( -2) 3 + 5 (-2 ) 2 + 4 (-2) -12 
= -32 + 32 + 20 - 8-12 
= 0 , 

asfque x + 2 sfes un factor de x 3 -4x 3 + 5x 2 + 4x-\2. 

3. Determinar si y - 8 es factor de P(y) = 2 y 4 - 30y 3 - 20y J + 5y + 24. 


Solucion: Evaluamos el polinomio en 8: 
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P(8) = 2(8) 4 -30(8) 3 -20(8) 2 + 5(8)+ 24 
= 8192 -15360 -1280 + 40 + 24 =-8384, 

por tanto, y - 8 no es factor de P(y) = 2 y* - 30y 3 - 20 y 2 +5y+ 24. 


8.9.2 Ejerddos 


En cada una de las siguientes divisiones sintiicas, expresa como polinomios: el divisor, el dividendo, el cociente y el residu 

L 

4 

1 5 -l -10 

6 0 10 0 7 

— i -3 -6 21 

— 4.-6 6-16 16 

1 2-7 11 

6 -6 16 -16 23 

2. 

5. 

3 -8 -2 

1 -8 0 -6 56 -64 

- i 6-4 

-4. 8 0 0 - 48 64 

3 -2 -6 

100-6 8 0 

3. 

a 

5-18-11 12 

2 15 23 - 4 30 

41 

— i 20 8 -12 

-4.-10 -25 10 -30 

5 2-3 0 

2 5-26 0 

Efectid las siguientes divisiones utilizando la divisim sintHca. 


7. (/-16) + (y-2) 

14. (>v 3 +8) + (»v-2) 

& (z 3 + 27) + (z + 3) 

15. (4y s +&y 4 -3y + l)+(y + 2) 

9. (x 2 -8x+ 15)+(x-5) 

16. (a 4 -l) + (a + l) 

la (y 2 + 18y+ 77)+ (>+ 7) 

17. (2x 4 -17x 3 + 20x 2 -3x + 68) + (x-7) 

11. (w 4 - 6w> 3 - 19>v 2 + 22w» +12)+ (w - 8) 

18. (y*-2y 3 + 13y-6)+(y+2) 

12. (x 4 -7x + 6) + (x-l) 

19. (6z 5 - 32z 4 + 5z 3 + 21z 2 + 19z - 7 ) + (z - 5) 

13. (-z 6 + 10z 4 + 14z 3 + 38z 2 ) + (z- 4) 

20. (z 3 +64) + (z + 4) 

Sin efectuar la divisid 1 , calcula el valor del residuo de las siguientes divisiones. 

2L 3z 3 -22z 2 + 12z-30 + z-6 

25. 5> ,6 + ll>' 5 -14y 4 -8>' 3 -6 + y-l 

22. tv 3 + 12 h> 2 + 34w + 8 + w + 4 

26. 4x 4 -10x 3 + 10x 2 +3x-15 + x-5 

23. 3x 4 + 21x 3 + 9x 2 - 9x - 35 + x + 7 

27. iv 5 +2 w 4 + 5h' 3 -3h’-8 + h’ + 2 

24. 2/-10/ + 6>' 3 -15>' + 5+>--2 

28. z 7 + 8z 5 -12z 4 + 20z 3 -25 + z + 1 


Determina si x -a es factor de los siguientes polinomios. En cada caso se da el valor de a. 
29. p(x) = 2x 3 + 8x 2 + 15x + 9, a=-l 

3a f(x) = 3x 4 + 12x 3 + 5x 2 + 13x- 28, a=-4 
3L / > (x) = 6x 4 + 18x 2 + 25*- 9, a = -2 

32. />(x) = 5x 3 -46x 2 +7x-18, a = 9 

33. p(x)=x 6 -x 5 -5x 3 + 8x 2 -5x+2, a«l 

34. p(x) = 4x*-4x 3 -6x 2 +3x+3, a = 3 

35. p(x)=7x 5 -38x 4 + 15x 3 + 2x 2 -10x, a = 5 
3d. P(x) = 8x 2 + 25x - 21, a = -7 
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En los ejercicios 37 a 46, factoriza los polinomios. 


37. 

A 3 

+ 5a 2 + 3a-9 

42. 

a 5 

+ 7x* 

-10a 3 

- 70 a 2 + 9a+ 63 

38. 

4 

y 

- 16y 3 + 60y 2 + 64y - 256 

43. 

3 

y 

-7/ 

-2y 3 +46y 2 + 65y+ 25 

39. 

4 

z 

-18z + 81 

44. 

6 

Z 

4 

-z - 

16z 2 + 

16 

40. 

a 3 

+ 8a 2 - 36a - 288 

45. 

a 4 

-5« 3 

-12 a 2 

- 13n - 7 

4L 

w 4 

- 14w 3 + 40w 2 + 126»v- 441 

46. 

w 5 

- 6»v 4 

+ 9w 3 

- 8w 2 + 4Sw - 72 


47. Cuatro enteros consecutivos satisfacen lo siguiente: la 
suma del cubo del primero mas el cubo del tercero es igual 
a la suma del producto del segundo por el tercero mas el 
cubo del cuarto. Encuentra dichos enteros. 

48. Un papa dice a su hijo adolescente: “La cantidad de di- 
nero en pesos que te dare cada semana para tus gastos 
es igual al producto de las raices enteras del polinomio 
x* -14a 3 + 43a 2 + 70a - 240”. jCuanto recibira el hijo 
cada semana? 

49. iQue base debe tener el sistema de numeracion para que 
la representacion del numero 126 en dicho sistema sea 
1332? 

50. Encuentra tres numeros enteros consecutivos tales que 
5 veces su suma es igual a su producto. 

5L £Es posible encontrar dos numeros enteros consecutivos 
tales que su media armonica sea igual a 2? (Vease el ejer- 
dcio 55 de la pagina 250.) 


52. Las edades de mis hijos coinciden con las raices enteras 
del polinomio a: 3 - 11a 2 + 38a - 40. ^Cuantos hijos tengo? 
^Cuales son sus edades? 

53. Encuentra tres numeros enteros consecutivos tales que la 
suma del cubo del segundo mas el cubo del tercero sea 
igual a menos el cuadrado del segundo. 

54 ^Que base debe tener el sistema de numeracion para que 
la representacion del numero 4380 en dicho sistema sea 
10434? 

55. Las raices de un polinomio de grado 3 son numeros en¬ 
teros consecutivos. Si el coeficiente del termino de grado 
2 es -6, <,cuales son las raices del polinomio?, ^cual es el 
polinomio? 


8.10 Expresiones algebraicas complicadas 

En las primeras seed ones de este capitulo hemos visto como simplificar ex¬ 
presiones rationales. Sin embargo, para profundizar mas en este tema veremos 
algunos ejemplos un poco mas complicados. 


■ EJEMPLOS 

_w _3_ 

L Simplificar la expresion ~ ~3 — b* +3 

w -3 tv+3 

Solution: Para simplificar este tipo de expresiones se realizan las ope- 
raciones indicadas en el numerador, las indicadas en el denominador y 
despues se simplifica: 

w 3 w(w + 3)-3{w-3) 

w-3 >v + 3 _ (w-3)(w + 3) 

_1_L_ w + 3-(w-3) 

w-3 w> + 3 (iv-3)(ti’ + 3) 

»v 2 +3iv-3>v + 9 
{w-3){w + 3) 
w+3-w+3 
(w-3)(w + 3) 

_w 2 + 9 
6 ' 






















266 


Capitulo 8 ■ Expresiones racionales 


1 


2. Simplificar la expresion-. 

1 +-- 


1 + 


1 


x+1 


Solution: Para simplificar esta expresion efectuamos las operaciones in- 
dicadas empezando de abajo hacia arriba. 


1 + - 


1 + - 


x + 1 


1 


1 + 


1 

x + 1 + 1 
x+1 


1 

i + it± 

x+2 

1 

x+2+x+l 
x + 2 
x+2 
2x + 3' 


Z+2 z-2 

3. Resolver la ecuacion 4 ~ ^ z + ^ = —. 

1 + 1±1 3 

Z-2 

Solution: Para resolver esta ecuacion primero simplificamos el lado iz- 
quierdo. 


Z + 2 
Z-2 

1 + 


Z-2 


Z + 2 

Z + 2 


Z-2 


(z + 2)(z + 2)-(z-2)(z-2) z 2 +4z +4-z 2 + 4z-4 
(z-2)(z + 2) (z~2)(z+2) 

Z-2+Z+2 2z 

T-2. 7^2 

&z(z-2) 4 

2z(z-2)(z + 2) z + 2 


Ahora resolvemos la ecuacion. 


4 _ 2 
Z + 2~3 
12 = 2z + 4 
4 = z. 


Comprobacidn: 


Sustituimos z = 4 en la ecuacion original: 


z + 2 
z-2 

1 + 


z-2 

z + 2 

z + 2 

z-2 


4+2 4-2 6 2 


4-2 


1 + 


4 + 2 

4 + 2 


4-2 


2 6 




1 + 3 


8 

! = - 
4 3 


_ ■ 
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8.10.1 Ejerricios 


Simplified las siguientes expresiones. 



Z +1 

2w 1 

w 2 - 1 w + 1 

w 

w-\ 


3. 


x + 


2 -x 


1- 


1 + 2x 

2x-x 2 


l + 2 x 


6 4 -b 


-+ - 

4 + b 

6 

4 + 6 

6 


b 4 + 6 


y -3 

3y +1 


+ 3 


3y- 9 
1 + 3y 


1 - 


7. 


8 . 


s + 5 s-5 

-+- 

s-5 s+5 

s 2 +25 
s 2 -25 
a+ 3 a + 5 

a-5 a-3 

a + 4 a- 5 

-+- 

a-5 a+4 

x + 2 x-2 

x-2 x+2 


1 + - 


x-2 
x + 2 


Resuelve las siguientes ecuaciones. 
x+1 x-1 


25. 


x-1 


1 + 


x+1 

x + 1 

x-1 


2 

I 


c 6 -c 

-+- <- 

26. &=£ -^=_- 

6 -c c 3 

c 6 -c 


8 8 

-+ - 

q b - 3 b + 3 
' 6 6 


6+3 6-3 


10 . 1 + 


1 + 


1 + 


5 + — 


11 . 


z + 3 


z — ■ 


z-3 


z +- 


z + 3 
z + 3 


z—- 


12 . 6 -- 


6 -- 


1 -- 


6 — 




13. 1 — 


2 - 


3- 


^-1 
x + 1 


14. 4 — 


3 — 


2 - 


z + 1 
z — 1 


15. 


3-- 


16. 


6-i 

a 

c — 1 


c — 1 — ■ 


c —- 


c + 7 
c — 1 


27. 


1 + - 


1 + - 


1 + iv 


28. 


z-3 


z-3-- 


= 1 


z- 


z — 1 
z-3 


17. 


w> 2 -9 


»v-3 + - 


8 *v 


w + - 


w + 9 
w -3 


18. 


a +a-- 


2 a 2 


a + 2 — 


a 2 + 4 


a + 2 


w-4 + - 


lw + 2% 
w+4 


19. 


w + 3 


w + 6 - 


lOw + 70 
w+1 


w + 5 

x 2 + 4x+ 4 


2 + 


x + 2 


20 . 


X.-4- 


x - 8 x+ 16 


x -4 


+ 8 


x -16 


z -25 
z-5 


+ 3 


21 . 


z+8 


9 + 


z -36 
z + 6 


22 . 


z —11 
c+7 


c-4+- 


5c+ 13 


25-5c 
c-5 


c + - 


23. 


6 + 11 


56 + 6 + 


66-18 


3- 


36 

6 + 4 


24. 


4a 2 


1 + - 


a -1 


a-l + —5 - 

a +a + l 


5 5 

- + - 

29. 6—2 6 + 2 


6+2 6-2 


30. 


a + 


7a 


a- 7 


1 + 


49 

a 2 -49 


7 

2 


















































































































268 Capitulo 8 ■ Expresiones rationales 


3L 


►v 3 -27 


4w + 9- 


»v 



»v-l 


= 2 


32. 


x 


x-8 + 


jc + 8 
x 8 


3 _ 

13 


8 x 


33. 


34. 


y - 4 

y + 10 

5y 

y + —— 

y-5 

2y 

'", + 2 

z -1 

z-1 

z 

z + 

z-1 

z 

z 

z+1 


3c-2 3c+2 

35. 3c + 2 3c-2 = , 

3c 1 

9c 2 -4 ” 3c-2 
s s-9 

36. S = 1 

s 2 - 81 s 6 

-+- 

s s-9 


8.11 Desigualdades y expresiones racionales 

El cociente del mayor entre el menor de dos enteros impares consecutivos es 
mayor o igual a 2. Encontrar los nuneros. 

Solution: Llamamos a los enteros impares consecutivos 2n +1 y 2n + 3. 
Formamos el cociente del mayor entre el menor: 

2n + 3 
2n +1 

y ste debe ser mayor o igual a 2, es decir. 


2n +3 
2n + l 


> 2 . 


Para resolver esta desigualdad debemos considerar dos casos: 

• Si 2n + l >0,entonces n > ~j,es decir, ne y 

2n+3>2(2n+l) 

2n + 3 > 4n + 2 
3 - 2 > 4n - 2n 


1>2 n 



de donde n e (-», j], es decir, 

• Si 2n +1 < 0, entonces n < —es decir, n e (-<»,—j) y 

2n +3<2(2n + l) 

2n + 3<4n +2 
3-2 <4n -2 n 


1 <2n 
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de donde n e [j, 00 ); es decir. 


De donde. 



pero como nesun entero entonces n = 0. Asf que los numeros son 1 y 3. 
Calculamos el cociente: 


2(0) + 3 

2(0)+1 


= 3 >2. 


" EJEMPLOS 

L Resolver + ^ 

z- 2 3 

Solution: Para resolver esta desigualdad debemos quitar los denomina- 
dores. Sabemos que 3 es positivo, por lo que no hay problema ahi, pero no 
sabemos si z - 2 es positivo o negativo, entonces debemos de considerar 
los dos casos. 


• Supongamos z- 2 > 0 o sea z > 2, entonces al pasar la expresion z- 2 
multiplicando al otro lado de la desigualdad, esta no cambia de sentido. 


5z + 2 
z-2 



3(5z + 2)< 5(z-2) 
15z + 6< 5z-10 
15z-5z< -10-6 
lOz < -16 


z < 


16 

10 

8 



Por tanto, debemos tener: 


Z > 2 y z<-y, 


- )-*-( - 

__8 0 2 

5 

I r ig ura 8.1 

Pero no hay ningun numero real que cumpla con estas dos condiciones. 

Esto significa que ningun numero z > 2 es solucion de la desigualdad 
original. 

• Supongamos z - 2 < 0; es decir, z < 2, entonces al pasar multiplicando 
esa expresion al otro lado de la desigualdad, esta cambia de sentido. 
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5z + 2 
Z ~2 < 
3(5z + 2)> 
15z + 6> 
15z-5z > 
lOz > 


5 

3 

5(z-2) 

5z-10 

- 10-6 

-16 


z> 

z > 


16 

10 

8 

5' 


De donde, 

„ 8 
Z < 2 y z >--. 

Podemos escribir esto como: 



z<2. 


i -♦- y 

A o 2 

5 

Figura 8.2 


Por tanto. 


2. Resolver 


2x -3 
x + 2 



5z + 2 
z-2 



si 



< 2 . 


Solution: 


• Primer metodo: 


Para resolver esta desigualdad debemos quitar denominadores. Sabemos 
que 3 es positivo, por lo que no hay problema ahf, pero no sabemos si x + 2 
es positivo o negativo, por esto es necesario considerar dos casos. 

♦ Si x+2 >0, entonces al pasar multiplicando x+2 al otro lado de la 
desigualdad, esta no cambia de sentido: 

2x-3 1 

x + 2 < 3 

3(2x-3)< x+2 

6x-9<x+2 

6x-x <2+ 9 

5x<ll 

11 
x < 


y como estamos sup>oniendo que: 

x + 2> 0 
x> -2, 
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entonces: 


jt>-2 y x< 


11 


Podemos escribir esto como: 


-2 < 


11 

* <—. 
5 


-f- 

-2 0 

Figura 8.3 


11 

5 


♦ Si x + 2 < 0, entonces, al pasar multiplicando x + 2 al otro lado de la des- 
igualdad, esta cambia de sentido. 

2x-3 1_ 
x + 2 < 3 
3(2x-3)>x + 2 
6x-9>x + 2 


5x> 11 



Entonces, como: 


debemos tener: 


x + 2 <0 
x < —2, 


x <-2 y *>y. 

-)-*- 

-2 0 

Figura 8.4 

Pero no hay ningun numero real que cumpla con estas dos condiciones. 
Por tanto, 


4- 

n 

5 


2x-3 1 

x + 2 < 3 


o 11 

si -2<x<—. 

5 


• Segundo metodo: 

Resolvemos primero la ecuacion: 

2x-3 _ 1 
x + 2 ~ 3’ 


En primer lugar, nos damos cuenta de que la expresion de la izquierda no 
estd definida para x = -2. La solucion de la ecuacion es: 
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2x-3 1 
x + 2 3 

3(2x-3) = x + 2 
11 

X= T 

Los puntos donde no esta definida la ecuacion y donde se satisface la igual- 
dad dividen a la recta en tres intervalos, como lo muestra la figura 8.5. 



5 

Figura 8.5 


En cada uno de estos intervalos todos los puntos satisfacen la desigualdad 
original o ninguno la satisface. La razon de esto es que si en alguno de es¬ 
tos intervalos un punto x, satisface la desigualdad y otro x 2 la desigualdad 
contraria, habria un punto x 3 intermedio y, por tanto, dentro del mismo 
intervalo en donde se satisface la igualdad, lo cual no es cierto, ya que el 
unico punto donde se satisface la igualdad es -y-. 

La justification formal de este argumento, conocida como el teorema 
del valor intermedio, esta fuera del alcance de este libro, pues requiere del 
concepto de continuidad, que es un tema que se ve en el curso de calculo 
diferencial e integral. Sin embargo, creemos que intuitivamente es bastan- 
te claro para poder utilizarlo aquf. 

Elegimos un punto en cada intervalo, por ejemplo, 

y evaluamos la expresion en ellos: 

♦ En x = -3 tenemos: 

2(~3)-3 
(-3)+2 ’ 

que no satisface la desigualdad, asf que en ningun punto de (-»,-2) 

se satisface. 

♦ En x = 0 tenemos: 

2(0)-3 3 

( 0 ) + 2 2 ’ 

que sf es menor que asf que en todo el intervalo (-2,x) se satisface 
la desigualdad. 

♦ En x = 3 tenemos: 


2(3)-3 _ 3 
(3)+ 2 5’ 

que no es menor que j, asf que en ningun punto del intervalo (t»°°) 
se satisface la desigualdad. 

Por tanto, la solucion a la desigualdad es el intervalo (-2,-^-); es decir, 
-2 < x < f. 


M 
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8.11.1 Ejercicios 


Resuelve las siguientes desigualdades. 

L 

2 . 

3. 

4 

5. 

6 . 

7. 


a + 7 , 

t + 9 1 

6 -4c 4 

- <6 

8 . -< — 

15. -> — 

a 

t-3 2 

8 -3c 3 

b 

56 + 2 

17+z 1 

->10 

9. - > -1 

16. - — 

6-1 

6-2 

5-llz 2 

8 

3x + 4 

2x + 15 

-< -1 

10. ->7 

17. - >-10 

c+3 

x — 1 

2x -6 

2 

5z + 2 5 

10-7fv , 

-> -4 

11 . -=->- 

18. -<2 

2-x 

z+3 2 

-3»v-4 

z -1 

7w -1 

1 4 

<3 

< 3 

> 

z-8 

w - 9 

3c- 7 3 -2c 

w +5 

VO 

1 

o 

2 z + 6 

-> -9 

13. -> 4 

2 

<L 

A 

A 

u> 

iv - 6 

2-5a 

z-5 

a -1 

6-12 

6 »v -2 

—> i 

14. -< -2 

21 . 1<-<8 

a +1 

76 + 3 

2 »v +1 


Resumen 

• Si y -§■ son expresiones racionales, donde B * 0 y D * 0, 

A C AC 

entonces — x — =-. 

B D BD 

• Si A y B son expresiones algebraicas, entonces: 


fiiT AA- A A m 

\B)~ BB-B~ B m 

• Si P, Q, R y S son polinomios, Q *0,R * Oy S *0, enton- 

P R P S PS 

ces — + — = — x — =- . 

Q S Q R QR 

• Si y £ son expresiones racionales, donde B * 0, enton- 

A C A+C 
ces — + — =-. 


• Si A, B, C y D son polinomios, donde B * 0, C * 0 y D # 0, 

A_ 

entonces Sr =-. 

C_ BC 

D 

• Dados un polinomio P(x) con coeflcientes enteros y un 
numero entero a,si aes raiz de P(x), entonces a divide al 
termino independiente. 

• Teorema del residuo. Si P(x) es im polinomio y a es un 
numero real, entonces: 

El valor de P(a) es el residuo obtenido al dividir P(x) 
entre x - a. 

• Teorema del factor. Sea P(x) un polinomio cualquiera y 
a un numero real, entonces ( x-a ) es factor de P(x) si, 
y s61o si, P(a) = 0. 


8.12 EJERCICIOS DE REPASO 


Determina para qui valores de la variable no estd definida cada expresion racional. 

36* 5 -16jt 2 + 2jt 
36x 2 + 24x + 4 


a 3 + 4a 2 -7a-15 



4. 

3a 2 + 11a-20 


66 2 -176 + 21 


46 3 - 96 2 + 56 

5. 

3z 3 +10z-62 

1C. 4 TO. 2 i 01 

6 . 


Simplifica las siguientes expresiones racionales. 
s 2 - 2s -120 

7. : : r 8. 

s 4 - 24s 3 + 144s 2 


3z 4 -z 3 -14z 2 
(c 2 -25)(c 3 + 2c) 
4c 5 - 36c 3 


49a V - 25c 8 


7aV + 5c 4 


9 . 


16/-81/ 
4/-9/ 
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1L (a 8 - l) + (a + 1) 


12 . (h 5 -l) + (b-l) 


17. 


t 2 -3t-4 l 2 +51 + 6 
2/ +4 2t 2 + 3r + l 


r 2 + 9r + 45 + 7r+15 

r 2 +r-30 (r-5)(r+6) 

s 2 +3s-18 s 2 + 13s + 42 

20 . —z - +— - 

s 2 -9s + 8 s 2 -12s+ 32 


En los ejercicios 21 a 24, resuelve las ecuaciones. 

2L 5+ —— = 1 
z + 2 

*v 2 - 8w + 3 3-5»v 5 

(h , + 1)(h'-3) h> 2 -2h'-3 6 

25. La suma de dos nuneros es 14 y la suma de sus reci'procos 
es ^.Encuentra dichos nuneros. 

26. Encuentra tres nuneros enteros consecutivos tales que la 
suma de los cubos de los dos primeros es igual al cuadrado 
del tercero. 

27. La suma de un nunero y su reci'proco es -y. Encuentra 
dichos nuneros. 

28. La suma de dos nuneros es 106. Si dividimos el mayor en- 
tre el menor, el cociente es 5 y el residuo es 16. Encuentra 
dichos nuneros. 

29. Un no tiene una corriente de 15 km/h. Si una lancha de 
motor tarda el mis mo tiempo en recorrer 25 km a favor 
de la corriente que 15 km en contra de eta, yud es la 
velocidad de la lancha en aguas tranquilas? 

30. La suma de dos nuneros es 10. La suma de sus reci'procos 
es igual a Encuentra dichos nuneros. 

3L Un obrero puede realizar cierto trabajo en 7 horas me- 
nos que otro que tiene menos experiencia. Juntos pueden 
realizarlo en 12 horas. ,Cuaito tiempo tarda en hacer el 
trabajo cada uno? 


, x + 3 x-5 17 

x-1 x+2 4 

z-8 z + 6 -z 

24. -K-= - - — -r 

z-4 z + 9 (z-4)(z + 9) 

32. puebase debe tener el sistema de numeracidi para que 
la representacich del nunero 441 en dicho sistema sea 
12321? 

33. ^Cuaitas cajas de mosaico pueden comprarse con $1,092 
si se sabe que dos semanas antes estuvo en oferta con un 
precio de $16 menos y en ese momento hubiera sido posi- 
ble comprar 16 cajas ms? ,£ ud es el costo por caja? 

34 Josepregunta a su abuelo: ‘jCuaitos anbs tienes?” a 
lo cual el abuelo responde: ‘Varios, pero si quieres sa¬ 
ber la cantidad exacta es necesario considerar el do- 
ble del producto de las rafces enteras del polinomio 
x 5 - 13r + 45x 1 - 9x 2 - 94x + 70’.’ ,<Jue edad tiene el 
abuelo de Josd? 

35. Dos resistencias son tales que una de ellas tiene valor de 6 
ohms m® que la otra. ^puecapacidad tienen si al conec- 
tarlas en paralelo la resistencia total es de 4 ohms? (Vase 
qercicio 49 de la p%ina 250) 

36. Si se conectan en paralelo 6 resistencias del mismo valor y 
la resistencia total obtenida es de 20 ohms, jjuecapacidad 
tienen las resistencias? 




























Radicales 



9.1 

La raiz cuadrada 

9.2 

Raices de orden superior 

9.3 

Radonalizacidn (de 
denominadores) 
de expresiones con 
radicales 

9.4 

Reducridn de 
expresiones radicales 

9.5 

Exponentes negativos 
y fraccionarios 

9.6 

Ecuaciones con 
radicales 

9.7 

Los numeros complejos 

9.8 

Operaciones con 
numeros complejos 

9.9 

Raices cuadradas de 
numeros reales negativos 

9.10 

Egercicios de repaso 


P ara obtener el cuadrado de un numero loelevamosa lasegunda potencia. 

Algunas veces es necesario realizar el proceso inverso: propuesto un nu¬ 
mero, encontrar otro cuyo cuadrado coincida con el primero. En este capitulo 
se generaliza lo anterior y trabajamos con exponentes enteros y fraccionarios. 
Tambien se da una introduccion muy breve a los numeros complejos. 


9.1 La raiz cuadrada 

El teorema de Pitagoras establece que: en un triangulo rectangulo, el cuadrado 
de la hipotenusa es igual a la siuna de los cuadrados de los catetos. 

En el triangulo de la figura 9.1 tenemos: 

c 2 =a 2 + b 2 . 



Figura 9.1 


El si'mbolo que usamos para la 
raiz cuadrada fue usado por 
primera vez en Alemania, en el 


ano 1525. 


Recfprocamente, la siguiente afirmacion tambien es cierta: 

Si en un triangulo el cuadrado de uno de los lados es igual a la suma de 
los cuadrados de los otros dos, entonces el triangulo es rectangulo y el angulo 
recto es el opuesto al mayor de los lados. 

El teorema de Pitagoras nos sirve para calcular la longitud de uno de los 
lados de un triangulo rectangulo cuando se conocen los otros dos. 

Por ejemplo: deseamos colocar un tirante en la punta de un poste de luz 
que mide 12 metros de altura y debemos anclarlo a una distancia de 5 metros. 
^Que longitud debe tener el tirante? 













276 


Capitulo 9 


Radicates 


Solution: 


12 



Figura 9.2 


El tirante es la hipotenusa del triangulo rectangulo cuyos catetos son el 
poste y el segmento entre las bases del poste y el ancla. 


c 2 = a 2 + b 2 = 12 2 + 5 2 = 144 + 25 = 169 (9.1) 

Es decir.c es un numero que al elevarlo al cuadrado da 169. Observamos 
que (13) = 169 y tambien (-13) = 169. Los numeros 13 y —13 estan en 
la recta numerica a uno y otro lados del cero y su distancia al cero es 13. 
Recordemos que esto lo expresamos diciendo que su valor absoluto es 13,y 
escribimos: 


|13| = 13 = |-13|. 


Asf que expresamos la solution de (9.1) como: 


|c| = 13, 


es decir. 


c= 13 o c = -13. 

Lo anterior se puede escribir brevemente como 

c = ±13. 

Como el numero c es una longitud, es positivo, asf que la longitud del tirante 
debe ser de 13 metros (vease la figura 9.2). 

Una rah. cuadrada r de un numero x es un numero que al elevarlo al cuadrado 
da x. Es decir. 


Si r 2 = x, entonces decimos que r es una raiz cuadrada de x. 


Como 3 2 = 9 y (-3) 2 = 9, entonces 3 y —3 son rafces cuadradas de 9. MSs 
aun.son las unicas rafces cuadradas de 9. 

En general, si r es una rafz cuadrada de x, entonces -r tambien lo es, ya 

que: 
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IMizamos el sfmbolo 77 para denotar a la rai'z cuadrada no negativa de 
x\ por ejemplo, 79 = 3 ,luego, las dos rafces cuadradas de 9 son: 


79 = 3 y - 79 = -3. 


Un numero negativo y no tiene rafz cuadrada en los numeros reales ya que 
si r es un numero real, entonces r 2 > 0 y, por tanto, r 2 * y. 

En resumen: 

• Un numero positivo x tiene dos rai'ces cuadradas distintas: 77 y - 77 . 

• El cero tiene una sola rai'z cuadrada, ya que: 70 = 0 = -TO. 

• Los numeros negativos no tienen rafz cuadrada en los numeros reales. 


Ejemplo 

• Dos numeros est£n en la razon | y su producto es 90. ^Cuales son 
dichos numeros? 


Solution: Llamamos a y b a los numeros buscados. 
Escribimos la proportion: 


b~ 5' 

El otro dato del problema es que su producto es 90; es decir, 


(9.2) 


ab = 90. 


Despejamos a de (9.3) y obtenemos: 


90 



Sustituimosen (9.2): 

f = 2 

b 5‘ 

A1 resolver esta ultima ecuacion para b obtenemos: 

90 

b _ 

b 

90 _ 
b 2 ~ 

b 2 = 

La solucion de (9.5) es: 


2 

5 

2 

5 

5(90) 


= 225. 


(9.3) 


(9.4) 


(9.5) 


|*| = 15 , 
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es decir. 


b = ±15. 


Sustituimos el valor de b en (9.4): 

Para b = 15 obtenemos a = $ = 6. 

Para b = -15 obtenemos a = -z$r = -6. 

Las soluciones son b = 15 y a = 6, o bien, b = -15 y a = -6. 
Comprobacion: Para b = 15 y a = 6: 

H-f y 

Para b = -15 y a = -6: 

t=fH y “^<- 15 >= 90 - 


9.1.1 Interpretation geometrica de \fx 
Ejemplo 

• Hallar geometricamente J5. 

Solution Dibujamos una recta numerica, llamamos O al punto co- 
rrespondiente al cero. Localizamos el 5 en la recta y llamamos A a este 
punto, nos movemos una unidad mas a la derecha, es decir, marcamos 
el 6, y llamamos B a este punto. 

Ttazamos un semidrculo que tenga como diametro al segmento OB\ 
en este caso,el circulo tiene centra en el punto correspondiente al 3 y 
su radio es3. 

Levantamos una perpendicular a OB en el punto A y llamamos D al 
punto en el que corta al semidrculo. 

La longitud AD es la rafz buscada. 



Probamos nuestra afirmacion: los triangulos OAD y ADB son seme- 
jantes, por lo que cumplen: 


es decir, 


OA AD 
~AD ~~AB' 

5 AD 
AD ~ 1 
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Entonces, 

5 = (AD) 2 . 

Como AD es positivo, entonces, 

AD = J 5. 


9.1.2 El algoritmo de la raiz cuadrada 

A traves de un ejemplo explicaremos por que funciona el algoritmo que apren- 
dimos en la primaria para extraer la rafz cuadrada de un numero. 

Recordamos el algoritmo en el caso de \1369. 

L Supongamos que n es un entero. 

• Si n tiene una o dos cifras (n = 1,4,16,25,... 81), entonces n tiene 1 cifra 
(1,2,4,5,... 9). 

• Si n 2 tiene tres o cuatro cifras ( n 2 = 100,121,144,... 9801), entonces n tie¬ 
ne 2 cifras (10,11,12,... 99), etcetera. 

Es decir, para saber cuantas cifras tiene -In 2 hay que agrupar de 2 en 2 los 
dfgitos de n 2 \ si sobra un dfgito al hacer este agrupamiento formamos un 
nuevo grupo con solo ese dfgito. El numero total de grupos obtenidos es el 
numero de dfgitos de vV. Por eso es que el algoritmo comienza con esa 
formation de grupos de derecha a izquierda: 

V1369. 

Asf, la rafz r = Jl 369 tiene 2 cifras; es decir, r puede escribirse como 

r = d-10 + u, 

donde 1 <d<9y0<u<9. El problema es entonces determinar d y u. 

2. El numero r satisface la ecuacion r 2 = (d ■ 10 + u) 2 = 1369, o sea: 


d 2 10 2 + 2d-10 u + u 2 = 1369 (9.6) 


que equivale a: 


d 2 10 2 + 2^10u + u 2 = 13-10 2 + 6 -10 + 9. 

Asf, buscamos un dfgito d tal que d 2 10 2 sea lo mas proximo posible a 
13 • 10 2 , sin excederlo.o lo que es lo mismo que d 2 se aproxime lo mds posi¬ 
ble a 13, sin excederlo;por lo que tomamos d = 3 puesto que: 3 2 < 13 < 4 2 . 

El cuadrado d 2 = 9 se resta a 13, y junto al resto de esa diferencia se baja 
69, lo que equivale a restar 900 (= d 2 ■ 10 2 ) a 1369: 

Vl369~ [3_ 

se resta 3 2 a 13 - 9 

se baja el 69 469 469 = 1369 -d 1 10 2 

3. De acuerdo con (9.6),tenemos: 


2d l0 u + u 2 = 1369- d 2 ■ 10 2 = 469 
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Se calcularon las rafces 
aproximadas y se multiplicaron. 


osea, 

n 

t - A -\ 

{2d- 10+ u)- u = 469. 

Observamos que n es el niimero cuyas decenas son 2d {= 6) y cuyas unida- 
des son u. O sea, la expresion decimal de n es 6 m. 

Por tanto, duplicamos d y buscamos un digito u tal que se cumpla la 
igualdad anterior para d = 3: 

(6 10 + u)« =469. 


Por tanteo tomamos u = 7 y lo colocamos al lado del 3 y del 6. 


V13 69 

37 

-900 

67 

se duplica el 3 y se baja el 7 

469 


469 = 1369 -d 2 - 10 2 

-469 


seresta67- 7 = (2 d- 10 + u)u a 469 = 1369-d 2 • 10 2 

0 


0 = 1369-d 2 • 10 2 -2du ■ 10-u 2 


De acuerdo con el ultimo renglon, 1369 =d 2 - 10 2 + 2du ■ 10 + u 2 . Por tanto, 
con d = 3 y u = 7 obtenemos el numero 37 = d ■ 10 + «, que tiene la propie- 
dad: 


37 2 = (d 2 -l0 2 + 2du-l0 + u 2 ) = 1369, 
por lo que \l 1369 = 37. 

9.1.3 Operaciones con rakes cuadradas 

Un numero entero se llama cuadrado perfecto si es el cuadrado de otro entero, 
o lo que es lo mismo, si sus rafces cuadradas son mimeros enteros; asf, 1,4,9, 
16,... son cuadrados perfectos,ya que 1 = l 2 ,4 = 2 2 ,9 = 3 2 ,16 = 4 2 ,... pero 2 no es 
cuadrado perfecto ya que ±v2 = ±1.4142... 

Cuando trabajamos con rafces cuadradas, lo cual es comun al resolver 
ecuaciones de segundo grado, a veces no es conveniente calcular de inmediato 
las rafces cuadradas, sino que es mejor simplificar primero las expresiones; por 
ejemplo, podemos calcular la siguiente expresion hasta su cuarto decimal: 

J50M = (7.0710)(4.2426) = 29.9994, 

o bien, podemos manipular la expresion y obtener: 

MM = V(50)(18) = V900 = 30 

o hacer el siguiente manejo de esas expresiones: 

MM = V(50)(18) = n /(2)(5 2 )(2)(3 2 ) = 7(2 2 )(3 2 )(5 2 ) = (2)(3)(5) = 30. 

En el primer calculo no obtuvimos el resultado exacto debido a los errores 
de truncamiento. 

En las simplificaciones anteriores utilizamos la propiedad relativa a la: 

Rafz cuadrada de un producto 

\ : ab = s[a\b si a > 0, b>0. 
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Esto se generaliza, por ejemplo, a: 

4abc = 4a 4b 4c si a >0, b > 0, c >0. 


" EJEMPLOS 


L Simplificar 4200. 

Solution: Factorizamos 200: 

42 00 = V(25)(4)(2). 

Aplicamos la regia de la rafz cuadrada del producto: 

V(25)(4)(2) = 425 v4 42. 

Extraemos la rafz cuadrada de los factores que son cuadrados perfectos: 

425 v 4 42 =(5)(2) 42. 


Entonces, 


4200 = 1042. 


2. Simplificar % 108. 

Solution: Factorizamos 108: 

TlM = v (4)(27) = v (4)(9)(3). 

Aplicamos la regia de la rafz cuadrada del producto y simplificamos: 
V(4)(9)(3) = 444943 =(2)(3)43=643, 


asf, 

4m =643. 

3. Resolver la ecuacion 5x 2 -10 = 0. 

Solution: Para resolver esta ecuacion despejamos x: 

5x 2 -10 = 0 
5x 2 = 10 
x 2 =2 

W = 42, 


es decir, las soluciones son: 

x= 42 o x = -42. 

Comprobatibn: Sustituimos x = 42 en la ecuacion original: 

5x 2 -10 = 5(n/2) 2 -10 = 10-10 = 0. 
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Sustituimos x = -sfl en la ecuacion original: 

5x 2 -10 = 5(->/2) 2 -10= 10- 10 = 0. 

_ M 


Observa ahora la siguiente rafz cuadrada: 

I—= i— 
V25 \5 2 


Recuerda que para elevar una fraction a una potenria se elevan su nume- 
rador y denominador a dicha potencia; es decir, 


Entonces, 


es decir, 


Por otro lado. 



cC_ 
b n ' 



164 = 8 
V 25 5' 


S 4 = 8 
x/25 ~ 5 ’ 


Esto sugiere la siguiente regia: 

Rafz cuadrada de un cociente 

Si a es un numero real mayor o igual a cero y b es un numero real positivo, 
entonces: 

ja_ _ s!a 

U ~ 4b' 


" EJEMPLOS 

li oo 

L Simplificar ^21 


Solucion: Aplicando la regia del cociente tenemos que: 


,100 = VlOO 10 

V121 7121 11' 


2. Simplificar 

Solucion.• 


l72 
V 50 • 

Simplificamos y aplicamos la regia del cociente: 


172 = l( 36)(2) /36 v ; 36 6 

\ 50 \(25)(2) V 25 V25 5' 








Rafces cuadradas de cuadrados 

Observa el siguiente ejemplo: 
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VH? = V9 = 3, Ji* = V9 = 3. 

En ambos casos el resultado es 3, ya que v significa la rafz cuadrada no 
negativa. Recuerda que el valor absolute de -3 es 3 y esto se expresa 

|-3| = 3. 

En general, si a es un numero real, entonces 



Como a representa un numero que puede ser positivo, cero o negativo, 
debemos escribir el sfmbolo del valor absolute para garantizar que el resultado 
sea no negativo. 


" EJEMPLOS 

1. Simplificar \jl44b 1 . 

Solution: 

v'1446 2 = n/12V -12|6|. 

No sabemos que signo dene b, por eso debemos dejar indicado |6|. 

2. Simplificar Vx 2 -6x + 9. 

Solution: La expresion que esta dentro del radical es un cuadrado per- 
fecto: 

Vx 2 -6x+9 = yj(x-3) 2 = |x-3|. 

3. Resolver la ecuacion -Jy 2 + 16 y+ 64 = 5y. 

Solution: Observamos que y 2 + 16y + 64 = (y +8) 2 , asf, 

sjy 2 + 16y+ 64 = 5 y 

\l(y+ 8) 2 =5 y 
|y+8| = 5y. 

Entonces, tenemos dos casos: 

y+8 = 5y o -(y + 8) = 5y. 

Despejando la y de estas dos ecuaciones tenemos: 

4 

y = 2 o y =—. 

7 3 

La solucion a nuestro problema original es y = 2, pues el valor y = - 4 no 
es solucion de la ecuacion original Jy 1 + 16y + 64 = 5y, ya que 5y es igual 
a la rafz cuadrada no negativa de y 2 + 16y + 64, por lo que 5y, y por tanto, 
y, debe ser mayor o igual que cero. 
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Comprobadotv Sustituyendo y = 2 en la ecuacion original: 

Lado izquierdo: y 1 + 16y+64 = + 16(2) +64 =10. 

Lado derecho: 5y = 5(2) = 10. 

4. Resolver la ecuacion — — = —. 

l + Vx 3 

Solucion: Para resolver esta ecuacion, primero quitamos los denomina- 
dores; para esto multiplicands por 3 y por 1 + \[x: 

_1_ _1 

l + \fx 3 
3 = 1 + \fx. 

Ahora pasamos los terminos independientes de un lado de la ecuacion y ele- 
vamos al cuadrado ambos lados de la igualdad para obtener el valor de x: 

2 =yfx 
4 = x. 

Comprobacion: Sustituimos x = 4 en la ecuacion original: 

1 1 11 
1 + Vx 1 + 1 + 2 3 ’ 


Veamos ahora como extraer la rafz cuadrada de potencias. 

Por ejemplo, para encontrar V2 10 recordamos la ley de la potencia de una 
potencia: 

(o*) c = 0 ^ donde a es un numero real y b, c son numeros enteros. 
Como 10 = (2)(5), podemos escribir: 

^■“=72*^ = ^(2 5 ) 2 =|2 5 | = 32. 


Asf, 


n/2 I “=32. 


Rafz cuadrada de una potencia par 

En general, tenemos que si a es un numero real y n es un numero entero posi- 
tivo, entonces: 

asf que obtenemos la siguiente ley: 



" EJEMPLOS 

L Simplificar . 
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Solution: 

= l~7| 3 = 7 3 . 

2. Simplificar ^5 3 (-2) 6 3 5 . 

Solution: Factorizamos las potencias pares mas grandes posibles de los 
factores que estan en el radical: 

n /5 3 (-2) 6 3 3 = x /5 2 (5)(-2) 6 3 2 (3) 


Aplicamos la ley de la raiz de un producto y la ley anterior: 

sjs 2 (5)(-2) 6 3 1 (3) = v'5 7 = (5) |-2| 3 (3) n/15 

= (5)(2 3 )(3)Vl5 = 120Vl5. 

3. Simplificar Vl2 a } b*c. 

Solution: Factorizamos las potencias pares mas grandes posibles de los 
factores que estan en el radical: 

\/l2a 3 h 8 c = ^(3)2 2 aa 2 6 8 c = 2|a||h‘ , | N /3ac = 2|a|6 4 \/3ac. 

Observa que | b* | = b*. 


M 


9.1.3.1 Distancia entre dos puntos 

Para calcular la distancia entre dos punt os P(x l ,y i ) y Q(x 2 ,y 2 ) en el piano 
cartesiano, que no esten en la misma recta vertical u horizontal, construimos 
un triangulo rectangulo que tenga el segmento PQ como hipotenusa. En el 
caso de la figura 9.4, el tercer vertice tiene coordenadas R{x 2 , y,). 



Las longitudes de los catetos del triangulo son \x 2 - x, | y |y 2 - y, |. La dis¬ 
tancia entre P y Q es la longitud de la hipotenusa del triangulo. Entonces, por 
el teorema de Pitagoras, tenemos: 

d{P,Q) = yj\x 2 -x { | 2 + |y 2 - y, f. 


(9.7) 
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Como: 


\xi-Xif =(*2-*i ) 2 y \y2-ytf={y2-yif 

entonces podemos escribir (9.7) como: 

d(P,Q) = fa-* ) 1 +(y 1 -y 1 f. (9.8) 

Observa que si los puntos estan en la misma vertical o en la misma hori¬ 
zontal, entonces uno de los dos sumandos de la formula vale cero, y el resulta- 
do sigue siendo cierto. 


Ejemplo 

• Las coordenadas cartesianas de los vertices de un triangulo son 
P(-5,4), 0(3,-2) y R( 3,6). Calcular las longitudes de los lados del 
triangulo. 

Solut ion: Para calcular las longitudes de los lados del triangulo uti- 
lizamos la formula (9.8). La longitud del lado PQ es: 


d(P <Q)= \/(3 — (—5)) 2 +(-2-4) 2 
= V36+64 
= slm 
= 10 . 


La longitud del lado PR es: 

d(P,R)= \/(3 — (—5)) 2 +(6-4) 2 
= v'64 + 4 

= s/68 

= 2s/l7. 


La longitud del lado QR es: 

d(Q,R)= n /(3-3) 2 + (6-(-2)) 2 
= s/0^64 
= s/64 
= 8. 


9.1.4 Ejercicios 


Haz la construccion geometrica de la rail cuadrada para los siguientes numeros. 

h V'4 2. s 6 3. s/3 5 


4 v’S5 
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Simplified las siguientes expresiones. 

5. 7l80 6. s/l47 

7. 7l50 

8. 3288 

9. v’567 

10. V'720 

11. s/128 

12. s484 

13. vl89 

14 7500 

15. 7432 

16. 719630 

17. \ '7200 

18. 78192 

19. s/71442 

20. 78000 

2L >/l5v60 

22. Ms/l2 

23. s/30s/120 

24 712878 

25 . 720 745 

26. -799 s/44 

27. s/28s/63 

28. 74575 

29. 732750 

30. 3242772 

31. v800s ; 882 

32. \J243\432 


33. 


34 


35. 


36. 


37. 


4L 


1014 


726 


38. 


42. 


39. 


43. M 

\ 864 


40. 


44 


45. 

sj(Aa 2 c* 

48. 7l21»v 4 x 6 z 8 



5L 

Vz 2 - 16z + 64 

46. 

y]y 2 + 8 y +16 

49. 7h ,2 + 2s/2w' + 

2 


52. 

7 * 2 - 2v^3x + 3 

47. 

V/-18y + 81 

50. yjy 2 + 14y + 49 



53. 

\l225a*b i c n d n 

Resuelve las siguientes ecuaciones. 






54 

7jt 2 -10x + 25 = -4* 

57. 

7Z + 13: 

= 7 z 2 + 2 z + : 

1 


55. 

5 3 11 

6 s 2 8 s 2 ” 12 

58. 

-5y + 2 

= s ly 2 - 20 y ■ 

<-100 


56. 

7h > 2 + 12 >v + 36 = - 81 V + 7 

59. 

7 

5 12 





5w 7rv" 35 



En i 

los ejercicios 60 a 68, efectua los productos. 





60. 

(73 + 72)’ 

63. (9y-76)’ 


66 . 

(7T»v-8s/6 ) 2 

6 L 

(78 - 7l2)(78 + 712) 

64. (9z + 7l5)(9z-2- 

ys) 

67. 

(32^+4 

ls/2)(72^-475) 

62. 

1 

©I 

N» 

65. (s'4z + s/ll) 2 


68 . 

(3x-7 - 

Si 

il 

1 

S3 


69. Si a, b y c son los lados de un triangulo y s es la mitad del 
perimetro, entonces el area del triangulo es 

A= yjs(s-a)(s-b)(s-c). 

Calcula el area del triangulo cuyos lados miden 6, 8 y 10 
cm, respectivamente. 

70. El periodo de un pendulo es el tiempo que tarda en hacer 
una oscilacion completa y es directamente proporcional a 
la rai'z cuadrada de su longitud. Es decir, p = kJf donde 


p es el periodo medido en segundos, ( es la longitud en 
centimetros y k es la constante de proporcionalidad. Un 
pendulo de longitud de 1 metro tiene un periodo de 2 se¬ 
gundos. iQue longitud tiene un pendulo cuyo periodo es 
de 1.4 segundos? 

71. Las coordenadas cartesian as de los vertices de un triangu¬ 
lo son P(-1,2),Q(6,2) y R(- 2,-3). Calcula las longitudes 
de los lados del triangulo. 




























9.2 RaIces de orden superior 


<,A que tasa de interes anual deben invertirse $1,000 para que se duplique su 
valor en 4 anos, si el capital inicial y los reditos generados en un ano se invier- 
ten al ano siguiente? 

Solucion: Recuerda que la formula de interns compuesto es la siguiente: 

C(1 + /)" = F, 

donde C es el capital inicial, I es la tasa de interes,expresada como numero 
decimal, n es el numero de periodos que dura la inversion y Fes el valor de 
la inversion al final del ultimo periodo. 

En nuestro caso, tenemos: 

1000 ( 1 + /) 4 = 2000 . 


Resolvemos la ecuacion: 

(l + /) 4 =2 

1 + / = n/2 

/ = </2 —1 = 1.189-1 = 0.189. 

Por tanto, la tasa de interes a la que deben invertirse $1,000 es / = 0.189; 
es decir, al 18.9% anual. 

Observa que en el primer paso tenemos (1 + 1)* * = 2,lo cual significa que 
buscamos un numero (1 + /) que multiplicado 4 veces por si mimo d£ 2. 

Observa tambien que 1.189 es la aproximacion con 3 decimales de n/2. Si 
calculamos (1.189) 4 obtenemos 1.998607065841... que es ligeramente menor 
que 2. Asl, nuestra respuesta no da el valor exacto, pero si una buena aproxi¬ 
macion. De hecho en las dos ultimas ecuaciones pudimos escribir ~ para ser 
mas precisos, en lugar de =, donde = se lee: “aproximadamente igual a”. 

Si para un numero entero positivo n,se satisface 

a" =b. 


entonces decimos: 

• a es una rate cubica de b si n = 3. 

• a es una rate cuarta de b si n = 4. 

• a es una rate quinta de b si n = 5; etcetera. 

• En general, a es llamada una rate n-esima de b si n es un entero positivo 
indeterminado. 


■ EJEMPLOS 

• Como 5 3 = 125, entonces 5 es una ralz cubica de 125. 

• Como 2 5 = 32, entonces 2 es una ralz quinta de 32. 

• Como 3 4 = 81, entonces 3 es una ralz cuarta de 81. 

• Como (-3) 4 = 81, entonces -3 tambien es una ralz cuarta de 81. 

• Como (f)’ = x, entonces fes una ralz cubica de ■§•. 

• No hay ningtin numero que multiplicado por si mismo de -4, asl que 
-4 no tiene ralz cuadrada. 
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Observadones: 

• Si n es par, entonces a" siempre es mayor o igual que cero, asf que un 
numero negativo no puede tener rafz n-esima si n es par. 

• Si n es par,y si b = a",entonces tambien b = (-a)"\ por tanto, b tiene dos 
rafces n-esimas, a y -a, cuando n es par. 

• Si n es impar, todo numero real tiene exactamente una rafz n-esima. 

La raiz n-esima principal ?jb 

Si b > 0, hay una unica rafz nksima no negativa de b, llamada la rafz n-esima 
principal de b, y la representamos mediante \fb . Esto es, si b > 0, entonces Vb 
es el unico numero no negativo tal que 

(<fbj=b. 

Criterio para que a = \b. Por lo anterior, para ver que un numero a sea 
igual a sfb, debemos probar que se cumplen las siguientes dos condiciones: 

• a> 0. 

• a"=b. 

En la expresion " h,el sfmbolo v se llama radical, el numero n es el orden 
de la rafz, y el numero b que esta dentro del radical se llama radicando. 

En el capftulo 6 vimos las leyes de los exponentes cuando el exponente es 
un numero natural: 


a n a m - a n+m 

(9.9) 

a n b n = {ab) n 

(9.10) 


(9.11) 

UJ b " 

(9.12) 


Utilizaremos ahora estas propiedades para obtener algunas similares para 
los radicales. 

Operaciones con radicales 

Aquf generalizamos las propiedades vistas en la subseccion sobre operaciones 
con rafces cuadradas e incluimos una operacion mas: la suma de expresiones 
radicales similares (vease el inciso V de la pagina 291). 

L Sia>0,h>0ynesun numero entero positivo, entonces, 

Vja<tlb = ilfab, (9.13) 

es decir, la ratz n-esima principal de un producto es el producto de las rakes 
n-isimas principales. _ 

Para probarque \[alfb es la rafz n-isima de ab usamosel criterio dado 
anteriormente. Asf, elevamos "Ja"4b al exponente n,y al usar la propie- 
dad (9.10) para exponentes enteros, y la definicion de rafz n-isima, ob- 
tenemos: 


(^l/b) H ={^) H (l/b) n =ab. 

Y como ademas " a \ b >0, entonces, por el criterio antes mencionado, 
concluimos que sfasfb = " ah. 
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Esta regia sera mas facil de 
manejar cuando se introduzcan 
los exponentes fraccionarios 
(vease pagina 300). 


n. Sia>0,fc>0ynesunnumeroenteropositivo,entonces, 

4a Ia 

4b = h' 


(9.14) 


es decir, la ralz n-esima principal de un cociente es el cociente de las rakes 
n-esimas principales 

Como en el caso anterior, elevamos al exponente n, usando ahora 
la propiedad (9.12): 

W (^jr 

y como |§- > 0, entonces |j - = 4t- 

m. Si a S 0 y m,n son mimeros enteros positivos,entonces, 

(</•)"- 4 ?. ( 9 - 15 ) 

es decir, da lo mismo sacar la ralz n-dsima principal y luego elevar a la po- 
tencia m, que elevar primero a la potencia m y luego sacar la ralz n-esima 
principal. 

Para justificar esta propiedad,elevamos (%/a)” al exponente n, y usan¬ 
do la regia de los exponentes (9.11), tenemos: 

Y como (Va) = \a m > 0, entonces (v'a) es la rafz n-dsima principal de 
a m ,osea(\'a) = 4a 

Como consecuencia de esta propiedad obtenemos: 

%/a* = %/a. 

Por la propiedad anterior 44 = (%/a). Ademas, 

%/a v'a 4a 4a =a, 


es decir, 

(</a) 2 (</a) 2 =a. 


Y como (%/a) 2 >0, obtenemos(%/a) = 4a. 

IV. Si a > 0 y m, n son numeros enteros positivos, entonces, 



(9.16) 


Es decir, da lo mismo sacar la ralz n-dsima principal y luego sacar la ralz 
m-dsima principal que sacar la ralz mn-dsima principal. 

Elevamos 44a al exponente mn y usamos la ley de los exponentes 
(9.11), con lo que obtenemos: 



= a. 
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Y como iRa > 0, tenemos que Ra es la rafz mn-isima principal de a; es 
decir, 

Ra =”?fa. 

V. Suma de expresiones con rai'ees. Si a > 0, m,n son enteros positivos y c y d 
son reales distintos de 0, entonces decimos que las expresiones radicales 
C\a y d\fa son similares si n = m. Por ejemplo: 5\ ; 2 y nli2 son similares, 
mientras que 21/2 y izi/2 no lo son. 

Consideremos dos expresiones radicales similares c" a y d\a, enton¬ 
ces, por la propiedad distributiva, tenemos: 

ctfa +d?/a = (c + d)Va 
ctfa -d^Ia ={c-d)s[a. 

A1 sumar dos expresiones algebraicas en las que aparecen expresiones 
radicales, agrupamos las similares de acuerdo con las formulas anteriores. 
Por ejemplo: 

(3 + 2>/5+3^)+(1-3n/5+7^-V4) = 4-V5+10<£-*/4. 


" EJEMPLOS 

L Simplificar i8000. 

Solucion: 

^/8000 = \/1000V8 = 10(2) = 20. 


2. Simplificar ■ ' =-. 

Solucion: _ 

\jx a yh _ JTyz _ n? r _ X 2 

R7? VA 5 n 

3. Simplificar ^(81 aV 2 ) . 

Solucion: 

yj(Sla i b a ) 5 = (VSI^F) 5 = (3a 1 b 3 )* = 3 s a lo b l> . 

4. Simplificar \l\j(x+ 5) 2 * (y-l)“. 

Solucion: 

#x + 5 r(,-o“ -ix+sfb-ir 

5. Simplificar 2^/54 -3/250 + 3/128. 


Solucion: 


3/54 = UrTl = 33/2 
3/250 = 3/125 • 2 = 53/2 
i/m = v 64 • 2 = 43/2. 
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Por tanto, 

2^/54 - ^50 + 3/128 = 6*/2 -Sill + 4^/2 = 5*/2. 


9.2.1 Ejercidos 


Simplifica las siguientes rakes. 


1 10 



L 

> J & lx 4 

9. 

,~ 32a 

V b 23 

17. 

\j36a*b 3 \l216a 6 b 2 

2. 

lb 7 

10. 


18. 


3. 

V 2 IH 

11. 


19. 

1 27x 6 

f 8/ 

4 

Sfaa'W* 

12. 

V64aV ll512a 3 b 6 

20. 

8/ 13.45 20 

\a b c 

8/ W,21 68 

yja b c 

5. 

V-10000a 10 

13. 

^J((6c + 7) U (d +1) 45 ) 3 

2L 

3 / 3 8 4 

\JX w z 

3/2 2 -41 

Sjxwz 

6. 

M 

14. 

si0.01b 6 

22. 

^(h> 2 -2) 54 (5 Z + 3)' 

7. 

[36b 6 
\ 25a* 

15. 

A yj756a n b\ 6 

23. 


8. 

^2 

16. 


24 



25. En el ano 1963, un bono del ahorro nacional con valor 
de $10 duplicaba su valor en 10 anos. ^.Que porcentaje de 
interes se pagaba? 

21). iA que porcentaje de interes deben invertirse $1,000 para 
que se dupliquen en 4 anos?, <,y cualquier otra cantidad? 


27. ^Cuanto tiempo tendra que invertirse un capital de 
$30,000 para duplicarse si el interes compuesto anual es 
de 3%? Si cambias la cantidad inicial por cualquier otra, 
^cuanto tiempo se requiere? 


9.3 Racionalizacion (de denominadores) 

DE EXPRESIONES CON RADICALES 

Hay expresiones que contienen radicales en el denominador, lo cual dificulta 
su manejo; para hacerlo mas facil es conveniente escribirlas de manera que 
en su denominador no haya radicales. El proceso mediante el cual se elimina 
el radical del denominador de una expresionse llama acionalizacion de deno¬ 
minadores, o simplemente racionalizacion. 


" EJEMPLOS 

1 

L Calcular un valor aproximado de —si tomamos 1.41 como un valor aproxi- 
mado de Jl. 

1 

Solucion: Una manera de hacerlo es efectuar la division ——. 

1.41 


Otra forma consiste en racionalizarla primero, multiplicandola por 


S 

S' 
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J__ J_72 = 72 

•Jl~ 72 72 ~ 2 


y despues efectuar esta ultima division: 

1.41 


= 0.705, 


que es sin duda mas facil de realizar que 


1 


1.41 


2. Racionalizar la expresion 


772 

S’ 


Solution: 




3. Racionalizar la expresion 


V75 


Solution: Primero simplificamos la expresion, buscando los factores del 
radicando con los exponentes pares mas grandes posibles: 


Nota que la expresion solo tiene 
sentido para x>0. 


I l l 

V75 573’ 


Multiplicamos toda la expresion por para eliminar 73 del denomi- 
nador: 

1 _ 1 s/3 _ 73 _73 

5s/3 573 73 ~ 5 ( 3 ) ~ 15 ' 

Entonces, 

1 s/3 

775 “ 15 


4. 


Racionalizar la expresion 


745 

76.x 3 


Solution: 


745 _ v'3 2 (5) _ 375 _ 375 76s _ 3730* _ 730* 

76x 3 v'6x 2 x x 76* *76x 76* *• 6- x 2x 2 

4 

5. Racionalizar la expresion -— 

Solution: Debemos buscar un factor tal que al multiplicarlo por 2 + 73 
elimine el radical. 

Recordamos la formula del producto de binomios conjugados: 

(a + b)(a - b) = a 2 -b 1 . 


Asf, 

(2 + 73)(2-73) = 2 2 -(>/3) 2 =4-3 = 1. 

Si multiplicamos el numerador y el denominador de la expresion original 
por 2 - 75 , esta no se altera, pues hemos multiplicado por 1. 
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_J_4 (i-S) 4(2-4) 

2 + S-{2 + j3)(2-£f 1 ' 1 > 


6 . 


Racionalizar la expresi6n 


5x 

sl3x -2slx 


Solucion: Multiplicamos el numerador y el denominador por el binomio 
conjugado del denominador; es decir, por 73* + 2slx. 

5x(sf3x + 27*) 5x(\f3x + 2jx ) 

(n/3x-2vGc)(n/3jc + 27*) 3x-4x 

= -5(j3x+2jx). 


7. 


Racionalizar la expresion 


1 

V2 V7VF 


Solucion: 


Multiplicamos el numerador y el denominador por \j2sja 2 Ijb 


l _ = J2lI7?Ib 

_ sfclfeljb 

(72 ■ 72)( va J 7a 2 )(vft 2 V*) 

_ n l2\fd*lfb _ \/2sJa 2 \lb 

2 (77Vb) 2ab 


M 


9.3.1 Ejerddos 


Racionaliza las siguiemes expresiones. 


L 

2 . 

3. 

4 

5. 

6. 


7. 


7 

9. 

7405 

17. 

1 

763 

740 

75-72 

76 

10. 

768 

18. 

16 

748 

748 

78 + 712 

S 

11. 

7192 

19. 

4 

7l05 

7240 

273 + 1 

s 

12. 

1 

20. 

75-i 

736 

7To8 

78 + 7 


13. 

8 

21. 

3-77 

S 

2-77 

3 + 77 

i 

14. 

10 

22. 

1+76 

780 

76 + 4 

7io + 9 

7216 

IS. 

4 

23. 

7TT+73 

7l50 

73-5 

47n-2 

1 

16. 

75-5 

24. 

4-272 

Vl 12 

Tio 

373 -8 


8 . 
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25. 

26. 

27. 

28. 


29. 


(V5 + x)+ 1 

30. 

4i-474 1 

35. 

16z 2 - 81 

\fs +x 

4x + 4x + i 

>/6z 2 + 7 + >/2-2z 2 

z 2 - 49 

3L 

m-t 

36. 

Vs — 8 + Vs + 8 

4z + 7 

u+4t 

Vs — 8 — Vs + 8 

3+4w + l 

32. 

3z-5 

37. 

(y-4) 2 

3-Jw + i 

4&z-s4z +1 

^3y 2 -8y + 16 - y]2y 2 + 2y-9 

b + 2 

33. 

3x + l 



sjb 2 - 4 

\5x + 6 4x 



4a + 4$ 

34 

3w-4 



si'a - 43 

sj4w -1 - 4w + 3 




9.4 Reduccion de expresiones radicales 

Una expresion que contiene radicales esta en su forma mas sencilla si: 

• No se puede sacar ningun factor del radicando. 

• No hay fracciones dentro de un radical. 

• No hay radicales en el denominador. Es decir, se ha racionalizado su 
denominador. 


" EJEMPLOS 

L Reducir %/l8. 

Solution: 18 puede factorizarse como 18 = 9 • 2 = 3 2 • 2, asf que: 

718 = 7^2 = 4¥42=34l. 

2. Reducir *Jl5x 2 . 

Solution: Como |x| 2 = x 2 , tenemos: 

il25? = ^Ii5xf = ^l(5\x\)\ 

Por (9.15): 

Concluimos que: 

(n/5W) 2 =n/5|4 

Por tanto, 

\25x 2 = ^5\x\. 
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3. Reducir 

s 


Solution: Como no queremos radicates en el denominador, multiplica- 
mos y dividimos la expresion por J5: 

J_ = J_ S_ = S_ 

S S' S 5 ' 

1 

4. Reducir-7=. 

1/4 

Solution: 


1 1 ( S ) 1 1/16 S ?/2 21/2 1/2 

S ~ Ift (V4) 2 _ 4 _ 4 ~ 4 ~ 4 ~ 2 ' 


5. Reducir 

Solution: No queremos fracciones en el radical, usamos primero la pro- 
piedad de que la rafz de un cociente es igual al cociente de las rafces, y 
despues eliminamos el radical del denominador como en los ejemplos an- 
teriores: 


[4 _ y/4 2 = 2y/5 
\5 S S 5 ' 

6 . Reducir ——-U. 

x - s / 2 . 

Solucidn: Para eliminar el radical S del denominador, usamos la formula 
del producto de binomios conjugados: 

(a - b)(a + b) = a 1 - b 2 . 

Asf, multiplicando el numerador y el denominador de la expresion por 
(x + S), obte nemos 

x—l x + S x 2 +(j2-l)x-j2 
x-S'x + S~ x 2 -2 


7. Reducir 



,donde a,b> 


0. 


Solution: 


J24a 7 ISAo 7 l/2A\/a’ S ■ 3a 6 - a _ !/& a 6 • 3 a _ 2a 2 Sa 

V b* " VM " SW " VfiV " b 2 S 2 ' 

Racionalizando el denominador de la ultima expresion obtenemos: 
2c?\fia 2n 2 s/3a Ifb 2a 2 lSab 2a 2 l/3ab 2a 2 lSab 

b 23 S 2 ~ b 2 ^ 2 ~ b 2 $?Vb ~ b 2 b " b* 
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De donde: 

, 1 24a 7 2a 2 !l3ab 

f ' b 3 


9.4.1 Ejerddos 


Reduce las siguientes expresiones. 
L 1/500 

2. </48 

3. i/% 

4 </768 


12 

* w 

6 A 

V3 

26^ 


7. 


8 . 

9. 

10. 

1L 

12 . 

13. 

14 


45 

</s 

9 

V36 

11n/6 

\Zl21 

5 

v'3 - 3 
2&-3J5 
2v'3 + 3v'5 
-3 

v 8 + V11 
sfx-4 


15. 

16. 


a> 2 -29tv- 30 
7-Vw+ 19 
z -31 


Vz + 5 +6 

17. \Jl25a 3 b 3 c 6 

18. i'WVV' 

»• Vl44cW 
20. ^512c'W* 
x 2 - 2x - 48 


21 . 


Vx - \ 8 


22 . 

23. 

24 

25. 

26. 


z 3 + z 2 -3z-3 
z-V3 
vGc + 6+2 

six-6-2 

a-b 

sfa-5 + s!b-5 
h' 2 -14^ + 49 
Jw + \/7 
12 


/x + 8-slx-4 

27. ^ 


„ 8 20 
y Z 


28, 


sj&(a + b) 2 c' 2 d‘ ) 


Utiliza las fdrmulas a 3 -b 3 - (a- b)(^a 2 + ab + b 2 ^ a 3 + b 3 - (a + b)(a 2 -ab + b 2 ) para reducir las siguientes expresiones. 

1 w + 8 _ -x + 4 

29. 


30. 


iTx-Uri 

131-a 
5- \fa--6 


31. 


32. 


lfw + 2 

z-8 

slz 2 +\ ,, 8z + \ ,, 64 


33. 


34 


s](x + 5) 2 +l/9x + 4S + U&i 
a* -36 

a 4 -a 2 %/6 + \f36 


9.5 Exponentes NEGAnvos y fraccionarios 

Queremos ahora extender la definition de la potencia a" para cuando el expo- 
nente n sea 0, un entero negativo o un racional, de manera que sigan valiendo 
las reglas 9.9,9.10,9.11 y9.12. 

Empecemos por definir potencias cuando el exponente es 0. 

Si queremos que la regia (9.9) siga siendo valida cuando n = 0, entonces, 
para todo a * 0 tenemos: 


aV =a 0tm =a m : 


dividiendo ambos miembros entre cT obtenemos: 


a° = 


a^_ 

a m 


= 1 . 


Asf.de finimos: 


a 0 = 1 para todo a * 0. 
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9.5.1 Exponentes negativos 

Veamos ahora cuando el exponente es negativo. 

Tomemos a * 0 y un numero entero positivo /i; si queremos que (9.9) siga 
siendo valida para exponentes negativos, entonces: 

aV" =a n ~" = a° =1, 

asf que: 

_i» -I* i 

a a =1. 

Dividiendo ambos miembros entre a" obtenemos: 



Asf, definimos: 

a~ n = \ si a * 0 n es un entero positivo. (^-17) 

Observemos que: 

1 

a m =- si m es un entero negativo, (9.18) 

a m 

ya que m = -(-m) y (-m) > 0 . 

De acuerdo con esta observation es facil ver que: 

o'* = \ y a" = -77 si a^Oynesunentero, (^-19) 
a a 

ya que: 

1 

• Si n es positivo entonces a " = — se sigue de (9.17), y despejando ob- 

a 

tenemos a" = —-. 

a " 

• Si n = 0, entonces todos los miembros valen 1. 

• Si n es negativo, entonces por (9.18) obtenemos a” , y despejando 

a 

1 

obtenemos a " = —. 

a 

Con base en (9.19) podemos pasaral denominadorpotencias que aparezcan en el 
numerador, y viceversa, siempre y cuando cambiemos elsigno del exponente. 

" EJEMPLOS 

L Verificar que 


1 


a 5 _ fl -5 _ ft’ 3 
ft 3 1 a’ 5 ' 


ft - 3 


Solucion: 
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2 . 


Verificar que 3* ■ 2 7 


3 ^ 

2 7 


Solution: 


3 4 • 2~ 7 



3 ^ 

2 7 


Es facil probar que, con la definition dada, las leyes de los exponentes son 
validas cuando estos son enteros, es decir, si a> 0 y n y m son enteros, en- 
tonces: 


m „n+m 

a a = a 

(9.20) 

a"b n = (ab) H 

(9.21) 


(9.22) 

1 

a =_ r 
a 

(9.23) 

(;)'•? 

(9.24) 


S61o haremos una de las pruebas,pues son un poco extensas por los diversos 
casos que hay que considerar, pero todas ellas se obtienen de raodo similar. 

Propiedad (9^20): a n cF = cC* m , si n y m son enteros. 

Caso lj Si n, m > 0, ya sabemos que la ley es v£lida. 

Caso 2i Supongamos que un exponente es positivo y el otro negativo, digamos 
n > 0, m = -r con r > 0: 

a. Si n - r > 0, entonces, por la propiedad (9.9) para exponentes posi¬ 
tives, tenemos 

a"" a' = a n . 

Yasf, 

a n 

a"- r = —7 = a"a\ 
a 

es decir, 

a n+m = a"a m . 


b. Si n - r = 0, entonces: 

a"+ m = a"-' = a° = 1. 


Y como n = r, tenemos: 

n 

a n a m = a n a~ r = — = 1 
a r 

de donde: 


j"* m = a "a m 


c. Si n - r < 0, entonces r - n > 0 y tenemos 

a r ~"a” = a'. 


a 


r-n 



Y asf, 
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es decir, 

Despejando, obtenemos: 

De (9.19) sesigue: 
es decir, 


a 


r-n 


a' 


a r 


1 


a a = a 


a" oT = cT* m . 


Caso 3: Cuando un exponente es cero, digamos n = 0, entonces: 

a n oT = aV = 1 ■ cT = cT = a*™ = a"*". 

Caso 4: Los dos exponentes son negativos: n = -ry m = -s, con r,s > 0. 


1 1 

a"a m = a r a ! = —— = 


1 


1 


a' <t <f <f 


= a <r+,) = a" + ". 


9.5.2 Exponentes fracdonarios 

No existe ningun entero n que satisfaga la ecuacion 

3"3" = 3, 

ya que: si n > 0, entonces 3" > 3; si n = 0, entonces 3" = 1, y si n = -m con m > 0, 
entonces 3" =-^-<1. 

Si aceptamos exponentes que no scan enteros y suponemos que podemos 
usar las leyes de los exponentes, ^.cuanto debe valer n para que la siguiente 
expresion sea cierta? 

3"3" = 3. 

De acuerdo con (9.9), 3”3" = 3 2 ", por lo que la ecuacion se transforma en 
3 3 ' 1 = 3, cuya solucion es 2n = 1; es decir, n = f. 

Por otro lado, si 3 3 3 ! = 3; es decir,si 3 ! multiplicado por sf mismo es 3, en¬ 
tonces 3 3 es la rafz cuadrada de 3. Esto nos sugiere dar la siguiente definicion: 

3^ = */3 = V3. 

Siguiendo lo anterior, definimos: 

r = 0 y n es un entero positivo. (9.25) 


Si queremos que la ley (9.11) sea valida, debemos tener: 



y para ese proposito definimos 

si a > 0 y m,n son enteros, con n > 0. (9.26) 


Como cualquier racional r se puede escribir como f con m, n enteros y 
n > 0, la definicion anterior le da significado a a r para todo a > 0 y r racional. 
Mas aun, con las propiedades de los radicales que vimos en la seccion anterior, 
se probara en el resumen de este capitulo que se puede n extender las leyes de 
los exponentes para a>0,b>0y p,q mimeros racionales: 
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a p a q = a' ,+ * 

(9.27) 

a p b p = {ab) p 

(9.28) 

( a p ) q = a” 

(9.29) 

-p 1 

a = — 

(9.30) 

a 


/.S 1 ’ p 


I a I a 

(9.31) 


b b p 


Observacim 

Aunque puede tener sentido para a < 0 y alglin las leyes de los exponentes 
pueden no ser validas en ese caso; por ejemplo: 

((-l)*J*-l*-l y (-1)W. (-I) 1 -1, 

asf, , 

{(-i)=) t 

Justificaremos ahora las propiedades (9.27) a (9.31) para exponentes ra¬ 
tionales y reales a,b> 0 . 

En las pruebas que siguen escribimos p = f y q = f,con m,n,ry s enteros 
y n, s > 0 . 

Propiedad (9.27): a p a q = a p " > 


Demoat rack*: 


_ a »i i mi s. - m ■ * w*f 

or = d " o' = a*’o m y — q h * — a m 

m* jr MHtr 

Se probard que a-a" = a ” 

Por la definition (9.26): 



Por la propiedad (9.20) para exponentes enteros, tenemos: 



Por otra parte, por la definition (9.26) 



Asi, 


aW = a p+q . 


Propiedad (9.28): a p b p = ( ab ) p . 


DemostracKh: Por la definition (9.26) 

a p b p =a~b~ ={sla) (y/b) y (ab) p =(ab)‘" =("ab) 
Se probard que(</a) = (\’ab) . 

A1 utilizar la propiedad (9.21) para exponentes enteros, tenemos: 

por la propiedad de los radicales (9.13): 

(<tfab) m -(llil/Sf. 
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De donde: 

a p b p = {ab) p . 

Propiedad (9^29): (a p J = a M . 

Demostraddu Por la definitidn (9.26) y la propiedad (9.15), tenemos: 

=^(Vfl) M j y = a* = sj'a mr 

Se probard que " a) J = \fa™. 

Por la propiedad (9.22) para exponentes enteros: 

Utilizando las propiedades (9.15) y (9.16): 

(o')* = a". 


asf. 


Propiedad (930): a ^ = 


1 


Demostracidi: Por la propiedad (9.27): 

a p a p =a p - p = a 0 = 1; 
asf, 

1 


Propiedad (931): ( J ft' 
Demostraddu 


faY (a\" If a\ m a p _a" tfa* 

UJ "UJ \UJ y b p b*~”sftr 


Se probard que VI ( b J 
Por la propiedad (9.12): 


W-& 


por la propiedad (9.14) y la definition (9.26): 


Va" la" 

- = n . 


Osea, 


tftr \b m 

UJ b’ 


" EJEMPLOS 

L Simplificar tfja si a > 0. 


Soluciotv 


fTa = *% = '!fa. 
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2. Simplificar (l6x 16 ) 4 si x > 0. 

Solution: 

(16 x' 6 f = 16'** = *y/l6x* = 2x\ 

3. Simplificar (27c“*) ' si c > 0. 


Solution: 


(27c 18 ) 4 =-—r = r s - = -X 

(27c 18 ) T 27 T c f 3c 6 


4. Simplificar 


( „ ± _i\ 

9jt 3 y 9 

25z 8 


six,y,z>0. 


Solution: 

/ i J\| 1 11 _11 , _ I , 

9x 3 y 8 I _ 9>x 31 y~’ 1 _ Tlx y~ _ 27 x 

, 25z 8 J ‘ 25* z*® " 125z 12 " 125zV 

5. Simplificar Zjl8a 2 bc s l]\2ab’c* si a,b,c > 0. 

Solution: 

3 sll8a 2 bc S3 yJl2abV = ^(2- 3 2 a 2 bc s )(2 2 ■ 3abV) 

= \/2 3 • 3 3 a 3 b 6 c 9 
= 6ab 2 c 3 . 


Observadau 

La ley de las rafces de potencias (9.15): 

(<^) M = ^ 

es mas facil de manejar cuando la escribimos con exponentes racionales y usa- 
mos (9.29): 

(af =(«")* =a f . 

Por ejemplo, resolvamos el ejemplo (2) de la pagina 295: 

Reducir \l25x 1 . 

V257 = ^'25W I = (/(5W7=((5 \x\ff 

=(5 W ) 4 =(5W)^V5W 


IHESSBa- 


Simplifica las siguientes expresiones. 



3. (8l(a + 6) 4 ) 7 
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4 (64a 24 c 42 )~* 
5. (243**)^ 



7. 


8 . 


9. 



v (243)‘c 7 e* J 


10 . 


/ 2 1 \ 

169a 7 6~ ra 

4a 2 c 6 


11 . 


/ 4 2 \ 


*-v 


a. I 

( (343)V* 


V 


13. 


16. ^/V32a 45 fc 30 c 75 

17. V2a-6^4a 2 -24a + 36 

18. \Jx 2 + 2x- 15\Jx 2 -&X+15 

4/363 

yjx y Z 


14. ijtoaW tl4a s b 2 c } 


20. ‘steecWVlOc'W 


15. s yj27x 6 y 9 z 3 \j9x 9 y 6 z* 


21. $Jx 2 -2y/2x + 2$lx 2 -2y/2x + 2 


Johannes Kepler (1571-1630) 

Astronomo, matematico y 
ffsicoaleman. En 1594 acepto 
una plaza como profesor de 
matematicas en Graz, lugar 
en el que trabajo sobre la 
forma elfptica de las orbitas 
planetarias. En 1619public6 
la que hoy conocemos como 
tercera ley de Kepler, en la 
que relaciona los periodos de 
revolucion de los planetas con 
sus distancias medias al Sol. 


9.6 Ecuaciones con radicales 

De acuerdo con la tercera ley de Kepler, el cubo de la distancia media de un 
planeta al Sol es igual al cuadrado del tiempo que tarda en dar una vuelta com- 
pleta al Sol. La distancia se mide en unidades astronomicas (1 U.A. = distancia 
media de la Tierra al Sol) y el tiempo se mide en anos terrestres. 

^Cuanto tarda Jupiter en dar la vuelta al Sol si sabemos que su distancia a 
6 ste es de 5.2 U.A.? 

Solution: Llamamos t al tiempo que tarda en dar la vuelta al Sol y a a 
su distancia media al Sol. La ecuacion de la tercera ley de Kepler es en- 
tonces: 


Sustituyendo a = 5.2 en la ecuacion obtenemos: 

t 2 =(5.2) 3 
t =(5.2)’ =11.86. 


Asf, Jupiter tarda 11.86 anos terrestres en dar la vuelta al Sol. 


Observa que para resolver ecuaciones con exponentes racionales utilizamos 
las leyes de los exponentes (9.27) a (9.31). 


■ EJEMPLOS 

1. Resolver - 2j =4. 
Solution: Llamamos: 


y = x* -2. 


(9.32) 


La ecuacion puede escribirse como: 
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Resolviendo la (iltima ecuacion obtenemos y = 2oy=-2. Sustituyendo 
estos valores en la ecuacion (9.32) obtenemos dos ecuaciones: 

x’ -2 = 2 y x*-2 = -2. (9.33) 


Ahora resolvemos la primera de ellas: 

x’ - 2 = 2 
x* = 4, 

elevando al cubo ambos lados de la ecuacion y despejando x tenemos: 



x 2 =64 
x = ±8. 


Como solo hemos definido exponentes fraccionarios para bases no negati- 
vas, consideramos unicamente como solucion x = 8, pues la expresion (-8) 7 
no esta definida. 

Resolvemos la segunda de las ecuaciones en (9.33): 

x*-2 = -2 

x*=0 
x = 0. 


Asf que las soluciones del problema original son x = 8, x = 0. 
Comprobucibn: Sustituimos x = 8 en la ecuacion original: 

(x* - 2) 2 = (S' - 2) 2 = ((V8) 2 - 2) 2 = (4- 2) 2 = 4. 

Sustituimos x = 0 en la ecuacion original: 

(^-2)’=(0>-2)’ = 2’=4. 

2. Una fabrica desea construir un tanque esferico de almacenamiento de 10 m 3 
de capacidad. <,Cu£l debe ser el radio de dicho tanque? 


Solucion: La formula del volumen de la esfera es: 

v ,^rL, 


donde r es el radio de la esfera. 

Sustituimos V = 10 y resolvemos la ecuacion: 


4 nr' 


= 10 


r 3 = 


30 

4x 


J 30 1 

r = ? — = 1.336. 

V 4k 

Asf, el radio del tanque debe ser de 1.336 metros. 
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3. Resolver la ecuacion /y+7 = y +1. 


Solution: Para resolver esta ecuacion elevamos al cuadrado ambos la- 
dos de la igualdad: 


Vy+7=y+i 

(7^7) 2 =( y+ l ) 2 
y + 7 = y 2 +2y + l 
0 = y 2 + y-6 
0 = (y+3)(y-2). 

Las soluciones de la ultima ecuacion son: 

y = -3 o y = 2. 

y son las candidatas para ser las soluciones de la ecuacion original. 

Cuando resolvemos ecuaciones elevando al cuadrado hay que tener es¬ 
pecial cuidado en comprobar el resultado, ya que algunas veces uno de los 
candidatos no sirve. En este caso veremos que y = 2 es la unica solution. 

Comprobacion: Sustituimos y = -3 en la ecuacion original: 

Lado izquierdo: /y + 7 = V-3 + 7 = 2. 

Lado derecho: y +1 = -3 +1 = -2. 

Este valor de y no satisface la ecuacion. Pudimos desechar desde antes 
el valor y = -3 observando que y + 1 es igual a /y + 7, por lo que y+1 
debe ser no negativo, lo que no es el caso si y = -3, ya que entonces 
y +1 = -2 < 0 . 


Sustituimos y = 2 en la ecuacion original: 

Lado izquierdo: /y + 7 = v'2 + 7 = 3. 

Lado derecho: y + l = 2 + l=3. 

Este valor de y si satisface la ecuacion. 

4 Resolver la ecuacion Jz + 2 + J2z + 2 = J6z + 7. 

Solution: Elevamos al cuadrado ambos lados de la igualdad: 

■Jz + 2 + v2 z + 2 = sjbz + 7 
Z + 2+ 2 -Jz + 2 sj2z + 2 + 2 z + 2 = 6z + 7 
3z + 4 + 2\^z + 2 \]2z + 2 =6z + 7. 

Ahora dejamos de un lado de la igualdad los terminos que tienen radicales, 
elevamos nuevamente al cuadrado y resolvemos la ecuacion resultante: 

2\Jz + 2 v'2 z + 2 = 3z + 3 
4(z + 2)(2z + 2) = 9z 2 + 18z + 9 
8z 2 + 24z+16 = 9z 2 + 18z + 9 
0=z 2 -6z-7 
0 = (z-7)(z + l). 
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Las dos son soluciones de la ecuacion original, como comprobamos a con¬ 
tinuation. 

Comprobacion: Sustituimos z = 7 en la ecuacion original: 

Lado izquierdo: Jz + 2 + V2z + 2 = N 7 + 2 + j2(7)+2 =3+4 = 7. 

Lado derecho: V§Z + 7 = v /6(7)+7 = V49 = 7. 

Sustituimos z = -1 en la ecuacion original: 

Lado izquierdo: Vz + 2 + j2z+2 = V-l + 2 + s j2(-l) + 2 = 1 + 0 = 1. 

Lado derecho: V6z + 7 = N /6(—1) + 7 = Vl = 1. 

5. Resolver 6V* + 5 -3 = 4Vx+5 + 17. 

Solution: Pasamos los terminos que contienen radicales similares al pri¬ 
mer miembro y el resto queda en el segundo. 

6V*+5-4Vx+5 = 17+3 

2Vx + 5 =20, 

es decir, 

V^t + 5 = 10 . 

Elevamos al cuadrado ambos miembros para quitar la raiz cuadrada: 

jc + 5 = 100. 

De donde x = 95. 

Comprobacion: Sustituimos x = 95 en la ecuacion original: 

6Vx + 5-3 = 4Vx + 5+17 


y obtenemos: 

6V95 + 5-3 = 4V95 + 5 + 17 

que es verdadera pues los valores de los dos miembros son: 


6V95 + 5- 3 = 6 - 10- 3 = 57 
4V95 + 5 +17 = 4 • 10 +17 = 57. 

En los dltimos ejemplos, en cierto momento elevamos al cuadrado para 
poder despejar x. Hay que ser cuidadosos al hacer esto pues proceder de 
manera automatica puede conducimos a errores. Tambien es aconsejable 
hacer siempre la comprobacion. Por ejemplo, si se nos pide encontrar un 
numero real que satisfaga la ecuacion: 

Vx + 3 = 2, 

observamos que esto equivale a encontrar un numero real que satisfaga: 

sfx = -\ (9.34) 
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pero tal mimero real no existe pues \fx es, por definition, mayor o igual 
que cero para cualquier x para la que este definida esa rafz; por tanto, ya 
hemos dado respuesta al problema. 

Si procedemos de forma automatica a elevar al cuadrado cada miembro 
de (9.34) obtenemos: 


* = (-l ) 2 = l, 

que no es una respuesta correcta a nuestro problema, ya que este valor no 
es solution de la ecuacion original: 

Vl + 3 = 4*2. 


M 


9.6.1 Ejerricios 


Resuelve las siguientes ecuaciones. 


L 

V8i + 2 = 6 

10. 

7*+3-7x-2 = l 

19. 

J? 

ro 

I 

A 

* 

II 

2. 

77-8 = 0 

11. 

(3x + l)*+4=0 

20. 

7a+ 3 = 7a — 2 + 1 

3. 

\lw - 7 + Tiv = 7 

12. 

(2x + l)*-27 = 0 

2L 

1 + 7y+2 = 7 y+7 

4 

2 Ux = lfx 2 

13. 

377 + 4 = x 

22. 

+ 

U> 

1 

h 

+ 

isi 

II 

1— » 

5 . 

73x 2 +4 = 16 

14. 

l]5y 3 +8 =-l 

23. 

six 2 -3x+6 =jr-l 

6. 

V^8=-3 

15. 

6 

\ 

7 

<N 

II 

Tf 

1 r- 

H 

24 

7y+13 + 77 = 13 

7 . 

\jl0z 2 +6 = 2 

16. 

11 + 2 = 3+77 

25. 

(z-9) 4 -5 = -3 

8. 

73n + 2=2 

17 . 

\fw +4 \lw + 7 

7*7-4 \!w-3 

26. 

1 

II 

9. 

<N 

II 

OO 

1 

H 

18. 

sj6a - 7 + 3 = 2 

27. 

1 

■>+- 

II 

8 

28. 

77^5 + 732-2 =762-5 



31. Mt 3 - 6 f 2 - 16/ + 256 = 4 



29. 

ijlw 2 + 13»v + 118 = 5 



32. V20r 2 + 23r + 722 - 28 = 

-25 


30. 

72x + 2 + \j3x + 4 = \lllx + 4 



33. ^25 y 2 - 54 - 19 = -16 




34. La siguiente tabla muestra la distancia de cada planeta 
del sistema solar al Sol; la distancia esta dada en unidades 
astrondmicas (U.A.). Una unidad astronomies, por defini- 
cion, es la distancia media de la Tierra al Sol. 


Planeta 

Distancia media 
al Sol (U. A.) 

Mercurio 

0.387 

Venus 

0.723 

Tierra 

1 

Marte 

1.52 

Jupiter 

5.2 

Satumo 

9.54 

Urano 

19.18 

Neptuno 

30.06 


El periodo de un planeta es el tiempo que tarda en dar la 
vuelta al Sol, medido en aiios terrestres. De acuerdo con 
la tercera ley de Kepler, el cuadrado del periodo de un 
cuerpo celeste que gira alrededor del Sol es igual al cubo 
de su distancia media al Sol. 

Encuentra el periodo de cada planeta del sistema solar. 

35. El cometa Halley tarda 76 anos en dar una vuelta alrede¬ 
dor del Sol; encuentra su distancia media al Sol. 

36. ^Cuanto mide un cateto de un triangulo rectangulo, si el 
otro mide 5 cm y la hipotenusa mide 13 cm? 

37. ^Cual es el perimetro de una circunferencia que tiene 25 m‘ 
de area? 

38. ^Cual es el area de una esfera que tiene un volumen de 
lm 3 ? 

39. £Cuil es el area lateral de un cilindro que tiene un volu¬ 
men de 1 m' y una altura de 2 metros? 
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40. ^Cual es la altura de un triangulo isosceles que tiene una 
base de 6 cm y los otros dos lados de 5 cm cada uno? 

4L (Cual es el apotema de un hexagono que tiene un perune- 
tro de 12 cm? 

42. ^Cual es el radio de un cono que tiene un volumen de 8 m' 
y una altura de 2 metros? 

43. (Cudl es el perimetro de un tridngulo equilatero que tiene 
una altura de 4 cm? 


44 La piramide de Keops en Egipto, cuya base es cuadrada, 
ocupa una superficie de 56,169 m 2 . ^Cual es la longitud de 
uno de los lados de la base? 

45. Un recipiente de almacenamiento de agua tiene forma de 
prisma rectangular. Su ancho mide j de su largo, su altura 
es de 1 metro y tiene una capacidad de 150 m 2 . ^Cuales 
son las dimensiones del recipiente? 

46. La diferencia de los cuadrados de dos numeros enteros es 
igual a 345. Si el menor es igual a 4, £cual es el mayor? 


9.7 LOS NUMEROS COMPLEJOS 
9.7.1 Ecuariones sin solucion en IR 

Dar una ecuacion en una variable que no sea satisfecha por ningun numero 
real. 

Solution: Debemos recordar que para todo numero real x se cumple 
que x 2 > 0. Por tanto, ningun numero real satisface la ecuacion: 

x 2 = -1. (9.35) 

Mas en general, si r es un numero positivo, entonces -r es negativo y la 
ecuacion: 


no tiene solucion en los numeros reales por la misma razon que dimos en 
nuestro ejemplo inicial. 

Las ecuaciones anteriores son casos simples de las llamadas ecuaciones de se- 
gundo grado o ecuaciones cuadraticas en una variable, con coeficientes reales, 
las cuales, en general, tienen la siguiente forma: 

ax 2 +bx+c = 0, 

donde a, b, c e IR y a * 0, y que estudiaremos mas adelante. 

Por lo antes visto concluimos que hay ecuaciones cuadraticas en una varia¬ 
ble y con coeficientes reales que no tienen solucion en R. 

Hay unos numeros, llamados numeros complejos, que forman un sistema 
numerico que denotamos por C. Este sistema comparte muchas propiedades 
algebraicas con los numeros reales; mas espedficamente, en C son validas las 
propiedades fundamentales de la suma y el producto enunciadas para los nu¬ 
meros reales. Ademas, en C es posible encontrar soludones a ecuaciones para 
las que los numeros reales resultan insuficientes; ejemplos de tales ecuaciones 
son: 


• x 2 = -1, o mas en general 

• x 2 = -r, donde r es un real positivo. 

9.7.2 Definicion del sistema de los numeros complejos. El numero f 

Los numeros complejos contienen propiamente a los numeros reales, en sfm- 
bolos: 

R§C. 
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Leonardo Euler (1707-1783) 

El uso de la letra i para 
nepresentar una unidad 
imaginaria, la rafz de -1, se 
debe a este matematico suizo 
que nacio en Basilea y murio 
en San Petersburgo. Euler 
es considerado uno de los 
matematicos mas fecundos de 
todos los tiempos, pues escribio 
tratados sobre todas las ramas 
de esta ciencia. Publicd mas 
de 500 libros y arti'culos que, 
repartidos durante toda su 
vida, dan un promedio de 
800 paginas por ano. 


El numero i es un numero complejo que no es un numero real y tiene la 
propiedad de que es solucion de la ecuacion x 2 = - 1 ; es decir. 



Asf, el numero complejo i resuelve la ecuacion (9.35). 

Como hemos dicho, todo numero real y el numero i pertenecen aC,y los 
numeros complejos se pueden sumar y multiplicar; en particular: 

Of = 0 

abi = aib = iab 
0 + z = z. 


dondea, 6 elR y zeC. 

En general, cualquier numero complejo se escribe de la siguiente manera: 

a + bi. 


donde ay b son dos numeros reales cualesquiera. 

Si z = a + bi, con a,b e R, entonces el numero real a se conoce como la parte 
real y b como la parte imaginarui del complejo z■ Escribimos: 

Re(z) = a e Im(z) = b 


Debemos observar que la parte real y la parte imaginaria de un numero 
complejo son numeros reales. 

Escribimos: 


a+bi =c + di a a = cyb=d\ 

es decir, dos complejos son iguales si sus partes reales y sus partes imaginarias 
coinciden entre sf: 

Podemos escribir en sfmbolos: 

€ = {a + 6 t : a,beU donde i 2 = -l} 

Los siguientes son numeros complejos: 

• 3 +(-2)/. 

• y[S + Ki. 

• 0 + 0 i = 0 . 

Si b es un real, entonces escribimos ( -b)i como -bi. Asf, 

• 3 + (-2)i = 3-2i. 

• -(1)1—i. 

Cuando la parte real de un complejo z* 0 es 0, es decir, cuando z = bi, donde b 
es un real distinto de 0, entonces decimos que el complejo es imaginario puro. 
Ejemplos de imaginarios puros son: 

• i. 

• -t. 
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En tanto que los siguientes no son imaginarios puros: 

• l+i. 

• 0 . 

• -3. 

Escribimos: 


Ri = {W : ZjgR} 

para denotar al conjunto de los imaginarios puros, entonces, 

IR/CC 


9.8 Operaciones con numeros complejos 

La operaciones de suma, resta y multiplication de numeros complejos siguen 
las reglas que conocemos para operar con los numeros reales y las expresiones 
algebraicas; ademas, debemos tener presente que i 2 = -1. 

Si z = a + bi y w = c + di, entonces definimos: 

Suma y resta de numeros complejos 

z+w = {a +c)+(b + d)i, 
z-w = (a-c)+(b-d)i, 

es decir, sumamos o restamos, segun sea el caso, las partes reales y las partes 
imaginarias. 

Producto de numeros complejos 

z-w = (a + bi)(c+di) 

= ac + adi + bci + bdi 2 
= ac + bdi 1 + (ad + bc)i 
= ac-bd + (ad + bc)i 

En resumen: 


z ■ w =ac-bd + (ad +bc)i. (9.36) 

Tambien se puede escribir zw, en lugar de z-w. 

Observacim: 

La parte real de z ■ w: 

Re(z • w) = ac-bd 

es el producto de las partes reales menos el producto de las partes imaginarias. 
La parte imaginaria de z ■ w: 

Im(z • w) = ad + bc 

es la suma de la parte real de uno de los numeros complejos por la imaginaria 
del otro. 
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1 EJEMPLOS 

1. Calcular zw si z = 2 + 6i y iv = -2 + 3/. 


Solution: Conforme a la formula (9.36) obtenemos: 

Z»v = (2)(-2) - (6)(3) + ((2)(3) + (6)(-2))i = -4 -18 + (6 - 12)i. 

Asf, 

zw = -22-6/. 

Tambien pudimos hacer las operaciones siguiendo las reglas para manejar 
expresiones algebraicas,recordando que i 2 = -l,como ahora lo hacemos: 

zw = (2+6i)(-2 + 3i) = (2)(-2)+(2)(3i)+( 6 i) (-2) + ( 6 z) (3i) 

= -4 -i-18i 2 + 6 / - 12/ = -4 - 18 - 6 i = -22 -6 i. 


2. Sumar z = 2 + 6i y w = -2 +3/. 

Solution: 


Asf, 


z + w = (2 + 6z) +(-2 + 3/) = 2 -2 + 6i + 3 i. 

Z + w = 9z. 


3. EncontrarRe(z)eIm(z)si z = (-1 + 2i)(9 +12/). 

Solution: 

(-1 + 2z)(9 +12/) = -(9 +12/)+2/ (9 +12/) = -9 -12/ +18/ - 24. 
Osea, 

z = -33 + 6 i. 


Por tanto, 


Re(z) = -33 e Im(z) = 6. 


9.9 Raices cuadradas de numeros reales negativos 

Resolver en C la ecuacion z 2 = -4. 

Solution: Buscamos un numero complejo z = a+ib tal que: 

z 2 = {a + bif = -4. 

olo que es lo mismo ,ay b deben ser dos numeros reales tales que: 
a~ + 2 abi + b 2 i 2 = a 2 — b~ + labi = —4 + Oz. 
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Por tanto. 


a 2 3 -b 2 =-4 


2ab = 0. 

De la ultima igualdad concluimos que a = 0,o bien, b = 0. Analizamos cada 
caso: 


• Si b = 0, entonces al sustitiiir en a 2 - b 2 = -4 obtenemos a 2 = -4, y como 
sabemos, no hay ningun niimero real a que satisfaga esta ecuacion. Por 
tanto, consideramos la segunda opcion: 

• Si a = 0, entonces a 2 - b 2 = -4 se transforma en -b 2 = -4; es decir, b 2 = 4, 
la cual tiene como soluciones: b = 2 y b = -2. Por tanto, hay dos numeros 
oomplejos: 

z = 2i y w = -2i 

que satisfacen z 2 = -4, como comprobamos a continuation: 

(2if = (2i)(2i)= (2f (if = 4 (-1) = -4 

(-2if=(-2i)(-2i) = (-2f(if =4(-l) = -4. 

Reservamos el sfmbolo 7-4 para 2i que podemos escribir como % 4i; 
osea, 

7-4 = ± 2 i. 

En general, si a > 0 entonces reservamos el sfmbolo 7-a para 7a/; es 
decir, 

7 -a = yfai si a > 0. 

Si a > 0, entonces -a < 0 y tiene dos rafces complejas, es decir, hay dos nu¬ 
meros complejos: 7 -a = 7a/ y -7-a = -va/ que satisfacen la ecuacion: 

z 2 = a. 

En efecto. 

(7-a) J = (7a /) 2 =(7a) 2 (i ) 2 =a(-l)= -a 

(_ 7^) 2 = (_^/) 2 = (_7 a) 2 (i) 2 = a(-l) = -a. 


" EJEMPLOS 
L 7=9 = 3/. 

2 . 7-2 = 7 ^\ 

3 . -7^25 = -5/. 

Algunosautoresprefierennousarelsfmbolo 7-a cuandoa>0,puespuede 
inducir a errores debido a que 7-a, con a > 0, no satisface las propiedades 
que vimos para los radicales cuando el radical es positive, por ejemplo: 

7^1-7^1 * v "(- 1 )(- 1 ) (9.37) 

ya que: 

7—1 - 7—T = / • / = —1; 

en tanto que: 

La expresion (9.37) muestra que 7-1 no satisface la propiedad (9.13) que era 
satisfecha por 7a con a > 0 y n entero positivo (en particular cuando n = 2). 
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9.9.1 Ejercirios 


Efectua las sumas y reduce a la forma a + bi. 


L (2& + 7i) + (5+ij2) 

6. (—4 + 9/) — (3 — 8i) 

LL 20/+(-20+ 4) 

Z (-5 + i4\ls) + (5 - iijs) 

7. (l2-/)+(l2 + i) 

1Z (8 + j2i) + (3-3s/2i) 

3. —6/ +15/ 

8. (l2 + 7i)-(l2-7i) 

13. 7 + (5 - \/3i) 

4 (5+/)+(7+4j) 

9. (2 + 6i)-(4 + 10i) 

14 (5^3 -i)+(i + 5j3) 

5. (8+3i) + (9 + 3i) 

10. (l + 12») + (l5 + 7i) 

15. (14 -8i) + (-27 +12/) 

Efectua los productos y reduce 

a la forma a + bi. 


16. (5-2i)(4-6i) 

21. (l2-j8i)(4-s/2i) 

26. (-10 - 7f)(-5 - 12i) 

17. (—7 — *)(—*) 

2Z (l + 6i)(3 + ±i) 

27. (—15 — 8/)(l + 15/) 

18. (9 + 8i)(-4 - lli) 

23 . (MiXMO 

28. (12 + 5/)(l2 — 5/) 

19. (9/ - ll)(-9/+ 11) 

24 (l4-8/)(2 + 10i) 

29. (ll — 6/)(l 1 — 6i) 

ft 

+ 

ft 

1 

* 

25. (ll -5i)(9-13i) 

30. (35 + 9i)(j +ji) 


En los ejercicios 31 a 42, encuentra la parte real y la parte imaginaria de los numeros complejos. 


3L (5 — 4/) + (— 3 -6i) 

35. (*-/) + (M) 

39. (-T“7i)(i + 7i) 

32. (8 +12/)+ (25 +14/) 

36. (}+5 «)(!■-«) 

40. (|-v/3i) + (|+V3i) 

33. (7 + 3i)(-8 + 5i) 

37. (Ji0+J2i)(j3-J2i) 

4L (10 + I3f)(l0-I3i) 

34 (-6 + 9j)(-20 - 4i) 

38. (9 -J6i)(9 + J6i) 

42. (-21+ 4i) + (-21 - 4/) 


43. Prueba que la parte imaginaria de (a + bi)i es la parte real de a + bi si a, be R. 

44. Prueba que la parte real de (3-i)(5 + V2i) no es el producto de las partes reales de (3- i) y (5 + J2 ij. 

45. Calcula las siguientes rai'ces cuadradas: 

a. V- 36. b. -\l-tt. c. -J-x 1 -1 con x e R. 


Resumen 










Un numero positivo x tiene dos rafces cuadradas distintas: \fx y - Jx. 
El cero tiene una sola raiz cuadrada, ya que: v'O = 0 = -vO. 

Los numeros negativos no tienen rafz cuadrada en los numeros reales. 
Si a > 0, b > 0, entonces Jab = Ja Jb. 

Si a > 0 y b > 0, entonces 


fa Ja 

\b ~ yfb' 


Si a € IR y n es un numero entero positivo, entonces Ja 2 " = \a\ n . 

Si a > 0, >0 y n es un ntimero entero positivo, entonces " a Jb = "lab. 

\ja fa 

Sia>0, Z>>0ynesun numero entero positivo, entonces —- = . 


• Si a > 0 y m, n son numeros enteros positivos, entonces (Vfl) = Va" 

• Si a > 0 y m, n son numeros enteros positivos, entonces \j\fa = m s[a. 
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• a 0 = 1 para todo a * 0. 

1 . 

• a = — si a * 0, n es un entero positivo. 

a 

• a” = <!/a si a > 0 y n es un entero positivo. 

. .*.( «r si a > 0 y m, n son enteros, con n > 0. 

• Si a >0, 6 > 0 y p, q ndmeros racionales: 


t aV =a p+ *. 
2. a'’/?'’ = (abY. 



• Si z= a+bi y w = c + di, entonces z + iv = ( a + c) + (b + d)i. 

• Si z= a+ biy w = c + di, entoncesz- w = ac-bd + (ad+ bc)i. 


9.10 EJERCICIOS DE REPASO 


Simplified las siguientes expresiones. 

1. x/900 

2. Vl584 


3. V4704 
4 >/75n/147 

Racionaliza las siguientes expresiones. 
6 


13. 


14 


5+V2 
46 + 5 


\/l66 2 -25 
Resuelve las siguientes ecuaciones. 

19. y]x 2 -5x-U=x + 2 

20. Va 2 + a - 41 = a - 5 


5. v'80n/40V18 

6. x/Mn® 

7. V* 2 +4^3r +12 

8 . J256x m y 6 z u 


15. 

16. 


36jt 2 - 81 


s[6x-9 

4 


21. Jx + 4 = x-8 

22. \Jz 2 -3z- 1 = 2z-7 


9. V25jc 2 -50v^x + 50 


10 . 


11 . 


12 . 


17. 


18. 


4 / 6,32 -5 

\a b c 

Ma-W 




V 




4a + 4 


\ 5a+2 -\l9a + 6 
64y 2 -4 

v 10y+ 8 + J2y + 6 


23. Va 2 -5a + l-a = 8 
24 ^26 + 51 = 3+^264 


25. Un numero menos su raiz cuadrada es igual a 30. ^Cual es 
dicho numero? 

26. Encuentra dos numeros enteros pares consecutivos po- 
sitivos cuya media geometrica sea 4\5. Recuerda que la 
media geometrica de dos numeros positives a y 6 es \'u6. 

27. Un numero menos su raiz cuadrada es igual a 20. ^Cual es 
dicho numero? 


6 

28. La sombra de un poste de 8 metros de alto mide 15 metros. 
^Qu6 distancia hay del extremo del poste al punto final de 
la sombra? 

29. Las coordenadas cartesian as de los vertices de un triangu- 
lo son P(-5,4) 0(3, -2) y R( 3,4).Calcula las longitudes de 
los lados del triangulo. 
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E n la vida practica, cuando es necesario resolver una ecuacion de segundo 
grado que surgio de un problema concreto, la mayor parte de las veces 
dicha ecuacion no es de facil resolucion. En este capftulo analizaremos este 
tipo de ecuaciones hasta obtener una formula que nos permita llegar a la 
resolucion de una manera sistematica. 


10.1 Como completar cuadrados 

En el capftulo 7 aprendimos a resolver ciertas ecuaciones de segundo grado; es 
decir, aquellas de la forma ax 2 + bx + c = 0 donde a, b,c son constantes y a * 0, 
cuando es relativamente facil factorizar el miembro izquierdo como produc- 
to de dos expresiones de primer grado. Este metodo suele ser el mas efectivo 
cuando podemos ver rapidamente como factorizar la ecuacion de segundo gra¬ 
do. Sin embargo, hay ocasiones en las que la ecuacion es suficientemente com- 
pleja como para no poder ver a simple vista su factorizacion. 

Ahora veremos un metodo de resolucion de ecuaciones de segundo grado 
que nos conducira mas adelante a la resolucion general de dichas ecuaciones. 

Pedro y su hijo Felipe pueden cosechar una canasta de manzanas en 10 mi¬ 
nutos. Felipe tarda 4 minutos mas que Pedro en cosechar una canasta de man¬ 
zanas. ^Cuanto tiempo tarda cada uno en cosechar una canasta de manzanas? 

Solucidw Llamemos P a la potencia de Pedro; es decir, a la cantidad de 

trabajo (cosechar una canasta) que puede realizar Pedro por unidad de 

tiempo, y x al tiempo que tarda en cosechar una canasta: 

p trabajo 1 canasta 
tiempo x 

y Fa la potencia de Felipe ,yy al tiempo que tarda en cosechar una canasta: 

trabajo , 1 canasta 
tiempo y 

La potencia de ambos es: 


P + F 


1 canasta 
10 minutos ’ 
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Capitulo 10 


Ecuari6n general de segundo grado 


asi que, 


I I_J_ 

x + y ~ 10' 


( 10 . 1 ) 


Sabemos que Felipe tarda 4 minutos mas que Pedro en cosechar una ca¬ 
nasta; es decir. 


y = x + 4. 

Sustituyendo esto ultimo en la ecuacidn anterior, obtenemos: 

I 1 1 

x + x+4 10 

Efectuamos las operaciones necesarias para eliminar los denominadores: 

x + 4 + x _ 1 
x(x + 4) ~ 10 
10(2x + 4) = x 2 + 4x 
x 1 - 16x - 40 = 0. 

La ultima ecuacion no es facil de factorizar, pues no hay dos numeros en- 
teros cuyo producto sea -40 y cuya suma sea -16. Busquemos entonces un 
mimero que complete a: 


x 2 - 16x 

de manera que sea un trinomio cuadrado perfecto. El mimero que le hace 
falta es (-f-) = 64. Si pasamos el 40 al lado derecho de la ecuacion y suma- 
mos 64 en ambos lados, esta no se altera y obtenemos: 

x 2 - 16x = 40 
x 2 -16x +64 = 40 + 64 
(x-Sf = 104. 

Ya sabemos resolver esta ecuacion: 

|jc— 8| = Vl04 
x-8 = ±V104 
x = 8 ± >/l04, 

con lo que obtenemos x, =» 8 +10.20 = 18.20 y x 2 = 8 -10.20 = -2.20. 

Como x representa el tiempo que Pedro tarda en cosechar una canasta, 
solo tiene sentido la respuesta x = 18.20 minutos. El tiempo que tarda Felipe 
es 18.20 + 4 = 22.20 minutos. 

Comprobacion: Sustituyendo x = 18.20 y y = 22.20 en la ecuacion (10.1), 
obtenemos: 


- + - = 
x y~ 


1 

18.20 + 


1 

22.20 


= 0.099 = 


En la solution del ejemplo anterior utilizamos el: 


10 ' 
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Metodo de completar el cuadrado 

El metodo de completar el cuadrado consiste en transformar un binomio 
de la forma x 2 + cx para que sea un trinomio cuadrado perfecto, es decir, 
para que tenga una de las siguientes formas: 

x 1 + 2xb + b 2 =(x + b) 2 o x 2 -2xb + b 2 =(x-b) 2 . 

Para conseguir esto desarrollamos los siguientes pasos: 

• Observa que ya tenemos el cuadrado del primer termino; es decir, jt 2 . 

• Ahora observamos el termino en c: t,el cual debe ser el doble pro- 
ducto del primero (x) por el segundo (b)\ 2xb\ es decir, 

cx = 2xb. 

Entonces el segundo termino del binomio buscado es /> = y. 

• El tercer termino del trinomio es el cuadrado b 1 del segundo termi¬ 
no; es decir. 



Por tanto.el trinomio cuadrado perfecto es: 

= M)' 


" EJEMPLOS 

L Resolver la ecuacidn x 2 -6x-3 = 0. 

Solution: Buscamos un numero que complete a x 1 - 6x como trinomio 
cuadrado perfecto: dicho numero es (f) = 9, asf que: 

x 2 -6x+9 =(x- 3) 2 . 

En la ecuacion original, pasamos el termino independiente del otro lado y 
sumamos 9 en ambos lados de la ecuacion: 

x 2 - 6x-3 = 0 
x 2 - 6x = 3 
x 2 -6x^-9 = 3+9 
(x-3) 2 = 12. 

Sacando rafz cuadrada de ambos lados, obtenemos: 

|jc - 3| = Vl2 = 2>/3. 

Asf que las dos soluciones son: 

x, = 3 + 2j3 y jt 2 =3- 2v^3. 

Comprobadon: Sustituimos x = 3 + 2^3 en la ecuacion original y obte¬ 
nemos: 


* 2 - 6x - 3 = (3 + 2>/3 ) 2 - 6(3 + 243) -3=9+ \2-j3 + 12 - 18 -12>/3 - 3 = 0. 
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Sustituimos x = 3-2V3 en la ecuacion original y obtenemos: 


X 2 - 6x - 3 = (3 - 2>/3) 2 - 6(3 - 2>/3) -3 


= 9- 12n/3 + 12-18 + 1275-3 

= 0 . 

2. Resolver la ecuacion 8z+1 = -2z 2 . 

Solucion: Para resolver esta ecuacion primero dejamos en un lado de la 
igualdad los terminos que tienen z y antes de intentar completar el cuadra- 
do factorizamos el coeficiente de z 2 : 


8z + l = -2z 2 
2z 2 + 8z = -l 
2(z 2 +4z) = -1. 


Ahora completamos el cuadrado dentro del parentesis; es decir, debemos 


sumar (|) 2 = 4: 


Z 2 +4z + 4 = (z + 2) 2 . 


Pero como todo lo que esta dentro del parentesis esta multiplicado por 2, 
del otro lado de la ecuacion hay que sumar 2(4) = 8, con lo cual la ecua¬ 
cion queda asf: 


2(z + 2) 2 =-1 + 8 



entonces hay dos soluciones: 



por tanto, tenemos: 



Comprobacidiu Sustituimos z = -2 + en la ecuacion original: 


Lado izquierdo: 8z + l = 8^-2 + ) +1 = -15 + 8^. 

Lado derecho: -2z 2 = -2(-2 + 


= -2(4-4^+y)=-15 + 8 > /f. 


Sustituimos z = -2- ^ en la ecuacion original: 


Lado izquierdo: 8z +1 = 8(-2 - ,/*■) +1 = -15 - 8^. 
Lado derecho: -2z 2 = -2^-2 - 


= -2( 4+ 4^ + f) = -15-8^. 


3. Resolver la ecuacion 3y 2 - 5y = 8. 
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Solution: Factorizamos el coeficiente de y 2 y completamos el cuadrado: 

3y 2 - 5y = 8 


( 5\ 2 121 

V~6) = l6 


_5|_ n 


Entonces hay dos soluciones: 


5 11 


11 


y-=- o y—=-. 

6 6 6 6 

Despejando y de estas dos ecuaciones tenemos: 

8 i 

y = — o y = -1. 

3 

Comprobation: Sustituimos y = 4 en la ecuacion original: 

Sustituimos y = -1 en la ecuacion original: 

3y 2 -5y = 3(-l) 2 -5(-l) = 8. 


4. Resolver la ecuacion 5w> 2 + lOw + 7 = 0. 

Solution: 

5h> 2 + 10w + 7 = 0 
5 tv 2 + lOw = -7 
5 (w 2 + 2w>) = -7 
5(w 2 +2w + l) = -7 + 5 

En este caso llegamos a la conclusion de que un cuadrado es igual a un nu- 
mero negativo, y como cualquier numero real elevado al cuadrado siempre 
es mayor o igual a cero, entonces esta ecuacion no tiene solucion real; es 
decir, no existe ningun numero real w que satisfaga la ecuacion original. 


10.1.1 Ejerricios 


En los ejerdcios 1 a 36, resuelve las ecuaciones completando el cuadrado. 
1. y 2 +16y-36 = 0 4 h ,2 -5h' = -4 


2. x 2 - 8x - 9 = 0 


5. y 2 - lOy - 24 = 0 


2 z 1 

z +-= 

5 20 


2 * 

W -= 


2 

3 3 

2 x 31 
x + — = — 
2 16 


0 

0 


3. z 2 +2z-5 = 30 


6 . a 1 + 6a + 6 = 40 
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la y +7y+l =0 

11. 4w 2 - 16 h>+ 7 = 0 

12. x 2 +18* = -81 

13. 3a 2 - 2a - 5 = 0 

14 6x 2 =4x + 6 
15. 10a 2 - 20a + 8 = 0 
Id. z 2 =14 Z —13 

17. -4s 2 +3s +1 = 0 

18. 2 + jy — 6y 2 = 0 


19. 

2 

z 

~ 

II 

r- 

1 

K/ 

(N 

1 

20. 

2 

y 

+ 

II 

21. 

2 

W 

+ \'6w -3 = 0 

22. 

3x 

2 -6x/7x + 5 = 0 

23. 

8 a 

2 +8>/l0a-16 = 0 

24. 

1 z 

2 -14>/8z-8 = 0 

25. 

a 1 

- 2a + 5 = 0 

26. 

s 2 

+s-l=0 

27. 

z 2 

- 24 Z = -144 


28. 3z + 7z = -2 

29. 9x 2 - 24x = -16 

30. 8»v 2 + 4(v-6=0 

3a + 5 2a- 5 23 

3L - +-= — 

a + 4 a-2 5 

x + 6 x - 6 24 

32. --- 

x-6 x+6 5 

z+8 z-8 4 

33. -+-- 

z-8 z+8 3 

4w + 2 5w-6 _ 20 

w+3 w -2 3 

35. (y + l)+4r = l 

y +1 2 

-+ x + 2 = 2 

x+2 


37. El cuadrado de un numero menos el numero es igual a 20. 
iCuil es dicho numero? 

38. Con una cartulina cuadrada se construye una charola 
cortando en cada esquina un cuadrado de 3 cm de lado y 
doblando despues hacia arriba los lados. ue tamano te¬ 
nia la cartulina original si la charola tiene un volumen de 
192 cm 3 ? 

39. iQue base debe tener el sistema de numeration para que la 
representation del numero 95 en dicho sistema sea 137? 

40. Una fuente en forma rectangular tiene 16 metros de largo 
y 9 metros de ancho. Se quiere transformar la fuente para 
que tenga forma cuadrada pero que siga teniendo la mis- 
ma superficie. ^Cuanto se debe disminuir el largo y cuanto 
se debe aumentar el ancho? 

41. Si se deja caer una roca de una barranca de 122.5 metros 
de profundidad, i,cu4nto tiempo tarda en llegar al fondo? 
Recuerda que la formula de la calda Ubre es d = jgt 2 , don- 
de g = 9.8 m/seg 2 . 

42. El cuadrado de la suma de dos enteros pares consecutivos 
es igual a la suma de los cuadrados de cada entero mas 
240. ^Cuales son dichos numeros? 

43. Encuentra dos numeros enteros consecutivos pares y po¬ 
sitives cuya media geometrica sea 8v'15. (Vease el ejerci- 
tio 26 de la pagina 315, respecto a la media geometrica.) 


44 Veinticuatro mas un noveno del cuadrado de un numero es 
igual a diez tertios del numero. ^Cual es dicho numero? 

45. La suma de dos numeros es 42 y la suma de sus cuadrados 
es 1332. ^Cuales son dichos numeros? 

46. En un triangulo rectangulo, uno de los catetos mide 5 cm 
mis el doble del otro. Si la hipotenusa mide 85 cm, (,cuan- 
tos centfmetros mide cada uno de los catetos? 

47. Encuentra un numero que sumado con su rafz cuadrada 
sea igual a 12. 

48. Un mimero menos su raiz cuadrada es igual a 132. ^Cual 
es dicho numero? 

49. Un numero de dos cifras es tal que si le sumamos 18 es 
igual al numero original con las cifras invertidas. Si dividi- 
mos el numero entre el producto de sus cifras, el cociente 
es igual a 3. £Cudl es dicho numero? 

50. Encuentra dos numeros enteros consecutivos pares tales 
que su media armonica sea -f-. Recuerda que la media ar- 
monica de dos mimeros a y b es: 


2 



10.2 SOLUCION DE LA ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO 

Resolvamos el siguiente problema escrito en verso: 

Unas ninas muy precoces 
al cuadrado se elevaron. 

Y como eran muy audaces 
por dos se multiplicaron. 

Que ya eran muchas sintieron 
y por eso se res taron 
doce veces lo que fueron. 
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Las que al principio empezaron 
con esto se contentaron 
y treinta y dos ahora son. 

Ahora quiero que me digas 
sin miedo y sin compasion, 

(j cuantas eran al principio 
de este cuento jugueton? 

Alejandro Bravo 

Margarita Espinosa 


La resolution de ecuaciones de 
segundo grado se remonta a cerca 
de 2000 anos antes de Cristo. En 
el siglo IX, el matematico hindu 
Shridhara fue uno de los primeros 
en dar una regia general para 
resolver una ecuation cuadratica: 

ax 2 + bx + c = 0 
4a(ajr 2 +fuc + c)= 0 
4 a(ax 2 +bx +c)+ b 2 = b 2 
4a 2 x 2 + 4 abx + b 2 = b 2 - 4 ac 
(lax +b) 2 = b 2 - 4ac 
lax + b = ±\[b 2 - 4 ac 
lax = -b± yfb 2 - 4ac 

-b± Jb 1 - 4oc 

x = - 

la 


Solution: Llamamos x al numero total de ninas. 
Planteamos la ecuation: 


2x 2 -12;r = 32. (10.2) 

Podemos resolverla completando el cuadrado: 

2x 2 -12* = 32 
x 2 -6x= 16. 

En el ultimo paso hemos factorizado el coeficiente (2) de x 2 pues asi es 
mas facil completar el trinomio cuadrado perfecto. Para completar x 2 - 6x 
hay que sumar (f) = 3 2 al miembro de la izquierda, asi: 

x 2 -6x+3 2 = (x-3)\ 

y del lado derecho de la ecuation hay que sumar (3) 2 = 9, por lo que la 
ecuation queda asi: 

(x-3) 2 = 16+9 
(jt-3) 2 =25 
[x - 3| = 5, 


entonces, 


x-3 = 5 o x-3 = -5. 

De donde obtenemos dos soluciones: 

x= 8 o x = -2. 

Solo una de las dos soluciones es valida: la positiva; asf, el numero de 
ninas es 8. 

Comprobation: Sustituimos x = 8 en la ecuation (10.2): 


2x 2 - 12x = 2 (8) 2 -12(8) = 128 - % = 32. 


En la practica, cuando tenemos que resolver una ecuation de segundo gra¬ 
do que surgio de un problema concreto, la mayoria de las veces la ecuacion 
resultante no puede resolverse mediante algun metodo simple de factorization, 
por lo que tenemos que echar mano del metodo de completar el trinomio cua¬ 
drado perfecto. Este metodo es laborioso y podemos cometer muchos errores 
en el camino si no procedemos con cuidado. Apliquemos este metodo a una 
ecuacion general de segundo grado para obtener una formula que nos permita 
hallar la solution. 

Supongamos que: 


ax 2 +bx+c = 0 


(10.3) 
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es una ecuaci6n de segundo grado en x, donde a, b y c son numeros dados y 
a * 0. Para resolverla por el metodo de completar el cuadrado, pasamos el ter- 
mino independiente del otro lado de la ecuacion y factorizamos el coeficiente 
de x 1 . 

ax 2 + bx + c = 0 
ax 2 +bx = -c 


('’vH 


2 b c 
x + —x =—. 


El niimero que completa a x 1 +jx como trinomio cuadrado perfecto es (-^f, 

asf: 


x 2 + 


h{i) ‘hi)- 


Como estamos sumando (£) 2 = £- del lado izquierdo, hay que sumar lo 
mismo del lado derecho, por lo que la ecuacion queda asf: 


(x+— Y=--- 

l 2a) a 


4 a 


i • 


Efectuando la suma de la derecha obtenemos: 

2 -4 ac+b 2 


4 a 2 

b 2 - 4a c 


hi) '^7 

-I 


b 2 - 4 ac \!b 2 -4 ac 

" 2|a| 


asf que. 


b \lb 2 -4ac 
X+ la 2 a 


b sjV- 4ac 

° X+ 2a 2a 


Con lo cual obtenemos las soluciones: 


-b + \lb 2 -4ac -b -\b 2 -4 ac 

x =--- o x = 


2 a 


2 a 


(10.4) 


Podemos escribir brevemente lo anterior como: 


x 


-b ± \jb 2 - 4ac 
2 a 


La expresion anterior se llama solucim general de la ecuacidi general de 
segundo grado. 


Observaciones: 

Para que la expresion anterior tengan sentido: 
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• El coeficiente a debe ser distinto de cero para poder dividir entre 61. 
Esto realmente no causa problema, ya que si a = 0, la ecuacion (10.3) es 
una ecuacion de primer grado: 

bx + c = 0 


que se resuelve facilmente. 

• La expresion b 2 -4 ac que esta dentro del radical se llama discrimincmie 
y debe ser mayor o igual a cero, ya que de otro modo no podemos obte- 
ner una rafz cuadrada que sea un numero real. Cuando en una ecuacion 
obtengamos que b 1 -4ac<0, esto significa que la ecuacion (10.3) no 
tiene solution en los numeros reales. 


" EJEMPLOS 


L Resolver la ecuacion 9x 2 - 6x+ 1 = 0. 

Solution: Aplicamos la formula de la solution general de la ecuacion de 
segundo grado (10.4), con a = 9 ,6 = -6 y c = 1: 


x = 


-(-6)±,/(-6) J -4(9)(l) 6±\/36-36 6 + 0 1 


2(9) 


18 


18 3’ 


de donde. 


x = 


6 + 0 _ 1 
18 3 


x = 


6-0 _ 1 
18 3' 


Vemos que los valores de las dos soluciones son iguales, asf que la ecuacion 
tiene una sola solution: 


1 


x = 


Comprobacion: Sustituimos x = 7 en la ecuacion original: 

9x 2 - 6 x +1 = 9^ j - 6 ^j+l = l -2 + l = 0 . 


2. Resolver la ecuacion x 2 + x +1 = 0. 


Solution: Aplicamos la formula de la solution general de la ecuacion de 
segundo grado (10.4), con a = l ,6 = lyc = l: 

-i+yi 2 -4(i)(i) _i + yi3 

X 2 ( 1 ) 2 

Como el numero que esta dentro del radical es negativo, no podemos ex- 
traer rafz cuadrada; lo mismo pasa con la otra expresion de la formula 
(10.4), asf que la ecuacion x 2 + x+ 1 = 0 no tiene solution en los numeros 
reales. 

3. Resolver la ecuacion 35 x 2 -x-6 = 0. 


Solution: Aplicamos la formula de la solution general de la ecuacion de 
segundo grado (10.4), con a = 35, b = -1 y c = - 6 : 
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, -(-!) + V(-l) 2 -4(35)(-6) 1 + y 841 1 + 29 = 3 

* 2(35) 70 70 7’ 

o bien, 


l-v/841 1-29 28 2 

70 70 “ 70“ 5' 

Asi, las rafces de la ecuacion son } y -f. 

Comprobacion: Sustituimos x = ^ en la ecuacion original: 

3 , 315 3 , 315-21-294 

\7y 7 49 7 49 

Sustituimos x = -$ en la ecuacion original: 

■>c( 2f ( 2) z 28 2 28 + 2 - 30 

35 i 5J ( 5) 6 5 + 5 6 5 


M 


10.2.1 Interpretation geometrica de la resolution de etuationes de 
segundo grado 

Analicemos la ecuacion y= x 1 - 1. 

Solucion: Podemos encontrar algunos valores que satisfacen la ecuacion 
y = x 2 -1 haciendo la siguiente tabla, en la que damos valores a x y obte- 
nemos los correspondientes de y = x 2 -1. 


X 

3 

2 

1 

2 

0 

2 

-1 

-2 

-3 

y = x 2 -l 

8 

3 

0 

3 

4 

-1 

3 

4 

0 

3 

8 


Dibujamos estos punt os y observamos que los podemos unir mediante una 
curva: 



Si ahora resolvemos la ecuacion x 2 -1 = 0,observamos que: 

0± v ^-4(i)(-l~j _ ±V4 _i2_ 

2 ( 1 ) 2 2 
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Asf, las dos rafces de la ecuacidn son x = 1 y jc = -1. En la figura 10.1 pode- 
mos ver que estos dos puntos son donde la grafica de la ecuation y = x 2 -1 
corta al eje X. 


En general, tenemos que una ecuation de segundo grado de la forma 
y =ax 2 +bx + c puede representarse como una parabola en el piano; es 
decir, un punto (x,y) del piano esta en dicha parabola si los valores de x 
y y satisfacen esa ecuation, y recfprocamente. 

Geometricamente, resolver laecuacion ax 2 + bx+ c = 0 significa encon- 
trar los puntos donde la grafica de la parabola corta al eje X. Entonces: 

• Si la ecuation tiene dos rafces distintas, significa que la grafica de 
la parabola corta al eje X en dos puntos distintos. 

• Si la ecuacidn tiene una sola rafz, significa que la grafica de la 
parabola corta al eje AT en un solo punto. 

• Si la ecuation no tiene rafces, significa que la grafica de la para¬ 
bola no corta al eje X. 


En lo que sigue.se dan ejemplos de estas situaciones. 


M EJEMPLOS 

L Resolver la ecuation 9x 2 - 6x +1 = 0. 

Solution: Como vimos en el ejemplo 1 de la pagina 325, la solution de la 
ecuation es x = -j. Geometricamente significa que la grafica de la ecuation 
y = 9x 2 - 6x +1 corta al eje lenun solo punto (-j-). 



Z Resolver la ecuation x 2 + x + 1 = 0. 

Solution: Aplicamos la formula de la solution general de la ecuation de 
segundo grado (10.4), con a = \,b = \ yc = l: 

-Wl 2 -4(1)(1) -1+V^3 

2 ( 1 ) 2 • 

No podemos obtener un numero real que sea -J-3. Asf, la ecuation 

x 2 + x +1 = 0 no tiene solution en los numeros reales. 

Geometricamente significa que la grafica de la funcion no corta al eje X. 
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3. Resolver la ecuacidn 5x 2 - x - 6 = 0. 

Sohicion: Aplicamos la formula de la solucion general de la ecuacion de 
segundo grado (10.4), con a = 5, b = -1 y c = -6: 

_ -(-!)+ - 4(5)(-6) 1 + y/i2l 1 + 11 12 6 

2(5) " 10 10 - 10“5’ 

o bien, 

1 -Vl2l 1-11 10 

x ~ 10 10 " 10" 

Asf, las rafces de la ecuacion son jy-1. 

Geometricamente, significa que la graftca de la funcion corta al eje X en 
dos puntos. 


21 

1 

1 

i . > 

*1 

f 2 x 

1 

T 

1 

-4 

\ 

\ 

, / 

/ 

-6 

J 


Figura 10.4 


Comprobacion: Sustituimos x = f en la ecuacion original: 

5ac 2 -x-6 = 5^— T - —-6 = --—-6 = 6-6 = 0. 

\5) 5 55 

Sustituimos x = -1 en la ecuacion original: 

5x 2 - x-6 = 5(-l) J - (-l)-6 = 5 +1 - 6 = 0. 

10.2.2 Algunos elementos de la parabola 

Consideremos la ecuacion de segundo grado 

1 2 1 1^ /.A 

y = — x +—x +—. (10.5) 

7 8 4 8 

Pasamos el termino independiente del lado izquierdo y factorizamos el 
coeficiente de x*\ 
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multiplicamos por 8 y completamos el cuadrado del lado derecho: 

8y-17 = x 2 +2x 
&y-n+l = x 2 + 2x+l 
8(y-2)=(jc + i) 2 

ahora pensamos al coeficiente de (y - 2 ) como un multiplo de 4. 

(x + l) 2 =8(y-2) 

= 4(2)(y-2). 

£sta es la forma estandar de la ecuation de la parabola. 

En general, la forma estandar de una parabola vertical es: 


(x-h) 2 =±4p(y-k). 


A partir de esta ecuation podemos identificar algunos elementos de ella: 

El vfrtice V de la parabola es el punto (h, k). 

El mimero p se llama paranetro . 

Si a partir del vtitice, nos movemos verticalmente p unidades (hacia arriba 
si el coeficiente de p es positivo y hacia abajo si es negativo), llegamos al foco 
F de la parabola. Las coordenadas del foco son: 

• F(h,k + p) si el coeficiente dep es positivo. 

• F(h, k - p) si el coeficiente de p es negativo. 

Si desde el foco nos movemos horizontalmente 2p unidades hacia la iz- 
quierda y a la derecha obtenemos los puntos: 

• (h - 2p,k + p)y (h + 2p,k + p) si el coeficiente de p es positivo. 

• (h-2p,k-p) y (fi + 2 p,/c-p)si el coeficiente de p es negativo. 

El segmento que une a estos dos puntos se llama lado recto de la parabola. 

Conociendo el vfrtice y los extremos del lado recto, podemos dibujar la 
parabola. 

En el ejemplo, el centro es V'(-l,2), el parametro es p = 2, el foco es 
E(-l,2 + 2) = F(-l,4).Si desde el foco nos movemos horizontalmente 2p uni¬ 
dades hacia la izquierda y a la derecha obtenemos: 

(-1 + 4,4) = (3,4) y (-1-4,4) = (-5,4), 
que son los extremos del lado recto. 

Observa que estos dos puntos satisfacen la ecuation de la parabola (10.5): 

Punto (3,4): i( 3 ) 2 + i(3)+y = 4. 

Punto (-5,4): ^(-5 ) 2 + \(S)+j = 4. 
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La grafica de la parabola del ejemplo es: 



Ejemplo 

• Dibujar la parabola vertical cuya ecuacion es 9x 2 - 54ac + 12y+ 61 = 0. 
Solut ion: Escribimos la ecuacion en la forma estandar: 


9x 2 - 54jc + 12y + 61 = 0 

9jc 2 - 54* = -12y -61 
9(* 2 -6;c) = -12y-61 

, i < \ -12y-61 

(* ~ 6x ) = - g - 

(x 2 -6x+9) = - ~ 12 ^ - 61 +9 

(x-3 j’.dEll” 

<*-3)’—i(±)(>-f). 

El vertice de la parabola es E(3,{),p = y,el foco es E(3,{~3)= F( 3,j) 
y los extremos del lado recto son: 



Figura 10.6 
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10.2.3 Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 39, 
L x 2 + 4x - 96 = 0 

2. 2y 2 -3y+l = 0 

3. z 2 -6 = 0 

4. H’ 1 - 14w = -49 

5. 3s 2 + s +1 = 0 

6 . 5x 2 -9x= -4 

7. 3y 2 - 30y + 75 = 0 

8 . w 2 - 5*v = -5 

9. 10y 2 = 7y+12 

10. 6 z 2 = -7z-2 
1L 7x 2 -13* + 6=0 

12. 3a 2 + 10a + 7 = 0 

13. 4x 2 + 12jt + 9 = 0 


resuelve las ecuaciones utilizando laf&mula de lasolucim general de la ecuacim de segundo grado. 


14 9y-8y+10 = 0 

15. 4z J + llz + 45 = 0 

16. 28w> 2 + 45w +18 = 0 

17. 12jr 2 - Six + 40 = 0 

18. 25y 2 -40y+ 16= 0 

19. y + 3 + —-— = 1 
5 


20 . 

2L 


y+3 

l 


3 

-+-= - 

w-3 w - 6 2 

10 11 12 


2s - 4 10 s + 8 


22. 4z - 3z - 20 = 65 

23. -7a 2 + 24a + 55 = 0 
24 x 2 + y/lx + ^-Ji = 0 

25. 18y 2 + 26y- 20 = 0 

26. 40>v 2 + 73w - 33 = 0 


27. 2z 2 +4^3z + 6 = 0 
x 4 7 

2 N. -+-= — 

x + 5 x + 8 9 

a+2 11 a+7 

29. -+ —=- 

a+6 3 a-3 

_ w> + 3 m> + 6 19 

3a -+-- - 

w-6 w-4 4 

3L 16w 2 -80 = 0 

32. 63y 2 +32y- 63 = 0 

33. 40x 2 + 3v / 6x-6 = 0 

34 2z 2 +373z + 3 = 0 

35. 90a 2 + 47a - 77 = 0 

36. 60y 2 - 41y- 3 = 0 

37. &b 2 + 7b + 2 =0 

3a 48x 2 + 177x + 70 = 0 
39. 6y 2 - 42y + 71 = 0 


46 La suma de los cuadrados de dos numeros es igual a 157. 
El menor de ellos es igual a 6. <,Cual es el mayor? 

4L Encuentra dos numeros cuya suma sea -2 y cuyo produc- 
to sea -48. 

42. El papa de mi amigo vivid muchos anos. Poco antes de 
morir,dijo:“Soy un hombre afortunado pues he logrado 
conocer tantos nietos que el niimero de ellos multiplica- 
do por la cuarta parte del mismo mimero es igual a 256. 
Ademas, mi edad es ya el triple del mimero de nietos 
que tengo”. ^Cudntos nietos y que edad tenia en ese mo¬ 
menta? 

43. A la hora del almuerzo, un profesor reparti6 entre sus 
alum nos los fondos que habia reunido durante el ano, que 
ascendian a $200, asignando a cada uno cierta cantidad. 
Antes de terminar la reparticion llegaron 5 alumnos mas, 
por lo que repartio nuevamente, tocando a cada uno $2 
menos que en la primera reparticion. ^Cuantos alumnos 
eran inicialmente? 

44 ^Que base debe tener el sistema de numeracion para que 
la representacion del mimero 23 en dicho sistema sea 
212 ? 

45. Encuentra el mimero que sumado a 5 veces su raiz cua- 
drada es igual a 14. 

46. ^Que base debe tener el sistema de numeracion para que 
la representacion del mimero 117 en dicho sistema sea 
432? 


47. La suma de dos numeros es 21 y la suma de sus cuadrados 
es 221. Encuentra dichos numeros. 

48. Un grupo de mas de 15 alumnos quiere realizar una ex¬ 
cursion. Un cuarentavo del cuadrado del total quieren que 
el paseo sea al estado de Hidalgo, un quinto prefiere ir a 
Cuernavaca y 6 alumnos mas no tienen preferencia. ^Cual 
es el mimero de alumnos en el grupo? 

49. Una panaderia reparte 120 piezas de pan que sobraron el 
dia anterior entre cierto mimero de personas, y a cada una 
le toca una cantidad igual. Al ver la reaccion de las fami- 
lias del poblado, el dueno decide repartir al dia siguiente 
igual mimero de piezas de pan, solo que esta vez llegan 
4 personas mas y a todas las personas les tocan 5 piezas 
menos. ^.Cuantas personas llegaron cada dia? 

50. La cuarta parte de la suma de un numero mas 12 multi- 
plicada por la tercera parte de la diferencia del doble del 
niimero menos 1 es igual a 25. <Cual es dicho numero? 

5L Armando dice a Mariano: “Tengo ya muchos hijos, ima- 
ginate, si consideras 29 veces el niimero de hijos con 
que cuento y le restas 7, obtendras 4 veces el cuadrado 
del mimero de hijos que tengo”. ^Cuantos hijos tiene 
Armando? 

52. Encuentra dos numeros enteros consecutivos tales que la 
suma de sus reciprocos sea 

53. Calcula el area de un cuadrado cuya diagonal es 4 unida- 
des mayor que cualquiera de los lados. 
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54, Un vendedor de frutas compro cierto niimero de pencas de de las pencas sobrantes, y al venderlas todas obtuvo una 

platano por $400. Cinco pencas estaban muy maduras y no gananda de $50. ^Cuantas pencas compro inicialmente? 

pudo venderlas, asf que aumento $10 al predo de cada una 


10.3 Aplicaciones 

10.3.1 Geometria 

El perimetro de un triangulo rectangulo mide 390 metros. La altura sobre la 
hipotenusa mide 60 metros. Calcula las longitudes de los lados del triangulo. 

Solucidtu 



Figura 10.7 


Llamamos x,y y z a los lados del triangulo.donde z es la hipotenusa. Puesto 
que tenemos tres incognitas, debemos plantear tres ecuaciones. 

Como conocemos el perimetro, entonces escribimos la ecuacion: 

jt + y + z = 390. (10.6) 

Puesto que el triangulo es rectangulo, por el teorema de Pitagoras 

x 2 +y 2 = z 2 . (10.7) 

Tomando como base la hipotenusa,el area del triangulo es: 

|z(60) = 30z. (10.8) 

Si ahora tomamos a x como la base del triangulo, entonces y es la altura, 
de donde el area es 


\xy. (io.9) 

Igualamos (10.8) y (10.9),obteniendo asf la tercera ecuacion: 

xy = 6Qz. (10.10) 

Asf, las tres ecuaciones son: 

jr+y + z = 390 

x 2 +y 2 =z 2 (10.11) 

xy = 60z. 

Escribimos la primera ecuacion como: 

jc+ y = 390-z, 
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y elevando al cuadrado obtenemos: 

x 2 + 2*y+y 2 = (390-z) 2 , (10.12) 

multiplicamos por 2 la tercera ecuacion de (10.11) y la sumamos a la se- 
gunda: 


x 2 + 2xy + y 2 = z 2 +120 z. 


Igualando esta ultima ecuacion con (10.12) y resolviendola respecto a z, 
tenemos: 


Z 2 + 120z = (390 - z) 1 
z 2 + 120z = 152100 -780z + z 2 
120z + 780z = 152100 
900z = 152100 
Z = 169. 


Para hallar los valores de x y y sustituimos el valor de z en la primera y 
tercera ecuaciones de (10.11): 


x + y = 221 
xy = 10140. 


(10.13) 


Despejamos x de la primera y la sustituimos en la segunda: 


(221 -y)y = 10140 

0 = 10140 - 221 y + y 2 . 

Utilizando la solucion de la ecuacion general de segundo grado (10.4) ob¬ 
tenemos: 


221+ 7(-221) 2 -4(10140) 221 + v 48841 - 40560 

2 = 2 

221+91 

= 2 =!5 6> 


o bien. 


y = - 


221-91 


= 65. 


Sustituyendo los posibles valores de y en la primera ecuacion de (10.13), 
obtenemos: 


x = 221-156 = 65, 


o bien. 


x = 221-65 = 156. 


Por tanto, las longitudes de los lados del triangulo son: 


x= 65, y = 156 y z = 169. 








334 


Capftulo 10 


Ecuari6n general de segundo grado 


Considerando la otra posibilidad se obtiene: 

x = 156, y = 65 y z = 169. 

Comprobacion: Sustituimos x = 65, y = 156 y z = 169 en la ecuacion 

( 10 . 6 ): 


x + y + z = 65 +156 +169 = 390. 


En la ecuacion (10.7): 


Lado izquierdo: x 2 + y 2 = (65) 2 +(156) 2 = 4225 + 24336 = 28561. 
Lado derecho: z 2 = (169) 2 = 28561. 

En la ecuacion (10.10): 

Lado izquierdo: xy = (65) (156) = 10140. 

Lado derecho: 60z = 60(169) = 10140. 


10.3.1.1 Razon de oro 


La razon de oro aparece en 
muchos templos griegos, como 
en el Rartenon. A partir del 
Renacimiento, cuando los 
europeos redescubrieron el 
arte griego, muchos artistas 
utilizaron la razon de oro en 
la pintura, la escultura y la 
arquitectura. Por ejemplo, todos 
los recta ngu los que aparecen en 
la fachada de Notre Dame de 
fens son rectangulos de oro. En 
"La Ultima Cena", de Leonardo 
Da Vinci, muchas de las razones 
que aparecen en el cuadro son 
razones de oro. 

La razon de oro tambien 
aparece con frecuencia en la 
naturaleza, asociada con formas 
espirales, como el centra de la 
flor del girasol, y con formas 
pentagonales, como la estrella 
de mar. 


Los antiguos griegos consideraban que los rectangulos mas bellos eran aque- 
llos a los que si se les quita un cuadrado de lado igual a su lado menor, las ra¬ 
zones de los lados originales y los nuevos lados son iguales; es decir,si uno de 
dichos rectangulos tiene lado largo a y lado corto b y se le quita un cuadrado 
de lado 6, el rectangulo resultante tiene un lado b y un lado a - b. Si 


a _ b 
b a-b 


(10.14) 


decimos que el rectangulo es un rectaigulo de oro y la razon de sus lados r = f 

se llama raz& de oro. 


a 


b 


a-b 


I igura 10.8 Rectangulo de oro 


i,Cudnto vale la razon de oro? 

Soliicidiu Podemos escribir la expresion de la derecha de la ecuacion 
(10.14) como: 

b 1 
a-b i-1 

Si llamamos r a la razon de los lados, r = f, la ecuacion (10.14) queda 
como: 


1 

r =-. 

r -1 


(10.15) 
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Para resolverla, multiplicamos por r- 1 para eliminar el denominador: 

r(r-l) = l 
r 2 - r -1 = 0. 

Tenemos una ecuacion de segundo grado en la variable r, para resolverla, 
utilizamos la solution general de la ecuacion general de segundo grado 
(10.4). Haciendo a = l,6 = -lyc = -l,obtenemos: 

rE ' < ' 1)W( 2(l)' 4<1>< -- 1 ^' 1 - 618 - 


o bien. 


-(-1)-V(-1)*-4(1)(-1) 1-fS 

- -^- 2 3 “0.618. 

La razon r es cociente de dos cantidades positivas, asi que el valor que de- 
bemos tomar es el primero: r = 

Comprobacion: Veamos que r = satisface la ecuacion (10.15): 

1 1 1 2 
r-1 = -1^-1 = - _i + ^5 

Multiplicando por 1 + -J5 el numerador y el denominador de la expresion 
anterior, obtenemos: 

2 2(l + V5) 2(1 + ^) 1 + V5 r 

-1 + V5 (_1 + V5)(i + V5) 4 2 

Por tanto, r satisface la ecuacion (10.15). 


10.3.2 Fisica 


La intensidad se mide en 
bujfas. Por ejemplo, un 
foco de 100 watts equivale 
aproximadamente a 130 bujfas. 


La iluminacion (E) de una superficie depende tanto de la intensidad (/) de la 
fuente de luz como de la distancia (d) entre la superficie y la fuente de luz. 

La iluminacion producida por una fuente de luz sobre un objeto varia en 
razon inversa al cuadrado de la distancia entre ellos. 


E = 


d r 


Supongamos que un foco esta iluminando un objeto. Para aumentar la ilu- 
minaci<5n,se puede incrementar la intensidad del foco, o bien, acortar la distancia 
entre el foco y el objeto. 


Ejemplo 

• Hallar un punto igualmente iluminado por dos luces que estan se- 
paradas 10 metros y cuyas intensidades son 16 y 9 bujfas respecti- 
vamente. 
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Soluciotv 


\ / \i 

V V 


A C B 
10 m 


C 


Fignra 10.9 


Llamemos A y B a los puntos en los que se ubican las luces y Cal pun- 
to buscado. La distancia entre A y B es de 10 metros. 

Llamemos x a la distancia entre A y C; entonces CB = 10 -jc. 
Supongamos que la intensidad de A es de 16 buji'as y la de B de 9. 

La iluminacion para el punto C debida a la luz A es: 

16 

La iluminacidn para el punto C debida a la luz B es: 

9 

(10 — jc) 2 

Como las dos iluminaciones deben ser iguales, entonces: 


16 9 

* 2 “(10-x) 2 ' 

Resolvemos esta ecuarion: 


(10.16) 


16 (10 — j:) 2 = 9x 2 
16(100 - 20jc + jc 2 ) = 9x 2 
7x 2 -320.x+ 1600 = 0. 

Aplicamos la formula para ecuaciones de segundo grado: 


320± v , (320) 2 -4(7)(1600) 320± 240 

14 “ 14 


de donde, 


x = 40 o x = ~— »5.71. 

7 

Hay dos puntos que satisfacen. Uno, C, esta aproximadamente a 5.71 
metros de A y a 4.29 metros de B. El otro, C\ esta sobre la prolonga¬ 
tion de la recta en la direccion AB a 40 metros de A y 30 metros de B. 


Com probe I Sustituimos x = ^ en la ecuarion (10.16): 


Lado izquierdo: 


16 16 16(49) 49 

Jt 2 (4} l) 1 1600 100' 

99 9(49) 

(10-jc) 2 “(10-4?) 2 "(30) 2 


49 

100 ' 


Lado derecho: 
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Sustituimos x =40 en la ecuacidn (10.16): 


Lado izquierdo: 


Lado derecho: 


16 16 16 1 
x 2 (40) 2 ~ 1600 100' 

9 9 9 

(10-jr) 2 “(10-40) 2 ”(-30) 2 


1 

100 ' 


10.3.3 Ejercicios 


1. El area de un triangulo rectangulo mide 24 m 2 y la hipote- 
nusa mide 10 metros. Calcula las longitudes de los catetos. 

2. Los catetos de un triangulo rectangulo miden x y 2x -10. 
La hipotenusa mide 2x -1. ^Cuanto mide cada cateto y 
cuanto mide la hipotenusa del triangulo? 

3. Un terreno en forma de triangulo rectangulo tiene las si- 
guientes dimensiones: uno de los lados mide 144 metros, y 
la hipotenusa es 9 metros mas 8 veces el otro lado. ^Cuales 
son las dimensiones del terreno? <,Qu6 area tiene? 

4 Un proyectil se lanza verticalmente hacia arriba a una ve- 
locidad de 14.7 m/seg. ^En que momento alcanza el pro¬ 
yectil una altura de 49 metros? ^En que momento toe a el 
suelo? 

5. Encuentra un punto igualmente iluminado por dos luces 
que estan a una distancia de 12 metros y cuyas intensida- 
des son 64 y 25 bujfas respectivamente. 

6 . Si r es la razon de oro, prueba que el redproco del doble 
de r satisface la ecuacion 4x 2 + 2 jc — 1=0. 



S. En un circulo de radio 5 se inscribe un triangulo de mane- 
ra que uno de sus lados coincida con el diametro. Llama A, 
B y Ca los vertices del triangulo, donde AC es el diametro. 
Traza la perpendicular a AC que pasa por B y llama D al 
punto de interseccion. Entonces: 

a Prueba que A ABD = A BD C y de ahx que 
BD 1 =(AD)(DC). 

b. Usando el inciso anterior,prueba que AB = ^2(5 )(AD) y 
BC=j2(S)(DC). 


c. Suponiendo que AB + BC= 14 y 11amando x = AD y 
y = DC, observa que de las condiciones del problema se 
tienen las ecuaciones 


x+y = 10 
Jl0x + s li0y= 14. 


Despeja una incognita de la primera ecuacion, sustituye 
en la segunda y prueba que r=fy y = ^f,o bien, x = ¥-y 

y=f- 


10.4 Desigualdades de segundo grado 

Una vaca permanece atada a un poste que se encuentra en el centra de un 
terreno circular de 20 metros de di&metro. El terreno esta sembrado de maiz. 
^Qud longitud debe tener la cuerda que ata a la vaca para que al menos 64/r 
metros cuadrados de siembra no sean consumidos por ella? 

Solution : El terreno mide 10 metros de radio; por tanto, tiene un area de 
100^ m 2 . Si la cuerda que ata a la vaca tiene una longitud de r metros, la 
vaca consumira un area de nr 2 metros cuadrados de siembra y entonces el 
anillo circular de terreno que no puede comerse tendra un area 100 tt - nr 2 
metros cuadrados; entonces: 

100 iz-kt 2 >64;r. 


100-r 2 >64 
-r 2 > 64 -100 
r 2 <36 
|r|<6. 


Resolvemos la desigualdad: 
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De donde: 


-6 <r <6. 

La cuerda que ata a la vaca debe medir a lo mas 6 metros 


■ EJEMPLOS 

L Resolver la desigualdad jc 2 — 8 jc > 9. 

Solution: 

• Primer mdodo. 

Para resolver esta desigualdad, lo que haremos sera completar el cuadra- 
do; es decir, buscamos un numero que complete a x 2 - 8jc como trinomio 
cuadrado perfecto; dicho numero es (•§) = 16, as! que: 


jc 2 - 8jc +16 = (jc - 4) 2 . 


En la desigualdad original, sumamos 16 en ambos lados para que la des¬ 
igualdad no se altere: 

jc 2 -8jc>9 
x 2 -8jc+16 >9 + 16 
(jc - 4) 2 > 25. 

Ahora sumamos —25 para obtener una diferencia de cuadrados y fac- 
torizamos 

(jc - 4) 2 > 25 
(jc - 4) 2 - 25 > 0 
((x-4)-5)((jc-4)+5)>0 
(jc-9)(jc + 1)> 0. 

Recuerda que para que el producto de dos factores sea positivo, ambos 
deben ser positivos o ambos negativos. 

Si ambos son positivos: 

;c-9> 0 y *+1 

jc>9 x 

Si por el contrario ambos son negativos: 

;c-9< 0 y jc-h 1 

jc<9 jc 

De (10.17) obtenemos que jc debe ser mayor que 9, y de (10.18) jc debe 
ser menor que -l;es decir. 


>0 

>-l. 


<0 

>-l. 


(10.17) 


(10.18) 


jc > 9 o jc < -1, 
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como muestra la figura (10.10). 


<- 

-1 0 

Figura 10.10 


( 

9 


• Segundo mdodo. 

Cambiamos el signo de desigualdad por el de igualdad y resolvemos la 
ecuacion correspondiente utilizando cualquier metodo: 

* 2 -8* = 9 
jc 2 - 8jc- 9 = 0 
(x-9)(x + l) = 0. 


Las rafces son: 


x = 9, x = -\. 

Estos puntos dividen a la recta en tres intervalos, como muestra la figura 

10 . 11 . 


-1 9 

Figura 10.11 

En coda uno de estos intervalos todos los puntos satisfacen la desigualdad 
original o ninguno la satisface. Esta afirmacion puede justificarse algebrai- 
ca o geometricamente, como haremos al terminar este ejercicio, por ahora 
simplemente la usamos. 

♦ Elegimos cualquier pun to menor que -1; por ejemplo, x = -2, y evalua- 
mos el miembro izquierdo de la desigualdad original: 

(~2) 2 -8 (-2) = 4 +16 = 20 

que sf es mayor que 9, as! que en todos los puntos del intervalo (-®,-l) 
se satisface la desigualdad. 

♦ Ahora elegimos un punto entre -1 y 9; por ejemplo, x = 0, y evaluamos: 

( 0) 2 - 8 ( 0 ) = 0 

que no es mayor que 9, as! que en ningun punto del intervalo (-1,9) se 
satisface la desigualdad. 

♦ Finalmente, elegimos un punto mayor que 9; por ejemplo, x = 10, y eva¬ 
luamos: 


(10) 2 - 8(10) =100 -80 = 20 

que sf es mayor que 9, asf que en todos los puntos del intervalo (9,») se 
satisface la desigualdad. 
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Concluimos entonces que la solution es: 

X e(—oo,—l)u(9,»). 

Justificamos ahora nuestra afirmacion. 

Primero algebraicamente. Como vimos en la resolution del problema, se 
tiene 


x 2 -&x-9=(x-9)(x + l). 

Si xe(-oo,-l) ( entonces x <-l <9,es decir, .r +1 <0 y x-9 <0;por tanto, 
por la regia de los signos: 

x 1 -8x-9 = (jr-9)(jt + l)>0. 

Asf, todos los puntos del intervalo satisfacen la desigualdad pro- 

puesta. 

Si jce(-l,9), entonces -1 < x < 9, es decir, jr + l>0y jt-9<0;por 
tanto, 


x 2 -Sx-9 = (x-9)(x+l)<0. 

Asf, ningun punto del intervalo (-1,9) satisface la desigualdad. 

Si x e (9,»), entonces -1 < 9 < x, es decir, ;c + l>0yjc-9>0; por tanto, 

x 2 -&x-9 = (jr-9)(jt + l)>0. 

Asf, todos los puntos del intervalo (^*>,-1) satisfacen la desigualdad. 

La justification geometrica se basa en que si en alguno de esos tres in- 
tervalos: (-<*,-1), (-1,9) o (9,°o), un punto jc, satisface la desigualdad y 
otro x 2 la desigualdad contraria, habrfa un punto jc, entre ellos dos, y por 
tanto, dentro del mismo intervalo, en donde se satisface la igualdad, lo cual 
no es cierto, pues los unicos puntos donde se satisface son 9 y -1. 

La justification formal de este argumento, conocida como el teorema del 
valor intermedio, esta fuera del alcance de este libro, ya que requiere del 
concepto de continuidad, que es un tema que se ve en el curso de calculo 
diferencial e integral; sin embargo, podemos auxiliarnos de lo visto en la 
section “Interpretation geometrica de la resolution de ecuaciones de se¬ 
gundo grado” y recordar que al resolver una ecuacion de segundo grado 
ax 1 +bx+c = 0 estamos encontrando los puntos de intersec cion del eje X 
y la parabola que tiene por ecuacion y = ax 2 +bx + c. Si hay dos intersec- 
ciones r y s, entonces se tiene alguna de las siguientes dos situaciones 




Figura 10.12 
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Observamos que en ambos casos ax* + bx + c tiene el mismo signo en los 
intervalos y (s,oo) y en (r,s) tiene el otro signo; por tanto, la des- 

igualdad ax 2 + bx + c> 0,por ejemplo,se satisface en u (s,°o) en el 

caso de la figura 10.12(a) y la solucidn es (r,s) en el caso representado en 
la figura 10.12(b). 

2. Resolver 6y 2 + 11 < 0. 

Solution: 

6y 2 + 11 <0 
6 y 2 <-11 



Recuerda que cualquier numero real al cuadrado siempre es mayor o igual 
que cero, asf que esta desigualdad no tiene solucion. 

3. Resolver 2»v 2 + 12»v + 23 ^ 0. 

Solution: Completamos el cuadrado: 

2tv 2 + 12w + 23>0 

2»v 2 + 12 h> > -23 

2 , . 23 
w + 6tv > —— 

2 

(w 2 + 6w + 9)>-y+ 9 
(tv + 3) 2 >-|. 

Puesto que el cuadrado de cualquier numero real siempre es mayor o igual 
a cero,entonces esta desigualdad se cumple para cualquier numero real. 

En los siguientes dos ejemplos daremos otros metodos de solucion dis- 
tintos al del ejemplo 1. 

4. Resolver Tty 1 + 5y - 8 < 0. 

Solution: Para resolver esta desigualdad podemos obtener primero las 
soluciones de la ecuacion: 


3y 2 + 5y-8 = 0, 

es decir, utilizando la solucion general de la ecuacion general de segundo 
grado, tenemos: 

_-5±^/25-4(3)(-8) _ -5±V25 + 96 _ -5 + 11 
y 6 6 6 ' 

De donde las soluciones de la ecuacion de segundo grado son: 

i 8 

r=i; r — 5 - 

Podemos ahora escribir: 


3y 2 +5y-8 = (3y + 8)(y-l). 
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Entonces, la desigualdad original es: 

(3y+8)(y-l)<0. 

Recuerda que para que el producto de dos factores sea menor que cero, 
uno debe ser positivo y el otro negativo. Por tanto, si: 


3y+8 > 0 
3y > -8 
8 

y > — 
3 


y-1 < 0 

y y < 1. 


entonces podemos escribir: 


— < y < 1. 
3 


Por otra parte, si 


3y + 8 < 0 
3y < -8 
8 

y < — 
3 


y-1 > 0 

y y > i. 


no hay ningun numero real que cumpla con esta option. Por tanto, 

8 i 

—< y < 1 
3 

es la solution. 

5. Resolver 3x 2 + 5x< x 2 + x + 22. 

Solucion: 

3x 2 + 5x5 x 2 + x+22 
2x 2 + 4x < 22 
x 2 +2x <11 
x 2 +2x+l <11 + 1 
(^ + 1) 2 <12 
|x +1| < \JV2. 

Utilizando las propiedades del valor absoluto, resolvemos la ultima des¬ 
igualdad: 

-n/12 < x + l < yfU 
-1-n/12 < x < -1 + VT2. 

Entonces x es solucion si -1 - v 12 < x < -1 + >/l2. 

. x 2 -28 ^ 

6. Resolver —5 -> 2 . 

x 2 -5x-6 


Solucion: El objeto de haber introducido el Teorema del Valor Inter- 
medio es atacar este tipo de desigualdades, que resultan sumamente labo- 
riosas por el primero de los metodos. 
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Nos fijamos primero en los puntos donde no esta definida la expresion 
del lado izquierdo. Para ello observamos donde el denominador vale cero: 

x 2 -5x-6 = 0 
(jc + 1)(jc-6) = 0 

obtenemos que en x = — 1 y x = 6 el denominador vale cero y, por tanto, la 
fraccion no esta definida. 

Ahora sustituimos el signo de mayor por el de igualdad en la desigual- 
dad original y resolvemos la ecuacion correspondiente: 

x 2 -2S 
x 2 -5x-6 

x 2 - 28 = 2x 2 - lOx-12 
-x 2 + lOx -16 = 0 
-(x-2)(x-8) = 0 

y obtenemos que las soluciones son x = 2 y x = 8. 

Consideramos ahora los puntos donde no esta definida la ecuacion y 
donde se satisface la igualdad: -1,2, 6,8. Estos puntos dividen a la recta 
en cinco intervalos, en cada uno de los cuales se cumple la desigualdad 
original o la contraria. 

Elegimos un punto en cada intervalo, por ejemplo: 

-2 €(-oo,-l), | €(-1,2), 4 e(2,6), 7 €(6,8), 10e(8,»). 
Comprobamos si se cumple la desigualdad en estos puntos. 


• En x = -2: 


• En x = $\ 


• En x = 4: 


• Enx = 7: 


• Enx = 10: 


(~2) 2 - 28 
( - 2) 2 -5 (-2)-6 


= -3 < 2. 


(4) 2 ~ 28 _ 103 

(i) 2 - 5(1)-6 ~ 45 


(4) 2 - 28 6 

(4) 2 — 5(4) — 6 ~ 5 ' 


(7) 2 -28 21 

(7) z -5(7)-6 8 


(10) 2 -28 
(10) 2 -5(10)-6 


18 

11 


< 2 . 


Asf que la solucion es la union de los intervalos donde estan los puntos en 
los que comprobamos que si se satisface la desigualdad: 


x e(-l,2)u(6,8). 
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10.4.1 Ejerddos 


En los ejercicios 1 a 39resuelve las desigualdades. 


L 

r 2 + 8 < 5 

14 

2. 

3w 2 -1 > -4 

15. 

3. 

-5b 2 - 2 < 10 

16. 

4 

y 2 -6y>-10 

17. 

5. 

a 2 +a- 2 > 0 

18. 

6. 

w 2 - 3>v < 4 

19. 

7. 

x 2 -3>6 

20. 

8. 

a 2 - 8a > -15 

2L 

9. 

y 1 -Sy>-3 

22. 

10. 

w 2 + 5 < 1 

23. 

11. 

»v 2 + lOtv <11 

24 

12. 

x 2 + 7x+12 <0 

25. 

13. 

y 2 - 20 < -4 

26. 


14 z 2 + 12z < -20 
15. z 2 - 3z < -3 
Id. y 2 -3y-40 >0 

17. 6x 2 + x +1 < 0 

18. w 2 + 11h> + 18 < 0 


2 1 


24 7z 2 + 5z-13<3z 2 -5z-ll 


4x 2 -3x+8 

2 . 

X -1 


>4 


3w + lOrv- 27 

(w + 2) 2 


„„ (2x-3)(x + l) 

27. --—- -<x-6 

x+S 

2x 2 + lOx -12 „ 

28. —5 - <1 

x-x-30 

29. -^V 9 ^ 28 .^ 

6 x 2 +x-l 

3x 2 + 7x-31 c 

x 2 - 2 x -8 

16x 2 - 19x - 59 „ 

3L -z- <8 

3x 2 -2x-8 

2x 2 + 2x - 34 „ 

32. —=-<-3 

x 2 -7x+ 10 

„ -52x 2 + 39x + 22 

33. - 5 -> -4 

10x 2 -7x-6 


34 |/ -2r|-3 >1 

35. |x 2 +9x| < x + 20 

36. |z 2 -3z|>z-2 


37. 4z 2 -5z + 2 <4z 2 +6 


38. |3s 2 -s + 2|<2s 2 +3s 


<2 


39. |5w 2 + 12»v-1|<3»' 2 -7 


40. Rosita pregunta a su mama cuando le permitira ir al cine 
sola con sus amigos. La mama le contesta: “Cuando el cua- 
drado de tu edad menos 17 veces la misma mas 30 sea ma¬ 
yor o igual que cero, te lo permitire”. Rosita muy contenta, 
le dice: “Gracias mama, ire al cine con mis amigos hoy por 
la tarde”. iQue edad tiene, al menos, Rosita? 

4L Encuentra z un numero tal que el menos su reciproco sea 
menor que 6. 


42. Se quiere enmarcar un lienzo cuadrado de 30 cm de lado. 
<,De que ancho puede ser la marialuisa para que el area 
total no exceda 1.369 cm 2 ? 

43. Se quiere construir un anillo formado por dos cfrculos 
concentricos. Si el circulo exterior tiene un radio de 5 cm, 
ique radio debera tener el circulo pequeno para que el 
area del anillo sea por lo menos de 16* cm 2 ? 


Resumen 

• La solucion general de la ecuacion ax 2 + bx + c = 0 esta 

-b±\lb 2 - 4ac 

dada por x =-. 

2a 

• Resolver la ecuaci6n ax 2 +bx+c = 0 significa encontrar 
los puntos donde la grafica de la parabola corta al eje X 
Entonces: 


L Si la ecuacion tiene dos raices distintas, significa que la gra¬ 
fica de la parabola corta al eje X en dos puntos distintos. 

2. Si la ecuacion tiene una sola raiz, significa que la grafica de 
la parabola corta al eje X en un solo punto. 

3. Si la ecuacion no tiene raices, significa que la grafica de la 
parabola no corta al eje X. 
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10.5 EJERCICIOS DE REPASO 


En los ejercicios 1 a 24, resuelve las ecuaciones utilizando el miodo ma apropiado en cada case. 


L y 2 -121 = 0 

9. 

18jt 2 +36jt + 4 =0 

17. 

9a 2 - 27a = 3 

Z 6/-48 = 3y 2 

ia 

. 2 y-1 9 

y + 2 + — =-+ — 

y 2 y 

18. 

7z 2 -28z + 30= 0 

3. x 2 + 6 x + 9 = 0 

1L 

4 z /'12-zV12 + z > 1 

rr{ z A 4 J 

19. 

(w - l)(»v + 2) + (w + l)(»y - 2) = -y- 

4 2z 2 +z-3 = 0 

12. 

12 12 
+ =1 
t r-18 

2a 

(y+2)(y+5)+(y-2)(y-5) = 52 

5. 8n 2 + n - 9 = 0 

13. 

6 3 5 

2L 

(y + 5)(y-3) + (2y-l)(y + l)=-f 

4 

r+2 r-1 6 

6. 6y 2 +13y-63 = 0 

14 

(■ 1-2 f 1 

21 

»v-3 iv-4 w - 6 w -1 

(z + 8) 2 81 

w-4 iv -5 w -1 w - 8 

7. 10^+37^ + 33 = 0 

15. 

jt + 5 x-5 5 

23. 

4x — 3 2 jc -5 

x-5' x+5 2 

2x -1 5x +1 

8. 5n- 2 +4 = 0 

16. 

5y 2 + 12y = 8 

24 

3x — 2 5x-2 
-+-= 2 


x + 4 2x+2 

En los ejercicios 25 a 36, resuelve las desigualdades. 

25. y 2 -3y-40>0 31. |2 »v 2 + 7>v|>iv 2 + »v + 7 

26. \(2y-6) 2 -(y+2f\<2y 1 -4y-48 32. |(z+5) 2 -(z-6) 2 | >z 2 + lOz 


27. 6x 2 + X -1 < 0 

28. w 2 + ll»v + 18 < 0 

29. |z 2 -12z|<4z-15 

30. (3x-2f+ 3(x 2 -S)<25-(2x-3f 


„ x +2x +2 , 

33. -> -5 

x + 2 

, jc-8 2 

34. —- <- 


* 2 +l jc + 6 
35. (s 2 -4)(s-1)>$(s 2 -10s + 16) 


36. 


z 2 -16 


z 2 - 3z - 28 


> 3z-l 


37. Encuentra un numero que sumado a su cuadrado sea 240. 

38. En un rancho se quiere bardear un corral cuadrado que 
tiene 625 m 2 de superficie. ^Cuintos metros de tela de 
alambre se necesitaran? 

39. La suma de los cuadrados de dos numeros es 274. Si uno 
de ellos es 15, £cual es el otro numero? 

40. Encuentra dos numeros enteros consecutivos pares tales 
que la suma de sus reciprocos sea -j*. 

41. El area de un clrculo es 64 veces el area de otro de radio 
menor. Si el clrculo pequeno tiene radio 6 , £cual es el dia- 
metro del clrculo grande? 

42. Una piramide de base cuadrada y 16 cm altura tiene un 
volumen igual a 256 cm 3 . ^Cuanto mide la longitud de la 
base de la piramide? 

43. Una cistema que tiene forma de prisma rectangular con 
base cuadrada tiene una capacidad de 48,000 litros. Si 
mide 3 metros de profundidad, £cuanto mide de lado? 


44 Dos numeros enteros consecutivos satisfaoen que la dife- 
rencia de la potencia quinta del mayor menos la potenda 
quinta del menor es igual a 1. ^.Cuales son dichos numeros? 

45. La suma de dos numeros es igual a 20. La suma de sus 
reciprocos es igual a ^Cuales son dichos numeros? 

Dos numeros enteros son tales que uno es tres unida- 
des mayor que el otro y su media armonica es igual a 77 . 
<Cuales son dichos numeros? 

47. El area de un rectangulo es 150 m 2 . Si se aumentan 2 me¬ 
tros al largo y 2 metros al ancho del rectangulo, el area es 
de 204 m 2 . Calcula el largo y el ancho del rectangulo. 

48. Una senora compro cierto numero de nardos por $ 6 . Si 
hubiera comprado 3 nardos mas por el mismo dinero, ha- 
bria pagado 10 centavos menos por cada uno. ^Cuantos 
nardos compro y cuanto pago por cada uno? 

49. Un terreno rectangular mide de largo el triple del ancho. 
<Cuales son sus dimensiones si tiene una superficie de 
2,352 m 2 ? 




























346 Capitulo 10 ■ Ecuarion general de segundo grado 

50. Un terreno de forma rectangular tiene una superficie de 
375 m ! . Si su ancho es 7 del largo, ^cuales son las dimen- 
siones del terreno? 

5L (,Cual es el perimetro de un cuadrado inscrito en un cfrcu- 
lo de 4 cm de radio si una diagonal del cuadrado coincide 
con el diametro del circulo? 

52. Una clfnica de belleza cobra $65 por tratamiento. Tiene 
un promedio de 30 clientes a la semana. Por cada incre- 
mento de $6 en la tarifa, la clfnica pierde 2 clientes. ^Que 
precio debera fijar la clfnica de modo que los ingresos se- 
manales no sean menores de los que obtiene con la tarifa 
de $65? 

53. Traduce el siguiente poema al lenguaje algebraico y re- 
suelve la ecuacion correspondiente: 


Para poder describir 

las sensadones que siento por ti, 

he de contar 

d numero de estrellas 

que en el cielo pueda observar. 

Pero como he de describir 
el significado de la inmensidad 
he optado por pensar 
en el tiempo de mi vida 
que te he de recordar. 

El inverso de tal numero 
td lo puedes igualar 
a un quinto de las 6 cartas 
que te llegue a regalar, 
menos el tiempo 
que te voy a recordar. 

Araceli Bernabe 
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L os determinantes se desarrollan a partir del estudio de las ecuaciones linea- 
les. En 1750, Cramer presento una formula para resolver sistemas de ecua¬ 
ciones lineales a t raves de determinantes. Por su parte, en 1800, Gauss desarrollo 
un metodo de eliminacion para aplicarlo a problemas de mfnimos cuadrados en 
calculos astronomicos. Sin embargo, desde siglos antes, en China ya se usaba ese 
metodo para resolver sistemas de 3 ecuaciones con 3 incognitas. 

11.1 Relacion entre ecuaciones simultaneas 

E INTERSECCION DE RECTAS 

Juan camina a 2 km/h y Ana a 3 km/h. Si Ana le da a Juan 2 km de ventaja, 
^cuanto tardara Ana en alcanzar a Juan? 

Solucidiu Si llamamos x al tiempo transcurrido y y a la distancia recorri¬ 
da en ese tiempo, con los datos de Ana podemos plantear la ecuacion 


y = 3x, 

y con los datos de Juan obtenemos 

y = 2 + 2x. 

En el piano, identificamos el eje X con el tiempo transcurrido y el eje Y 
con la distancia recorrida. 

Dibujemos la recta que corresponde al movimiento de Ana: 

En el tiempo x = 0, Ana no ha avanzado, y = 0, asf que el punto (0,0) 
estd en la recta de Ana.En el tiempo x = l,Ana ha avanzado 3 km,y = 3, 
asf que el punto (1,3) esta en la recta de Ana. 

En el mismo piano, dibujemos la recta que representa los movimientos 
de Juan: 

En el tiempo x = 0, Juan ha avanzado 2 km, distancia que Ana le dio de 
ventaja, y- 2. Asf, el punto (0,2) esta en la recta de Juan. En el tiempo 
x = 1, Juan ha avanzado 2 km mds, y = 2 + 2 = 4.El punto (1,4) est£ en la 
recta de Juan. 

Observemos el punto donde se cortan las dos rectas; es decir, en el pun¬ 
to (2,6). La primera coordenada del punto corresponde al tiempo que 
tardaron en encontrarse, 2 horas, y la segunda coordenada es la distancia 
recorrida, 6 km. 
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Observa que los valores x = 2, y = 6 satisfacen las ecuaciones del movi- 

miento de Ana y de Juan. 

6 = 3(2) y 6 = 2 + 2(2). 

Cuando tenemos dos ecuaciones lineales con dos incognitas, es decir, de la 
forma ax + by + c = 0 , cada una de ellas representa una recta en el piano, y he- 
mos visto que hay una infinidad de parejas (x,y) que satisfacen cada una de las 
ecuaciones. Resolver simultaneamente las dos ecuaciones significa encontrar 
una pareja (x,y) que satisfaga ambas ecuaciones. Geometricamente, significa 
encontrar un punto del piano que este en ambas rectas; es decir, encontrar el 
pun to donde se cortan las rectas, si lo hay. 

Recordemos que para dos rectas en el piano, puede suceder que: 

• Se corten en un punto. 

• Sean la misma recta. 

• Sean paralelas. 

Respectivamente, dos ecuaciones lineales con dos incognitas pueden: 

• Tener una unica solucion. 

• Tener una infinidad de soluciones. 

• No tener solucion. 


" EJEMPLOS 

1. Dibujar las rectas y senalar si existe un punto que resuelve el sistema: 
x+2y-3 = 0 
x-y = 0 . 

Solucion: Dibujemos las rectas en el piano. 

Para dibujar una recta, podemos dar dos puntos de ella y unirlos. 

Si damos el valor de y = 0,el valor dex que satisface la primera ecuacion 
es x = 3; asf, el punto (3,0) esta en la recta determinada por ella; dando 
otro valor de y, por ejemplo, y = 2 , obtenemos x = - 1 ; asf, (- 1 , 2 ) tambien 
esta en la recta. Uniendo estos puntos encontramos la recta que represen- 
ta la primera ecuacion. 
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De raanera similar, encontramos la recta que representa la segunda ecua- 
cion (vease la figura 11.2). En la grafica vemos que el unico punto que esta 
en ambas rectas es (1,l),asi que la unica solucion al sistema de ecuaciones 
es x = l,y = l. 


2, Dibujar las rectas y senalar si existe un punto que resuelva el sistema 
6x + 4y - 4 = 0 
9x + 6y-6 = 0. 

Solution: Dibujamos las rectas en el piano como hicimos en el ejemplo 
anterior (vease la figura 11.3). Observemos que las rectas que representan 
a cada una de las dos ecuaciones son la misma recta. Esto significa que toda 
pareja (x,y) que satisface a una de esas ecuaciones, tambien satisface a la 
otra. Por tanto, hay una infinidad de soluciones. 



Si despejamos y de cualquiera de las ecuaciones, tenemos y = -f x + 1, lo 
cual significa que por cada valor x, la pareja (x, - § x+1) es solucion del 
sistema. 


3. Dibujar las rectas y senalar, si existe, el punto que resuelve el sistema 
2x- y+1 = 0 

2x-y+2 = 0. 


Solution: Dibujemos las rectas en el piano (vease la figura 11.4). 
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Y • 

2 

/ 

/ / 

y = 2x + l 

—4 —2 

2 X 

y= 2X+2/-2 

-J 


Figura 11.4 


Observemos que las rectas son paralelas, por lo que si un punto esta en una 
de las rectas, no esta en la otra, lo cual quiere decir que ao hay ninguna 

pareja (x,y) que sea solucion de ambas ecuaciones. 


En las siguientes secciones veremos diversos metodos para encontrar la 
solucion, si la hay, de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incogni¬ 
tas. En general, cualquier sistema puede resolverse mediante cualquiera de los 
metodos descritos, pero en la practica, dependiendo de la forma que tengan 
las ecuaciones particulares, serd mas facil aplicar un metodo que los otros;por 
ello es bueno dominarlos todos y saber sacarle partido a cada uno en los casos 
particulares. 


11.1.1 Ejerdcios 


Dibuja las rectas y semi a, si existe, el punto que re sue Ive el sistema. 


L y= jc — 6 

y =- 4 


5. jc+y = -4 
x-y = -16 


9. jc— y + l = 0 
jc + y —1 = 0 


2. jc-3y = 0 
jc —y =2 


6. 5jc— 3y = 2 

—10* + 6y = —4 


10. 9jc + 4y = —1 
—18x — 8y = 2 


3. jc + 2y = —1 
y=—5 


7. 2*+6y = 10 
jc + 3y = 7 


11. 10r + 5y = —5 
4jc+y = -5 


4 5jc+y = 25 
3* —4y = —8 


8. 3x — 2y = 7 
5 jc + 2y = —15 


12. y =9 

11jc + 5y = —10 


11.2 Metodo de igualacion 

Lupitadijo a Natalia:“Si a mi edad le sumas l.obtendrasel mismo numero que 
si a la edad de Roberto le restas 1 y multiplicas el numero obtenido por 2. Si a 
mi edad le restas 1, obtendrds la misma cantidad que si a la edad de Roberto le 
sumas 1. ^.Sabes que edad tenemos Roberto y yo?” 

Solucion: Llamamos £ a la edad de Lupita y r a la de Roberto. De los 
datos del problema, planteamos las siguientes ecuaciones: 


*+l = 2(r-l) 
£-l = r + l. 


( 11 . 1 ) 
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Reescribimos las ecuaciones de la siguiente manera: 

£-2r = -3 
£-r = 2. 

Despejamos la variable £ de ambas ecuaciones: 

£ = -3 + 2 r 
£ = 2 + r. 

Igualamos las ecuaciones: 

-3 + 2r = 2 + r. 


( 11 . 2 ) 


Resolviendo para r obtenemos 

r = 5. 

Ahora sustituimos este valor de r en la segunda ecuacion de (11.2) para 
obtener el valor de £: 


£ = 2 + 5=7. 


As! que Lupita tiene 7 anos y Roberto tiene 5. 

Comprobacion: Sustituimos los valores £ = 7y r = 5 enlas ecuaciones 

( 11 . 1 ): 

Primera ecuacion: 

Lado izquierdo: £+1 = 7 + 1 = 8. 

Lado derecho: 2(r-1) = 2(5 -1) = 8. 

Segunda ecuacion: 

Lado izquierdo: £-1 = 7-1 = 6. 

Lado derecho: r + l = 5+ l = 6. 


Metodo de igualacion 

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales de dos variables por este 

metodo, seguimos estos pasos: 

Paso 1 Despejamos la misma variable de ambas ecuaciones. 

Paso 2 Igualamos las expresiones obtenidas para dicha variable y resol- 
vemos para la otra variable. 

Paso 3 Sustituimos el valor obtenido para esta variable en alguna de las 
ecuaciones del primer paso y obtenemos el valor de la otra va¬ 
riable. 

Paso 4 Comprobamos la solucion sustituyendo los valores en las ecua¬ 
ciones originales. 


" EJEMPLOS 

a + 3h = 11 

Resolver el sistema 

a-lb = -5. 

Solucion: 


Paso 1 Despejamos la variable a de ambas ecuaciones: 



(11.3) 
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a = 11-36 
a = -5 + 76. 

Paso 2 Igualamos las dos expresiones: 

11-36 =-5 + 76. 

Paso 3 Rcsolvemos para 6, con lo que obtenemos: 

_ 16 _ 8 
_ 10” 5’ 

Ahora sustituimos este valor en la primera ecuacion de (11.3) para en- 
contrar el valor de a: 




La solucion es: a = 6 = $. 

Paso 4 

Comprobacion: Sustituimos los valores a = ^- y 6 = | en las ecuacio- 
nes originales: 


Primera ecuacion: a + 36 = -y- + 3| 

31 

Segunda ecuacion: a - 76 = — - 7 


(Sl-T*- 


11 . 


8 ) 31-56 


= -5. 


2. Resolver el sistema: 


9x-6y = ll 


5x+2y= 15. 

Solucion: Despejamos la variable v de ambas ecuaciones 

ll + 6y 

S-— 

9 


x = 


15-2y 


(11.4) 


Igualamos las dos expresiones: 

ll + 6y 15 -2y 
9 5 

y resolvemos para y, obteniendo 

ll-t-6y 15-2y 
9 " 5 

5(11 + 6y) = 9(15 -2y) 
55 + 30y = 135 - 18y 
80 


y= 


48 


" = 3 - 

Ahora sustituimos este valor de y en la primera ecuacidn de (11.4) para 
encontrar el valor de x: 
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La solution es: x = y = f . 

Comprobadon: Sustituimos x = -y y y = j enlas ecuaciones originales: 

Primera ecuacion: 9x - 6y = 9 ^ j - 6 ^ j = 21-10 = 11. 

c ^ .. c „ 35 + 10 

Segunda ecuacion: 5x + 2y = 51 — 1 + 21 — 1 = —-— = 15. 


3. Resolver el sistema: 


7c -3d = -4 


-14c+6d= 8 . 

Solution: Despej araos la v ariable d de ambas ecuaciones: 

7c+ 4 


d = 
d = 


3 

8+14c 


(11.5) 


Igualamos las dos ecuaciones: 

(H. 6 ) 

3 6 

y resolveraos la ecuacion anterior para c, con lo que obtenemos: 

7c+ 4 8 +14c 

3 " 6 

2(7c + 4) = 8 + 14c 
14c+8 = 8 + 14c 
8 = 8 . 

Hemos obtenido una identidad, as! que para cualquier valor de c, la igual- 
dad (11.6) es cierta (comprueba sustituyendo varios valores de c). Para 
cada valor de c que demos, utilizamos cualquiera de las ecuaciones de 
(11.5) para encontrar el valor correspondiente de d. Entonces este sistema 
de ecuaciones tiene una infinidad de soluciones: 


c arbitrario, d = 


7c+4 


■ 


11.2.1 Ejerdcios 


En los ejerdcios 1 a 39, resuelve los sistemas de ecuaciones. 


L Sx-y =-9 
6 x-y =4 


4 5iv + 3z = —30 
4w-5z =13 


7. -2c-d = -84 
c + d =42 


2 . -2 a + y = 1 
-a + 3y =4 

3. 4r - s = 8 

4 r- s = —10 


5. r-s =3 
r + 2s =18 


8. 3a + 6b = —3 
3a+8b =7 


6. -x + y = -5 
9x-9y =36 


9. -lOw + 16z = —38 
5h--8z = 19 
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10. 

r + 3s = — 1 

18. 3s+2r =42 

26. 

3x-2y = -5 


r + 3s =4 

3s-4r = 24 


8y-2x =50 

11. 

-la + 46 = -3 

19. t+w =15 

27. 

4a - 66 = -8 


6a-4b =8 

i--4 


-a + 36 = —4 



w 





w-7 3 


b a 

12. 

x + y = -2 

20. - = - 

28. 

-+-=4 


x + 3y =12 

z + 1 2 


4 6 


2 w+z = -3 


3a 6 ^ 





4 2 

13. 

Ix + y = 6 

21. « +1 = 5 

29. 

x y 
—+ — =2 


2jr + y = -3 

b 7 

2(6-5) = a 


2 3 

— jr-30 = -5 y 





2 

14 

3>v+z =21 

22. 21a+106 =3 

30. 

(c+d)+ 3 - 


-3 w+z = -15 

-9a + 66 =15 


10 c - Id 





6 

15. 

3w-4z =7 

23. 2»v + z = —11 

3L 

5t-3w =24 


- 6 h' + 8 z = — 14 

llw-2z = -38 


—4f + 3w = —15 

16. 

-6c+7d = -17 

24. 9x + 4y = 25 

32. 

12r-9s =6 


8 c - 12d = 20 

\lx-6y = 5 


8r-27s =-24 

17. 

5a-46 =8 

25. 8 r - 15s = -12 

33. 

2t + 15*v = -1 


3a + b = 15 

8r-5s =0 


-3f- 25w =1 


34. En un corral hay gallinas y borregos. Los animates tienen 
60 cabezas y 150 patas. ^Cuantas gallinas y cuantos borre¬ 
gos hay en el corral? 

35. Dos hermanos trabajan en una misma empresa. La suma 
de sus salarios diarios es de $177. El salario de uno de ellos 
menos $61 es la tercera parte del salario del otro. <Cual es 
el salario diario de cada uno? 

36. Dos numeros enteros x y y satisfacen que, al formar el co- 
dente del primero entre la suma del segundo mas 5, se 
obtiene Si al primero se le suma 8 , se obtiene 2 veces el 
segundo. Encuentra los numeros. 

37. La diferencia de dos numeros es 58. El primero menos 24 
es igual al segundo mis 24. ^Cuales son los numeros? 

Si al doble de mi edad le restas 5 anos, obtienes la edad de 
mi papa. Si a mi edad le sumas 17 anos y a la de mi papa le 
restas 17 anos, obtienes el mismo numero. ^Puedes saber 
cuantos anos tengo y cuantos tiene mi papa? 

39. 10 kilos de huevo y 4 kilos de jitomate cuestan $62. Tres 
kilos de huevo y 5 kilos de jitomate cuestan $30. ^Cuan to 
cuesta 1 kilo de jitomate? ^Cuanto 1 kilo de huevo? 

40. Un papa y su hijo de 6 anos corren todos los fines de sema- 
na en un deportivo cercano a su casa. ^Cuantas vueltas da 
cada uno a la pista, si se sabe que 6 veces el recorrido del 
papa mas 5 veces el recorrido del hijo es igual a 63 vueltas 
y 3 veces el recorrido del papa es igual al recorrido del hijo 
mas 21 vueltas? 

4L Camino al mercado, una vendedora de flores planeaba 
comprar una licuadora con el producto de la venta del dfa. 
Pensaba: “Si vendo cada ramo en $5, me faltarian $16 para 


completar el costo de la licuadora. Si vendo cada ramo 
en $7, podre comprar la licuadora y me sobraran $4”. 
^Cuantos ramos llevaba y cual es el costo de la licuadora? 

42. Un paquete de huevo tiene cierto costo. Si se vende cada 
huevo en 40 centavos, vendiendo el paquete completo se 
obtendra una ganancia de 90 centavos. Vendiendo cada 
uno en 35 centavos, la ganancia total sera de s61o 30 cen¬ 
tavos. 4 ,Cual es el costo del paquete y cuantos huevos 
tiene? 

43. Si a la base de un rectangulo le sumas 48 y multiplicas esta 
cantidad por la obtenida al restar 12 a la altura, obtienes 
el area del rectangulo. Si ahora sumas 16 a la base, restas 8 
a la altura y multiplicas las cantidades obtenidas, vuelves 
a encontrar el area del rectangulo. ^.Cuanto mide la base y 
cudnto la altura? Sugerencia: escribe el area del rectangu¬ 
lo como el producto de la base por la altura. 

44. ^Cuanto miden los angulos de un triangulo si se sabe que 
uno de ellos mide 20 °, y de los restantes el doble de uno 
menos el otro es igual a 50°? 

45. En un criadero de perros hay 523 cachorros. Si hay 67 ma¬ 
chos menos que hembras, ^.cuantos hay de cada sexo? 

46. Escribe el numero 49 en dos sumandos de tal manera que 
un cuarto de uno de ellos mas un tercio del otro es igual a 
14. 

47. La suma de dos numeros es 3,015 y su cociente es 14. 
iCuales son estos numeros? 

48. Con una barrica de 110 litros de vinagre se quiere llenar 
168 botellas,unas de | litroy otras de 7 . <Cuantas botellas 
de cada clase se utilizaran? 
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11.3 Metodo de suma y resta 

Si en f le restamos uno al numerador y le sumamos tres al denominador, el 
resultado es f. En cambio,si al numerador le sumamos uno y al denominador 
le restamos 3, el resultado es 4- i,Cu&l es el valor del numerador y del denomi¬ 
nador de la fraction original? 

Solution: ± es la fraction buscada. Ahora planteamos el problema si- 
guiendo las indicaciones: 


jc-i = 2 
y + 3~5 
x + l _ 3 
y -3 2' 


(11.7) 


Para poder resolver el sistema de ecuaciones, debemos escribirlas en una 
forma mas sencilla, suprimiendo los denominadores. Multiplicamos la pri¬ 
mer a ecuacion primero por 5 y despues por y +3, con lo que obtenemos 
la ecuacion: 


5(x-l)-2(y+3). 

Analogamente, multiplicamos la segunda ecuacion de (11.7), primero por 
2 y despues por y- 3: 

2(x + l) = 3(y-3). 


Ahora agrupamos los terminos en x y y, poniendo los terminos con varia¬ 
bles de un lado de la ecuacion y el termino constante del otro. 


5x-2y = 11 
2x-3y«-ll. 


( 11 . 8 ) 


Resolvemos el sistema obtenido en (11.8) de la siguiente manera: 

Multiplicamos la primera ecuacion por 2 y la segunda por 5 para que el 
coeficiente de x sea igual en ambas ecuaciones, con lo que obtenemos: 


10x-4y = 22 
10x-15y = -55. 


Ahora restamos la segunda ecuacion de la primera, con lo que obtenemos: 


lly = 77. 


Resolviendo para y obtenemos: 


y= 7. 

Sustituimos este valor de y en la primera ecuacion de (11.8) y despejamos 
x para encontrar su valor: 

5jc- 2(7) = 11 
5:r= 25 
x = 5. 


x = 5 

y~T 


Entonces la fraction buscada es: 
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Comprobadoru Sustituimos los valores * = 5 y y = 7 en las ecuaciones 
(11.7): 

Primera ecuacion: ——- = -—- = — = —. 

y+3 7 + 3 10 5 

„ x+l 5 + 1 6 3 

Segunda ecuacion: -- = ——- = — = —. 

y -3 7-3 4 2 


Metodo de suma y resta 

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales de dos variables utilizan- 
do este metodo, seguimos estos pasos: 


Paso 1 Multiplicamos cada ecuacion por aquellos numeros que hagan 
que, en ambas ecuaciones, los coeficientes de una de las variables 
sean iguales, excepto tal vez por el signo. 

Paso 2 Sumamos o restamos las ecuaciones para eliminar esa variable. 

Paso 3 Resolvemos la ecuacion resultante para la variable que quedo. 

Paso 4 Sustituimos este valor en cualquiera de las ecuaciones originates 
para encontrar el valor de la otra variable. 

Paso 5 Comprobamos la solucion sustituyendo los valores en las ecua¬ 
ciones originates. 

A este metodo tambien se le conoce como el iodo de reducciih. 


" EJEMPLOS 

3r + 3s = 1 

Resolver el sistema: 

r-s =3. 

Solucion: 


Paso 1 Para resolver el sistema, multiplicamos la segunda ecuacion por 3 
para que el coeficiente de la s en ambas ecuaciones difiera solo en el signo. 


3r + 3s = 1 
3r-3s = 9. 


Paso 2 Sumamos las ecuaciones: 

6 r = 10 . 


Paso 3 Resolvemos para r. 


r = 


5 

3” 


Paso 4 S ustituimos este valor en la segunda ecuacion del sistema original 
para encontrar el valor de s: 


5 

3 


-s = 


3 


s 


4 

3' 


La solucion es: r = f, s = - 7 . 
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Paso 5 


Comprobacioiu Sustituimos los valores r = f y s = ~4 en el sistema ori¬ 
ginal: 


2 . 


Primera ecuacion: 


Segunda ecuacion: 


6 * + 5y 

Resolver el sistema: _ „ 

10* + 7y 


>+3s=3 (f) +3 (-f) =1 - 

r —rB) -3 - 


28 

52. 


Solution: Para resolver el sistema, mul tiplicaremos cada una de las ecua- 
ciones por un factor, de tal manera que los coeficientes de * coincidan en 
ambas ecuaciones. Observa que una posibilidad es multiplicar la primera 
por 10 y la segunda por 6; sin embargo, puesto que tanto 6 como 10 tienen 
el 2 como factor comun,basta con multiplicar la primera por 5 y la segunda 
por 3: 


30* + 25y = 140 
30* + 21y = 156. 


Ahora restamos la segunda ecuacion de la primera y resolvemos para y: 

4y = -16 
y=~4. 

Sustituimos el valor obtenido en la primera ecuacion original para obtener 
el valor de *: 

6 *+ 5 (-4) = 28 
6 * = 48 
* = 8 . 


La solution es: * = 8, y = -4. 


Comprobation: Sustituimos los valores * = 8 y y = -4 en el sistema ori¬ 
ginal: 

Primera ecuacion: 6x + 5y = 6(8)+ 5(-4)= 28. 

Segunda ecuacidn: 10* + 7y = 10(8) + 7(-4) = 52. 

3. La suma de los dfgitos de un mimero * de dos cifras es 12. El numero divi- 
dido entre 6 es igual al triple del dfgito de las unidades, mas 2. Encuentra 
el numero *. 


Solution: Llamamos d al dfgito de las decenas de *, y u al de las unida¬ 
des. Entonces 


* = 10 d + u. 

La suma de los dfgitos de * es 12; es decir, 


d + u = 12. 

* dividido entre 6 es igual al triple del dfgito de las unidades, mas 2; es 
decir. 


* „ 

- = 3u+2, 
o 


o sea, 


10 d + u 


3«+ 2. 


6 
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Planteemos el sistema: 


d + u = 12 
lOd+u 


= 3u + 2. 


(11.9) 


Simplificando la segunda ecuacion de (11.9) obtenemos el siguiente siste¬ 
ma de ecuaciones: 


d + u = 12 
lOd - 17m = 12. 


( 11 . 10 ) 


Multiplicamos por -10 la primera ecuacion de (11.10): 


-lQd -lOu = -120 
10d-17u =12. 


Sumamos estas dos ecuaciones, con lo que obtenemos: 

-27u = -108. 


Resolvemos para u la ecuacion anterior: 


u = 


-108 . 
^ 27 ' =4 - 


Ahora sustituimos este valor de u en la primera ecuacion de (11.9) y des- 
pejamos d para encontrar su valor: 


d = 12 - m = 12 - 4 = 8. 


Entonces el numero buscado es 84. 

Comprobacion: Sustituyendo los valores d = 8 y «=4 en la primera 
ecuacion de (11.9) tenemos: 


d+u = 8 + 4 = 12. 


Sustituyendolos en la segunda ecuacion de (11.9): 

Lado izquierdo: l0d + u . = 1Q( ^ )+4 = 14. 

6 6 

Lado derecho: 3« + 2 = 3(4)+2 = 14. 

Por tanto, los dos lados de la segunda ecuacion son iguales. 


11.3.1 Ejerddos 


En los ejercicios 1 a 39, resuelve los sistemas de ecuaciones 

L 2x-y = 19 5. 6x + 2y = 14 

-jc = -5-2y -2x + y = 7 

9. 

w-5z = - 
-2w + 15z = 1 

2. a + 6b = 11 

5a-\5b = 10 

6. 

8r-3s =3 

16r = 18 -2s 

10. 

9x-y = 0 

6x + 2y =8 

3. 7jt + 21»v = 10 

Ux-lw =-l 

7. 

2 t + u =3 
t + 2u =3 

11 . 

3y- 2x =11 
y + 4x = 6 

4 -3c + 5d =21 
c-d = —5 

8. 

2h> + 2z = 10 

2iv-z = 4 

12. 

4 a + 2d =9 

2a - d =1 
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13. 

10iv-17z = -76 

22. 3x + 2y = 13 

3L 


15»v-4z = 0 

9x-4y =-21 


14 

2* -2y = 14 

23. 45c-8d = -11 

32. 


x+y = 1 

fO 

II 

■X3 

1 


15. 

7a + lb =4 

24 5x + 3y = 8 

33. 


-2a+ 36 = 1 

10x-5y = -14 


16. 

x + 2 y = 15 

25. 15a-26 =21 

34 


H 

1 

II 

O 

5a+ 46 =35 


17. 

3c + 3d = 15 

26. 14t + 5u =35 

35. 


II 

■*3 

(N 

1 

rJ 

II 

’-H 

1 


18. 

8iv-15y = -56 

27. 7x-23y = 13 

36. 


IV + y = — 7 

-16x + 59y = 4 


19. 

t-u =-l 

28. x-y = —6 

37. 


-3t + 4u = —2 

llx+lly = 121 


20 . 

5x + y = 10 

29. 3r-2s =50 

38. 


6x-2y = —4 

O 

II 

60 

1 

k, 

<N 


2L 

5 x + y = 0 

30. 2iv + 3z = 5 

39. 


x + 5y =0 

3w> + 2z =5 



±-^- = -20 

4 4 

—+ — = 10 
7 6 
x »v 
-+— =0 

2 3 

2x + — = -15 
2 

-a-6 =8 
4 

2 

a + —b - 2 
5 

12iv + llz = -13 
f >v + 3z = -2 

c + d = | 
c-d = 4 

2*-y =6 

2 1 < 

3 5 
3 1 

—x + -y = -4 

4 3 

3 8 

—jc + -y = 0 

4 7 

4 3 

-*—y =0 

3 4 

2g -36 _ 6 +1 

3 ~ 2 

4a + 36 


= a-3 


40. Si en f le sumas 5 al numerador y le restas 2 al denomi- 
nador, el resultado es -f. Si al numerador le sumas 1 y al 
denominador le restas 3, el resultado es j-. ^Cuales son los 
valores del numerador y del denominador de la fraccion? 

4L La temperatura minima tomada en la Ciudad de Mexico 
en dos dfas distintos fue tal que 5 veces la del primer dfa 
mas 6 veces la del segundo es igual a 121 grad os. Seis veces 
la del primer dfa mas 5 veces la del segundo tambien es 
121 grados. jCuales fueron las temperaturas mfnimas en 
cada uno de los dfas? 

42. Encuentra dos numeros cuya diferencia es 1 y cuya suma 
esi 

43. Si en j- le sumas el denominador al numerador, obtienes y 
. Si le restas 4 al numerador y le sumas 3 al denominador, 
el resultado es ^Cuales son los numeros? 

44 Si en f le sumas 7 al numerador y le restas 1 al denomina¬ 
dor, obtienes 1. Si le restas 4 al numerador y 11 al denomi¬ 
nador, obtienes -f. <Cuales son los numeros? 

45. Si al numerador y al denominador de y le restas 1, el valor 
de la fraccion es 4. Si al numerador y al denominador de la 
fraccion le sumas 3, la fraccion es 7 . Encuentra la fraccion. 

46. La suma de dos numeros es 133. Si al menor de ellos le 
sumas 95, obtienes el mayor. Encuentra los niimeros. 

47. Dos amigos deciden hacerse socios, y aportan para la so- 
dedad cantidades x y y respectivamente. Juntos reunen 


$27,120. Sin embargo, antes de emprender el negocio, 
uno gasta | partes de la cantidad que tem'a y el otro gas- 
ta $7,745, y en ese momento a ambos les queda la misma 
cantidad. ^Cuales eran las cantidades iniciales? 

48 Luis tiene 17 monedas. Solamente tiene monedas de 10 
y de 20 centavos. Si en total tiene $2.40, £cu£ntas monedas 
de 10 centavos y cuantas de 20 tiene? 

49. Rosa y Julia tienen $75 entre las dos. Si Rosa tiene el triple 
de la suma de lo que tiene Julia mas $1, ^cuanto dinero 
tiene cada una? 

50. Si un cuarto de gruesa de naranjas, es decir, 36 naranjas, y 
una docena de toronjas cuestan $18, y si 4 toronjas cues- 
tan igual que una docena de naranjas, <,cuanto cuesta cada 
naranja y cuanto cada toronja? 

51. Encuentra un numero de dos cifras que satisfaga las si- 
guientes condiciones. Al sumar las cifras se obtiene 14, y si 
sumas 13 unidades al numero buscado, el resultado es 90. 

52. Encuentra un numero de dos cifras que satisfaga las si- 
guientes condiciones: 4 veces la cifra de las decenas menos 
5 veces la de las unidades es igual a — 8 . El doble de la cifra 
de las decenas menos 8 es igual a la cifra de las unidades. 

53. Dos numeros suman ^ 7 -. Si res tamos 7 al mayor y se lo 
sumamos al menor obtenemos dos cantidades iguales. 
<Cuales son dichos numeros? 
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11.4 Metodo de sustuucion 

Tomando iguales volumenes de materiales distintos, en general obtendremos 
pesos distintos. El peso depende justamente del material utilizado; en esto 
consiste el llamado >eso especlfico o densidad de un material y se expresa en 
kg/dm 3 . Por ejemplo, si un bloque de cristal pesa 30 kilos y el mismo volumen 
de agua pesa 9 kilos, entonces la densidad del cristal en relacion con el agua, o 
simplemente la densidad, es ” = 3.33. 

La suma de las densidades del acero y del oro es 27.08. La densidad del 
oro es mayor que la del acero, pero si restamos 5.72 a la densidad del oro y le 
sumamos 5.72 a la del acero, obtenemos dos cantidades iguales. ^,Cual es la 
densidad de cada material? 

Solution: Llamamos o a la densidad del oro y a a la del acero. Entonces, 
con los datos del problema, planteamos el siguiente sistema de ecuariones: 

o+a = 27.08 

o-5.72 = a + 5.72. ( 1U1 ) 

Despejamos a de la primera ecuacion: 

a = 27.08 - 0 . (11.12) 

Sustituimos este valor de a en la segunda ecuacion de (11.11): 

o - 5.72 = (27.08-o) +5.72. 

Resolviendo esta ecuacion para o obtenemos: 

2o = 27.08 + 5.72 + 5.72 
o = 19.26. 

Sustituyendo este valor en (11.12) encontramos el valor de a: 


Arqufmedes (287-212 a. C.) 

Arqufmedes, considerado 
uno de los mas grandes 
pensadores de la Antiguedad, 
nacio y murio en Siracusa 
(Sicilia). Se cuenta la 
anecdota de que el rey Herdn 
sospechaba que un joyero 
habfa adulterado la corona 
de oro puro que le habfa 
encargado fabricar, y le pidio a 
Arqufmedes que confirmara o 
desechara su sospecha. Un dfa 
tomando un bano, Arqufmedes 
reflexiond que el agua que se 
desbordaba de la tina tenia 
que ser igual al volumen de su 
cuerpo que estaba sumergido 
y salio desnudo por las calles 
gritando "[Eureka, eureka!" 

([Lo encontre!). Con base en 
esta idea pudo determi nar 
el volumen de la corona. Al 
hacerlo comprobo que la 
corona ten fa un volumen mayor 
que el de un objeto de oro del 
mismo peso y, por tanto, no era 
de oro puro. 


a =27.08 -19.26 = 7.82. 


Asf, la densidad del oro es de 19.26 y la densidad del acero es de 7.82. 

Comprobacion: Sustituimos los valores o = 19.26 y a = 7.82 obtenidos, 
en las ecuariones (11.11): 

Primera ecuacion: 


o + a = 19 26 + 7.82 = 27.08. 

Segunda ecuacidn: 

Lado izquierdo: o-5.72 = 19.26 - 5.72 = 13.54. 
Ladoderecho: a + 5.72 = 7.82 + 5.72 = 13.54. 

Por tanto, ambas ecuariones se satisfacen. 


Metodo de sustitucidn 

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales de dos variables mediante 
el metodo de sustitucion, seguimos los pasos indicados a continuacion: 


Paso 1 Despejamos una de las variables de una de las ecuaciones 
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Paso 2 Sustituimos en la otra ecuacion la expresion encontrada y la re- 
solvemos para encontrar el valor de la variable. 

Paso 3 Sustituimos dicho valor en la ecuacion del paso 1 y resolvemos 
para obtener el valor de la otra variable. 

Paso 4 Comprobamos, sustituyendo los valores en ambas ecuaciones. 


“ EJEMPLOS 

L Resolver el sistema 2x + 2y = -5 
9x + 6y = -15. 

Solution: 


Paso 1 Despejamos y de la primera ecuacion del sistema: 

-5-2* 


(11.13) 


Fmo 2 Sustituimos este valor en la segunda ecuacion del sistema y resol¬ 
vemos la ecuacion: 

9x + 3(-5 - 2x) = -15 

9x-6x = -15 + 15 


3x = 0 


x = 0. 

Paso 3 Sustituimos el valor de x en la ecuacion (11.13) para obtener el 
valor de y: 


y = 


-5-2(0) 5 

2 2 ' 


La solucidn es x = 0 y y = -f. 

Paso 4 


Comprobacwn: Sustituimos x = 0 y y = -{ en el sistema original: 
Primera ecuacion: 2x+2y = 2(0) + 2^-^j = -5. 

Segunda ecuacion: 9x+6y = 9(0) + 6 f-^j = -15. 


2, Entre 4 primos tienen 256 canicas. Si a las canicas del primero se le suman 
3 canicas, a las canicas del segundo se le restan 3, las del tercero se multi- 
plican por 3 y las del cuarto se dividen entre 3, todos los primos tendran la 
misma cantidad de canicas. ^.Cuantas canicas tiene cada primo? 


Solution: Llamamos x, y, z y w al numero de canicas de cada uno de los 
primos en el orden del enunciado. Entonces, 

x + y + z + »v = 256. (11.14) 


Como el numero de canicas del primero m£s 3 es igual al numero de cani¬ 
cas del segundo menos 3, tenemos: 


x + 3= y-3. 
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De las otras dos condiciones dadas en el problema tenemos: 


* + 3 = 3z 

* + 3 = —. 


Aunque en este problema tenemos mas de dos ecuaciones e incognitas, 
tambien podemos utilizar el metodo de sustitucion enunciado, ya que po- 
demos ver que en las tres ultimas ecuaciones, las variables y, z, w dependen 
solo de x. Asi que despejamos y,z y w de dichas ecuaciones respectivamen- 
te, con lo que obtenemos: 


y = x + 6 
x+3 


w = 3(x+3). 


(11.15) 


Ahora, sustituyendo en (11.14) obtenemos: 


*+*+ 6 + 


^|^ + 3(x + 3) = 256. 


Simplificando y resolviendo para x 

x + 3 


x+x + 6+ -+3(* + 3) = 256 


16*+ 48 


= 256 


* = 45. 


Sustituyendo en (11.15) encontramos todos los valores: 

y-5i 

Z = 16 
w = 144. 

El primer primo dene 45 canicas, el segundo 51, el tercero 16 y el cuarto 
144 canicas. 


Comprobadon: Si x = 45, y = 51, z = 16 y w = 144, entonces: 
Primera ecuacion: 


x+y + z+w= 45 + 51 + 16+144 = 256. 

Segunda ecuacion: 

Lado izquierdo: ^ + 3 = 45 + 3 = 48. Lado derecho: y-3 = 51-3=48. 
Tercera ecuacion: 

Lado izquierdo: * + 3=45 + 3 = 48. Lado derecho: 3z = 3(16) = 48. 
Cuarta ecuacion: 


Lado izquierdo: * + 3 = 45 + 3 = 48. 


w 


Lado derecho: 

3 



3. Encuentra el numero a de dos cifras que satisface las siguientes condicio¬ 
nes: la cifra de las decenas es 4 unidades mayor que la de las unidades. Si 
inviertes las cifras y restas la cantidad obtenida del numero buscado, se 
obtiene 45. 
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Solution: Llamamos d a la cifra de las decenas y u a la de las unidades. 
Entonces el numero buscado a es: 

a = 10 d+u. 

Como la cifra de las decenas es 4 unidades mayor que la de las unidades 
entonces 

d = u + 4. 

De los otros datos del problema obtenemos la siguiente ecuacion: 

10d + M - (l0u + d) = 45. 

Ahora sustituimos d: 

10(u + 4)+ u - (lOu + (u + 4)) = 45. 

De donde obtenemos: 

10h + 40 + m - 11h - 4 = 45 
36 = 45. 

Como no es cierto que 36 = 45, ningun valor de u satisface la liltima ecua¬ 
cion, asf que el sistema no tiene solucion. 

No es posible encontrar un numero de dos cifras que satisfaga las con- 
diciones especificadas. 


11.4.1 Ejerdcios 


En los ejerdcios 1 a 33, resuelve los sistemas de ecuaciones utilizando el mdodo de sustituciai. 


L 

3*+ 5 =3 

2jt + 5y =5 

1Z 

3s + f =6 
-27s-8f =-49 

23. 45»- + 21z =-| 
88»v + 37 z = -7 

Z 

-2x + y = 1 
-x + 3y = 4 

13. 

18h> + 12z =0 
-\4w + 16z = 19 

24. r+t=j 

15r+ 3t = 5 

3. 

5a -lb =-23 
-8a+ 36 =18 

14 

-10x-17y =9 

25x + 30y = 0 

25. 9a - 86 = -6 
23a +116 = 79 

4 

3.5r -4s = -9 

Ir + 3s =4 

15. 

-18r + 9/ =-15 

33r - lit =11 

26. -15* -8y =-96 
27*+y = 12 

5. 

7a + 6 =3 
-14a-2b = -6 

16. 

2x + 2y = -5 

9x + 6y =-15 

27. 17^ + 14f =25 
19w + 3t =-19 

6 . 

3w-6z = 12 
h' + 2z =4 

17. 

19a + 14b = 95 

3a- b =-15 

28. 5s - f = -4 

19s-4/ =-25 

7. 

X-y = -6 

-9x + 9y = 54 

18. 

21x - 14y =7 

4x + 3y = -44 

29. a-6 =11 

51a-736 =-121 

8 . 

5x-3y = -2 

9x-5y =4 

19. 

32r + 12f = -12 

6r + 5t = 17 

30. 9c + 3d =-48 

4c-6d =-58 

9. 

3x+22y =31 

7x- lly =30 

20. 

49x+10y =2 
-31x - 5y = 12 

3L = ^ 

4 3 4 

x y 5 

3 4 ~ 4 

10. 

6 a+b =0 
-11a - 2b =-14 

2L 

-10a+ 116 =2 

5a -4b =2 

32. ±+^=0 

6 7 

x y a 

-= -4 

6 7 

11. 

9r+4t = 15 

13r+8f =5 

2Z 

13x + 13y = 0 
-11*-17? =f 

33. = ™ 

2 5 5 

3* 9y 6 

4 + 5 " 5 
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34. La densidad del vino de Borgona es menor que la de la 
leche. La diferencia entre las densidades de ambos lfqui- 
dos es 0.039 mientras que la suma es 2.021. Encuentra la 
densidad de cada uno. 

35. El perimetro de un triangulo es 12 metros. Sus lados x,y y 
z satisfacen las siguientes igualdades z -3 = y-2 = x-1. 
^Cuanto miden los lados del triangulo? 

36. Un rectangulo de perimetro 18 cm es tal que uno de sus 
lados es 3 cm mayor que el otro. ^Cuales son las dimensio* 
nes del rectangulo? 

37. Encuentra un numero n> de dos cifras que satisface las si¬ 
guientes condiciones: la cifra de las decenas es 4 unidades 
mayor que la de las unidades. La suma de w mas el nume¬ 
ro que se obtiene al invertir sus cifras es 88. <Cual es el 
numero? 

38. En una empresa labor an x personas que reciben como sa- 
lario $30 diarios cada una, y y personas que reciben $35 
cada una. Si en total trabajan en la empresa 75 personas 
y el monto total de los salarios diarios es $2,415, ^cuantas 
reciben $30 y cuantas $35? 

39. La densidad del plomo menos la densidad de la plata es 
igual a 0.88. Si al doble de la densidad de la plata le resta- 
mos 9.59, obtenemos la densidad del plomo. Encuentra las 
densidades del plomo y la plata. 

41). Los lados de un rectangulo miden 8 y 6 metros, respectiva- 
mente. Encuentra las medidas delos lados de un rectangulo 
cuyos lados estan en la misma razon que el rectangulo dado y 


que tiene 16 metros de diferencia entre el semiperimetro 
y su diagonal. 

41. Si a la densidad del aceite de linaza le restamos 2 cente- 
simos, obtenemos la densidad del aceite de oliva. Si res¬ 
tamos la densidad del aceite de oliva al quintuple de la 
densidad del aceite de linaza, obtenemos 3.78. ^Cual es 
la densidad de cada uno de los aceites? 

4Z Un numero de dos cifras cumple con las siguientes con¬ 
diciones: la cifra de las unidades es 3 unidades menor que 
la de las decenas. Cinco veces la cifra de las decenas me¬ 
nos 5 veces la de las unidades es igual a 0. Encuentra el 
numero. 

43. Un numero de dos cifras es tal que la cifra de las decenas 
es 2 unidades mayor que la cifra de las unidades. Si se resta 
al ntimero buscado el numero obtenido al invertir las ci¬ 
fras disminuido en 4 unidades, el resultado es 22. ^Cual es 
el numero? 

44 Cuatro veces la densidad del vidrio menos 3 veces la den¬ 
sidad del cristal es igual a 21 centesimos. La densidad del 
vidrio mas 30 centesimos es igual a la densidad del cristal 
menos 48 centesimos. f,Cual es la densidad del vidrio y 
cual la del cristal? 

45. La densidad del oorcho es un numero menor que L Si la 
expresamos con dos decimales, el dfgito de los dedmos es 
dos unidades menor que el de los centesimos. La suma de 
ambos dfgitos es 6. ^Cuales son los dfgitos? <Cual es la den¬ 
sidad del corcho? 


El irea de un trapecio 
X 



es la mitad de la altura (h) por la 
suma de las bases Cr + y). 


11.5 QtROS SISTEMAS DE ECUACIONES S1MULTANEAS 

Encuentra el drea del trapecio de altura 3 cuyas bases satisfacen las siguientes 
condiciones: 10 veces la base mayor menos 7 veces la base menor es igual al 
producto de las bases. 14 veces la base menor menos 5 veces la base mayor es 
igual tambien al producto de las bases. Todas las dimensiones deberan estar 
dadas en centfmetros. 

Solucion: Llamemos x a la base menor y y a la mayor. Planteamos las 
ecuariones: 


-7jc+10y = jcy 
14*-5 y = xy. 


(11.16) 


Es posible dividir entre xy ya que dicho producto no es cero. Entonces: 


7 10 , 
—+— = 1 
y x 

“-i-i. 
y x 


(11.17) 


Estas ecuariones no son lineales; sin embargo, podemos resolver estos sis¬ 
temas sin suprimir los denominadores. Para ello, utilizamos el metodo de 
suma y resta. 

Multiplicands por 2 la primera ecuacion de (11.17): 
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sumando las ecuaciones: 


14 20 _ 

-+ — = 2 

y x 

y x 


-=3. 

X 


Resolviendo para x la ecuacion anterior, obtenemos: 

r = 5. 

Sustituimos este valor en la primera ecuacion de (11.17) y resolvemos 
para y: 

7 10 . 

Vt =1 

- = -1 + 2 

y 

y= 7 . 


El area del trapecio es: 


i(3)(5 + 7)-18. 


Asf, el area del trapecio es de 18 cm 2 . 

Comprobacioru Sustituimos los valores dejc = 5yy = 7en (11.16): 
Primera ecuacion: 

Lado izquierdo: - lx + 10y = -7(5) +10(7) = 35. 

Ladoderecho: xy = 5(7) = 35. 

Segunda ecuacion: 

Lado izquierdo: 14jt-5y= 14(5)-5(7) = 35. 

Ladoderecho: xy = 5(7) = 35. 


■ EJEMPLOS 

9 8 

Resolver el sistema: —+-=-1 

* y 

12_7_ 15 
x y 2 

Solution: Para resolver este sistema, multiplicands la primera ecuacion 
por 7 y la segunda por 8, con lo que obtenemos: 

63 56 _ 

—+— = -7 

x y 

--— = 60. 
x y 


Ahora las sumamos para eliminar a la y: 
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Resolvemos para x: 


159_ 3 
* 53 


Sustituimos este valor de x en la segunda ecuacion del sistema original y 
resolvemos para y: 

12_7_15 
x y 2 
12 7_15 
3 y 2 
y=-2. 

Comprobaciotu Sustituimos los valores x = 3 y y = -2 en el sistema 
original: 

9 8 9 8 

Primera ecuacion: —+—=—+— = 3-4 = -l. 
x y 3-2 

12 7 12 7 7 15 

Segunda ecuacion:-=-— = 4 + — = —. 

6 x y 3-2 2 2 


2. Resolver el sistema 


x+5 y -2 3 
3 18 7 

x+5 + y-2 2' 


Solticidn: Para resolver este sistema, multiplicamos la segunda ecuacion 
por 3 , con lo que obtenemos: 

_4_ 6 _ = 4 

x+5 y-2 3 

1 6 7 

x+5 y-2 6 

Ah ora las sumamos para eliminar el term i no que tiene a y-2 como de- 
nominador: 

5 _ 15 
x+5" 6 ‘ 

Resolvemos para x: 

M-, + 5 

15 

2-5 = x 
-3 = x. 

Sustituimos este valor en la primera ecuacion del sistema original y resol¬ 
vemos para y: 

4 6 4 

x+5 y-2"3 
4 6 4 

2 + y-2 " 3 


y-2 = 9 

y-n. 
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ComprobacioK Sustituimos los valores x = -3 y y = 11 en el sistema 
original: 

4 6 4 

Pruneraecuacion: ---- = —-—-- 

jc-t- 5 y-2 -3 + 5 


c . .. 3 18 3 18 

Segunda ecuacion:--+-— = ——-+—- 

x + 5 y-2 -3 + 5 11-2 


11 — 2 = 

18 3 . 

--= -+2 = 

1 " 2 2 


3 3 
7 


11.5.1 Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 24, resuelve los sistemas de ecuaciones. 
, 1 1 3 

b 4 


a 
1 1 
a b 


I-i=o 

c d 

il_l 

c d 5 

13 8 1 

3. —+- =- 
3 


x y 
9 7 
x y 


13 

2 


5 6 = _7 

x y 4 
2 3 „ 

x y 
12 21 

5. -=-l 

w z 

30_14 _ 3 

w z 

2 9 

6 . - + -=-12 
x y 

—+— = -18 
6x y 

7. —+— =-5 
a c 


7 l 
a c 


3 

4 


25 

49 

+ — =71 

X 

y 

20 

-11 --5 

4x 

3y 


9. 1-1=1 
r s 2 

1 - 1=7 

r s 
12 15 

10 . — + — =0 
a b 


11 . 


64 
— + 
a 

i 

ii 

ah 

3 

7 

8w» 

+ 12z " 

9 

6 

20w 

15z ' 

21 

42 -4 

c 

d 

35 

18 


12 . 


c d 

13. i-i-1 

y x 

1-1=4 
y x 


14. 


x-2 >- + 3 

-2 5 

- + - 


15. 


x-2 y +3 

J5_16_ 

r- 3 s-5 
25 24 


r-3 s-5 


16. 


^+6 z+1 

16 9 5 

+ - 


17. 


12 


15 


18. 


x+2 y+8 

-7 10 

x+2 y+8 

18 20 
- + - 


3 
5 
17 
’ 5 


r -4 
16 


s + 7 

_15 

r-4 s+7 


= 13 


1 

19. 

8 

4 

4 

h> + 9 

Z-3 

-3 


6 

8 


w+9 z-3 


20. 

11 

56 


x + 5 y+ 11 

1 


13 

14 



x + 5 y + 11 


2L 

21 

48 


r -12 

s-15 



17 

22 



r -12 

s-15 

= 12 

22. 

24 

16 

h> + 20 ' z-1 

= 12 


1 


w + 20 

z-1 

= 7 

23. 

20 

30 

x + 2 ' >--17 

= -l 


2 

3 


x + 2 ' >--17 

= -2 

24 

10 

-+ 

20 


= 5 

_ 4 

’ 3 
17 
6 

= 3 

= 11 

= 5 


a-5 6+6 
4 1 


= 4 

= 8 
" 7 

= -2 

1^ 

~~5 
= -4 


w> + 6 z + 1 6 


a-5 6+6 


= -15 


8 . 


16. 
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25. La suma de los reciprocos de dos numeros es |. La suma 
del doble del reclproco del primer numero mas el triple 
del reclproco del segundo es igual a 2. Encuentra dichos 
numeros. 

26. El producto de los dos terminos de una fraccion es 80. 
Obtendriamos una fraccion con terminos iguales si al 
numerador de la fraccidn original le sumaramos 1 y res- 
taramos 1 al denominador. Encuentra los terminos de la 
fraccion original. 

27. La suma de dos fracciones, ambas con numerador igual a 
1, es 3 y su diferencia es L Encuentra las fracciones. 

28. La suma de los reciprocos de dos numeros es Cinco ve- 
ces el reclproco del primer numero, mas 4 veces el reclpro¬ 
co del segundo es igual a f. Encuentra dichos numeros. 

29. Dos dlgitos satisfacen las siguientes condiciones. 6 veces el 
primero mas 15 veces el segundo es igual a 8 veces el pro¬ 
ducto de ambos. Veintiun veces el segundo menos 12 veces 
el primero es igual al producto de los numeros. Encuentra 
los dlgitos. 

30. Los lados de un rectangulo satisfacen las siguientes con¬ 
diciones: 4 veces el largo mas 3 veces el ancho es igual al 
triple del area. El area es igual a 8 veces el largo menos 9 
veces el ancho. Encuentra las dimensiones del rectangulo. 


3L Juan y Ricardo ponen a competir a sus perros una distan- 
cia de 350 metros. Como el perro de Ricardo es mas chico, 
deciden darle 12 metros de ventaja y gana el perro de Juan 
por 2 segundos. Deciden la revancha, pero esta vez le dan 
al perro de Ricardo 25 metros de ventaja y llegan empata- 
dos. (Cuantos metros por segundo recorre cada perro? 

3Z Un triangulo rectangulo satisface que 5 veces el cateto me- 
nor menos el triple del cateto mayor es igual a un sexto del 
area. El doble del area es igual al triple del cateto menor 
mas el doble del cateto mayor. Encuentra la dimensiones 
del triangulo. 

33. Un numero de dos cifras satisface las siguientes condicio¬ 
nes. El producto de sus cifras es igual a 5 veces la cifra de 
las decenas mas 5. El doble de la cifra de las unidades es 
igual a 14 menos 10 veces el recfproco de la cifra de las 
decenas. Encuentra el numero. 

34. Un prisma rectangular de base cuadrada es tal que el quin¬ 
tuple del lado de la base es igual a 6 metros mas el producto 
de ese lado por la altura. Setenta y ocho metros mas el tri¬ 
ple del lado de la base es igual a 4 veces el area de una de 
las caras rectangulares. ^Cual es el volumen del prisma? 


Karl Friedrich Gauss 

Matematico, ffsico y astronomo 
aleman, nacid en la ciudad de 
Brunswick en 1777. Sus trabajos 
fueron notables; sus obras, 
escritas en 14 volumenes, estan 
casi todas en lati'n. 


11.6 Metodo de Gauss 

Al resolver el sistema de ecuaciones que definen las siguientes condiciones, es 
posible conocer el ano de la muerte de Gauss. El numero que desconocemos 
tiene cuatro cifras, la primera es 1. El numero de tres cifras que falta, satisface 
que: 5 veces la cifra de las unidades, mis 10 veces la cifra de las decenas, menos 
5 veces la de las centenas es igual a 35. La cifra de las unidades menos la cifra 
de las decenas, mas 5 veces la de las centenas es igual a 40. El doble de la cifra de 
las centenas, menos la de las unidades, mis el doble de la de las decenas es igual 
a 21. 


Solution: Llamemos x, y y z a las cifras de las unidades, las decenas y las 
centenas, respectivamente. 

Escribimos las ecuaciones: 


5jr + 10y-5z = 35 

*-y + 5z = 40 (11.18) 

-x + 2y + 2z = 21. 

Observemos que el coeficiente de x en la segunda ecuacion es 1, asf que 
escribimos primero esta ecuacion. Si ninguna ecuacion tuviera coeficiente 
1 en la primera variable, multiplicamos por el numero que corresponda 
para que ello suceda en la primera ecuacion. Asf: 


x-y + 5z = 40 
5ac+10y-5z = 35 
-x + 2y + 2z = 21. 


(11.19) 
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Multiplicamos por (-5) la primera ecuacion de (11.19) y la sumamos a la 
segunda: 


-5x+5y-25z = -200 
5jc + 10y-5z= 35 

15y-30z = -165, 


simplificamos dividiendo el resultado entre 15 y obtenemos y-lz- -11; 
ahora sustituimos en el sistema la segunda ecuacion por la que acabamos 
de obtener: 


x-y + 5z = 40 

y-2z = -11 ( 11 . 20 ) 

-x+2y + 2z = 21 . 

Ahora repetimos el procedimiento usando las ecuaciones primera y ter- 
cera de este sistema, para eliminar x en la tercera ecuacion de ( 11 . 20 ). 
Como en este caso el coeficiente de x en la ultima ecuacion es -1, no hace 
falta multiplicar la primera por algun factor, solo sumamos la primera y la 
tercera: 


jc-y + 5z = 40 
-x + 2y + 2z = 21 
y + lz = 61. 

Sustituimos la tercera ecuacion de (11.20) por la resultante y obtenemos: 

x-y + 5z = 40 

y-2z = -11 (11.21) 

y + lz = 61. 

En la segunda ecuacion y tiene coeficiente 1; si no es asf, multiplicamos 
por el factor que haga falta para lograrlo. Ahora multiplicamos por -1 la 
segunda ecuacion del sistema obtenido y la sumamos a la tercera: 

-y + 2 z = 11 
y+lz = 61 
9z = 72. 

Sustituimos la tercera ecuacion de (11.21) por la resultante y obtenemos: 

jc- y + 5z = 40 

y- 2 z = -11 ( 11 . 22 ) 

9z = 72. 

Dividiendo entre 9 la ultima ecuacion de (11.22) obtenemos: 

Z = 8. 


Entonces, sustituyendo este valor de z en la segunda ecuacion de (11.22) y 
despejando y,te nemos: 
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Por ultimo, sustituimos el valor de z y el de y en la primera ecuacion de 
(11.22) para obtener el valor de x: 

x-5+ 5(8) = 40 
x + 35 = 40 
x = 5. 

Asi, el mimero buscado es 855. Gauss murid en 1855. 

Comprobacion: Sustituimos los valores x = 5, y = 5yz = 8enel sistema 
(11.18): 

Primera ecuacion: 5x + lOy- 5z = 5 (5) +10(5) - 5 (8) = 35. 

Segunda ecuacion: x - y + 5z = 5 - 5 + 5 (8) = 40. 

Terce ra ecuacion: - x + 2y + 2z = -5+2(5)+ 2(8) = 21. 

El metodo que utilizamos para resolver el problema anterior se llama netodo 
de Gauss o eliminacion gaussiana. En realidad, este metodo es una aplicacion 
sistematica y repetitiva del metodo de suma y resta, y se puede utilizar en sis¬ 
temas de ecuariones con mayor numero de incdgnitas. Se debe precisamente 
a Karl F. Gauss. 

Metodo de Gauss 

En general, para resolver un sistema de 3 ecuaciones por jliminacidn 

gaussiana. seguimos estos pasos. 

Paso 1 Si el coeficiente de x, la primera variable, es 1 en por lo menos 
una ecuacidn, elegimos alguna de estas y la colocamos en el pri¬ 
mer lugar. Si no sucede asf, multiplicamos alguna ecuacidn por el 
numero adecuado para que el coeficiente de la primera variable 
sea 1 y la colocamos como la primera ecuacidn. 

Paso 2 Multiplicando por los factores correspondientes y sumando, eli- 
minamos el termino en x de las ecuaciones restantes. 

Paso 3 En la segunda ecuacidn (primera de las obtenidas en el paso 2) 
multiplicamos, si es necesario,por el numero que haga que el co¬ 
eficiente de la segunda variable (y) sea 1. 

Paso 4 Multiplicando por el numero correspondiente y sumando, elimi- 
namos el termino en y en la tercera ecuacidn. 

Paso 5 Dividimos entre el coeficiente de la variable en la tercera ecua¬ 
cidn, obteniendo asi el valor de la ultima variable. 

Paso 6 Para obtener los valores restantes, sustituimos el valor encontra- 
do para la ultima variable en la ecuacidn anterior. Repitiendo el 
procedimiento se obtienen uno a uno los valores de las variables. 


El procedimiento anterior es valido para sistemas con mayor numero de 
ecuaciones y variables. Para ello, basta proceder de manera analoga con las 
variables restantes. 


" EJEMPLOS 

1. Resolver el sistema 3x+9y + 6 z = 27 

2x-y+5z = 12 
2x+20y + 2z = 30. 



Sec. 11.6 ■ Metodo de Gauss 371 


Solution: 

• Multiplicamos la primera ecuacion por } para que x tenga coeficiente 1: 

x + 3y+2z = 9 

2x-y+5z = l2 (11.23) 

2x + 20y+2z= 30. 

• Eliminamos el termino en x de la segunda y tercera ecuaciones. 

Multiplicamos por -2 la primera ecuacion de (11.23) y la sumamos 
a la segunda: 


-2x-6y-4z = -18 
2x- y + 5z= 12 
- 7y+ z = -6. 


Sustituimos la segunda ecuacion de (11.23) con esta ultima: 

x+3y+2z = 9 

-7y+z = -6 (11.24) 

2jc + 20y+2z = 30. 

Ahora multiplicamos la primera ecuacion de este sisteraa por -2 y la 
sumamos a la tercera: 

-2x- 6y-4z = -18 
2x + 20y+2z= 30 
14y-2z= 12. 

Sustituimos la tercera ecuacion en (11.24) con esta ultima: 
jt + 3y+ 2z = 9 

-ly + z = -6 (11.25) 

14y-2z = 12. 

Multiplicamos porla segunda ecuacion del sistema (11.25): 
x+3y + 2z = 9 

y-\z -f ( 11 - 26 ) 

14y-2z = 12. 

• Eliminamos el termino en y de la tercera ecuacion. 

Multiplicamos por -14 la segunda ecuacion de (11.26) y la sumamos 
a la tercera: 

-14y+2z = -12 
14y-2z= 12 
0 = 0 . 

Sustituimos la tercera ecuacion de (11.26): 

x+3y+2z = 9 
1 6 
y-i z= i 
0 = 0 . 


(11.27) 
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En este caso tenemos dos ecuariones con tres incognitas; entonces pode- 
mos dar cualquier valor a una de las variables y resolver este sistema. El 
sistema tiene una infinidad de soluciones; obtendremos una eligiendo, 
por ejemplo.z = 0. Asi.de la segunda ecuacion de (11.27) tenemos: 


y 


6 

r 


sustituyendo ambos valores en la primera ecuacion de (11.27) obtene- 
mos: 


de donde, 


x+ 



2(0) = 9, 



9 


x = 


45 
7 ' 


Por supuesto, para cada valor de z se pueden encontrar los correspon- 
dientes valores de x y de y. 


Comprobaciotv Si x = y, y = |yz = 0, entonces, sustituyendo estos va¬ 
lores en el sistema original, tenemos: 

Primera ecuacion: 3 jc +9y+6z = 3^^j + 9^j+ 6(0) = 27. 

Segunda ecuacion: 2x-y + Sz = 2^^j-y+5(0) = 12. 

Tercera ecuacion: 2x + 20y + 2z = 2^^j + 20^yj + 2(0) = 30. 

3oc-2y + z = 1 
2. Resolver el sistema x + y-z = 4 
-Ax- 9y + 8z = 20. 

Solution: Reescribimos el sistema poniendo en primer lugar la ecuacion 
en que x tiene coeficiente 1: 


x+y-z =4 

3jc - 2y + z = 1 (11.28) 

-4^-9y + 8z = 20. 

Multiplicamos la primera ecuacion por -3 y la sumamos a la segunda: 

-3;t-3y+3z = -12 
3x-2 y + z= 1 
-5y + 4z = -ll. 

Multiplicamos la primera por 4 y la sumamos a la tercera: 

4x + 4y-4z = 16 
-4x-9y + 8z = 20 


- 5y + 4z = 36. 
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El sistema que obtenemos al sustituir las dos tiltimas ecuaciones en (11.28) 
es: 


x+y-z=4 

-5y + 4z = -11 (11.29) 

-5y + 4z = 36. 

Multiplicamos la segunda ecuacion de (11.29) por —j para que el coefi- 
ciente de la y sea 1 : 

x+y-z=4 
4 11 

-5y + 4z = 36. 

En (11.30) multiplicamos por 5 la segunda ecuacion y la sumamos a la 
tercera: 

5y-4z = 11 
-5y + 4z = 36 
0 = 47. 

Puesto que esto no es posible, el sistema no tiene solution. 


■ 


11.6.1 Ejerricios 


En los ejerdcios 1 a 15, resuelve los sistemas de ecuaciones utilizando el m&odo de Gauss. 


J. x + 3y-2z =7 
3x+ 5y+ z = -4 
-2x-6y-z = 1 

2. 3x+2y-2z = 1 
2x- y- lOz = -5 

x + 4 y+ 8 z = 1 

3. 2x + 5y - z = 1 
-3x- 4y + z = -10 
4x + 7y+2z =-5 

4 6 x + 8y+2z =0 
5x-4y + 6 z = -2 
7x - 3y + 2z =-l 

5. 2x-6y + z =3 
-3x + 7y+9 = -9 
-4x+8y + 5z =9 


6 . x — y— z = -4 
x + y-z =6 
x + y+z =20 

7. 4x-2 y+z = -4 
x + 3y - 2z =7 
lOx-y + z = 12 

8 . llx-5y-3z =1 
6 x + 6y + 4z =0 
8x-4y-4z =4 

9. 9x-8y + 3z =0 

6x+4y + z =0 
-9x -12 y - 6 z =0 

10. x + 2y + 3z = 1 
x - 2y - 3z = 2 
x + 3y-2z =3 


11. 3x + 3y+z=3/5 
2x + lOy+ 4z = 1/3 

6 x-5y- z = 1/2 

12. 6 x + 3y + z=31/6 

x + y + 2z =3/2 
3x + 2y-5z =2 

13. -3x-4y+z=0 

6 x + 2 z =0 
3x - 4y + 3z =0 

14 2x + y - z = 5 
-x-y+z =2 
-x- 2 y+ 2 z = 1 

15. 5x + y+ 4z = -12 
7x + 2y- z =6 
-2x-y + 5z =5 


16. Encuentra el area del triangulo rectangulo que satisface 
las siguientes condiciones: su perunetro es igual a 24 cm. 
El doble de la hipotenusa es igual al doble del cateto me- 
nor mas el mayor. Seis veces el cateto menor mas 8 veces 
el mayor menos 10 veces la hipotenusa es igual a 0 . 

17. La distancia ofidal del maraton, 42.195 kilometros fue fija- 
da por el Comity Oh'mpico Britanico. La primera vez que 
se recorrio esa distancia, sucedio algo curioso: el italiano 
Dorando Pietri, entro al estadio en primer lugar, pero se 
desplomo antes de llegar a la meta, y como recibio ayuda 
en los ultimos 100 metros, fue descalificado. Para saber en 


que ano ocurrio esta anecdota, basta saber que la primera 
cifra es 1 y resolver el sistema que definen las siguientes 
ecuaciones para encontrar el numero de tres cifras que 
falta. El triple de la cifra de las unidades, mas 8 veces la de 
las decenas menos la de las de las centenas es igual a 15. El 
doble de la cifra de las unidades menos la de las decenas 
menos el triple de la de las centenas es igual a —11. La 
cifra de las centenas mas la de las decenas menos la de las 
unidades es igual a 1 . 

18. Calcula el volumen del prisma rectangular cuyos lados 
satisfacen las siguientes condiciones: 5 veces el largo mas 
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2 veces el ancho menos 3 veces la altura es igual a 8 cm. El 
doble de la altura, mas el largo, menos el ancho es igual a 
13 cm.Tres veces el ancho, menos 2 veces la altura mas el 
doble del largo es igual a 5 cm. 

19. Si a, p y y son los angulos de un triangulo y se sabe que 
el doble de a mas y es igual a 145° y el angulo y es igual 
a p mas 5°, ^cuanto mide cada uno de los angulos del 
triangulo? 

20. Encuentra el niimero de tres cifras que satisface las siguien- 
tes condiciones: la suma de la cifra de las unidades mas la 
de las decenas es igual a 15. La cifra de las unidades menos 
4es igual al quintuple de la diferenda de la cifra de las de¬ 
cenas menos la de las centenas. La cifra de las centenas es 
una unidad menor que la de las decenas. 

2L Un niimero de tres cifras satisface las siguientes condicio¬ 
nes. La suma de las cifras del numero es igual a 17. La di- 
ferencia del doble de la cifra de las decenas menos la cifra 
de las unidades es igual a 1. La cifra de las centenas mas la 


cifra de las decenas mas 10 es igual al doble de la cifra de 
las unidades. Encuentra el numero. 

22. Ruben le dijo a Lucrecia: “Mi agenda se cayo al agua y 
solamente puedo leer las primeras cifras de tu numero 
telefonico, que son 6728; las tres faltantes se borraron”. 
Lucrecia le respondi 6 :“Te falta un numero de tres cifras; 
para encontrarlo, resuelve el sistema que definen las si¬ 
guientes condiciones: la cifra de las unidades menos la de 
las decenas mas la de las centenas es igual a 2. El triple 
de la cifra de las unidades mas la de las decenas es igual 
a la de las centenas mas 4. La cifra de las decenas menos 
la de las centenas mis 11 veces la de las unidades es igual 
aO”. 

23. Encuentra el area de la superficie del prisma rectangular 
que satisface las siguientes condiciones. El doble del largo 
mas la altura es igual al ancho mas 18 cm. El ancho es 
igual a la suma del largo mas la altura menos 9 cm. Cinco 
veces el largo menos 4 veces el ancho menos la altura es 
igual a 0 . 


Galileo Galilei 

Logro ver la superficie lunar 
en 1609 usando el telescopio. 
Galileo nacio en el siglo XVI y 
murio en el siglo XVII. 


11.7 Determinants 

<,Cual es el ano del nacimiento de Galileo y cual el de su muerte, si se sabe que 
el triple del numero formado por las dos ultimas cifras del ano de su muerte 
mis dos unidades es igual al doble del numero formado por las dos ultimas 
cifras del ano de su nacimiento, y que el doble del numero formado por las dos 
ultimas cifras del ano de su muerte menos 20 es igual al numero formado por 
las dos ultimas cifras del ano de su nacimiento? 


Solution: Llamamos x al numero de las dos ultimas cifras del ano de la 
muerte de Galileo y y al numero de las dos ultimas cifras del ano de su 
nacimiento. 

Planteamos las ecuariones 


3jc + 2 = 2y 
2x-20 = y. 

Reescribimos las ecuaciones como: 

3x-2y = -2 
2x-y = 20. 


(11.31) 


(11.32) 


Multiplicands por -2 la primera ecuacion de (11.32) y la segunda por 3, 
con lo que obtenemos: 


-6x+4y=4 
6x-3y = 60. 


Sumamos las ecuaciones anteriores: 

y = 64. 

Sustituyendo este valor de y en la segunda ecuacion de (11.31), y despe- 
jando x: 
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2x- 20 = 64 
2 jc = 84 
x = 42. 

Entonces Galileo nacio en 1564 y muri6 en 1642. 

Comprobacion: Sustituimos los valores jt = 42 y y = 64 en las ecuaciones 
(1131): 


Primera ecuacion: 

Lado izquierdo: 3x + 2 = 3(42) + 2 = 128. 
Lado derecho: 2 y = 2(64) = 128. 

Segunda ecuacion: 


Lado izquierdo: 2x-20 = 2(42)-20 = 64. 

Lado derecho: y = 64. 

El metodo que seguimos en el ejemplo anterior es el siguiente: 
Para resolver el sistema 

ax + by = r 
cx + dy= s. 


(11.33) 


donde x y y son las incognitas y a,b,c,d,r y s son numeros reales, multiplica- 
mos la primera ecuacion por -c y la segunda por a; es decir, 

-acx - bey = -cr 
acx + ady = as. 

Ahora las sumamos: 

(ad-bc)y = as-cr. 

Despejamos y: 

as-cr ... „ 

y = —-—— si ad-be* 0 . 

ad-be 

Sustituimos este valor de y en la primera ecuacion de (11.33): 


ax + b 

Despejamos x y simplificamos: 
ax+b 


as-cr 
ad-be 


= r. 


\ad-bc) 


ax 


= r-b (——1 
[ad-bcj 


x _r(ad-bc)-b(as-cr) _ rd-bs 
a(ad-bc) ad-be 


Una manera facil de obtener el mismo resultado es observando el arreglo: 
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que consta de los coeficientes de las variables. El denominador de las solucio- 
nes obtenidas para ambas variables es el resultado de multiplicar, en cruz, los 
numeros del arreglo y hacer la resta ad-be de los productos. El mimero obte- 
nido se llama el determinante del arreglo y es facil de recordar el procedimiento 
si usamos sfmbolos: 


det 



a 

c 


b 

d 


= ad - be. 


Es decir, para calcular el determinante, efectuamos los productos senala- 
dos por las flechas que aparecen en el diagrama, asignando a la flecha hacia 
abajo el signo positivo y a la flecha hacia arriba el signo negativo y sumando 
los resultados obtenidos. 


a b 


a b 


= 

A 

c d 


c d 


En el contexto que estamos trabajando: 


a b 
c d 


se llama el determinante del sistema. Con la notation anterior observamos que 
la solution del sistema (11.33) es 


x = 


r b 
s d 


a b 
c d 


y = 


a r 
c s 


a b 
c d 


Conviene observar, para recordar la solucion, que el denominador es, en am- 
bos casos, el determinante del sistema, y el numerador en la expresion corres- 
pondiente a cada variable es el determinante obtenido al sustituir los terminos 
independientes en la columna de la variable. 


" EJEMPLOS 

i. Resolver el sistema 5x + 6y = -10 utilizando determinantes. 
2x+3y = -l, 

Solucion: Calculamos primero el determinante del sistema: 


5 6 

2 3 


= 5 (3) - 2 (6) = 3. 


Ahora calculamos el valor de a sustituyendo los valores de la primera co¬ 
lumna del determinante del sistema por los terminos independientes y di- 
vidiendo entre el determinante del sistema: 


x 



-10(3) - (-1) ( 6 ) 


= - 8 . 


3 


3 
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Para calcular el valor de y sustituimos los valores de la segunda columna 
del determinante del sistema por los termi nos independientes, y dividimos 
entre el determinante del sistema: 


y= 



5 (-l)-(2) (-10) 5 


Comprobacion: Sustituimos los valores x = -8yy = 5enlas ecuaciones 
originales: 


Primeraecuacidn: 5x+6 y = 5 (-8) + 6 (5) = -10. 
Segunda ecuacidn:2x + 3y = 2(-S)+3(5) = -l. 

--— = 2 

2. Resolver el sistema 4 5 utilizando determinantes. 

tv . 

—+2z = -4, 

6 

Solution: Calculamos el determinante del sistema: 


A _i 



Ahora calculamos el valor de tv sustituyendo los valores de la primera 
columna del determinante del sistema por los terminos independientes y 
dividiendo entre el determinante del sistema: 


tv = 


2 -i 

-4 2 


2(2)-(-4)B) 


= 6 . 


Para calcular el valor de z, sustituimos los valores de la segunda columna 
del determinante del sistema por los terminos independientes y dividimos 
entre el determinante del sistema: 


iH)-(i)( 2) 5 

£ 2 ’ 

Comprobacion: Sustituimos los valores tv = 6 y z = en las ecuaciones 
originales: 

Primera ecuacion: --— = —(6)= 2. 

Segunda ecuacion: ^ + 2z = ^-( 6) + 2 ^ ^ j = -4. 


i _4 



15 


3. Un numero de tres cifras x es tal que la suma de sus digitos es 14. Dos 
veces el dfgito de las centenas es igual al doble del dfgito de las decenas 
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mas el de las unidades. El numero x es igual a 180 mas el numero obtenido, 
intercambiando el dfgito de las decenas con el de las centenas. Encontrar 
el numero x. 


Solution: Llamamos c,d,u a los di'gitos de las centenas, las decenas y las 
unidades del numero x , de donde: 


x = lOOc + lOd + u. (11.34) 

Escribimos las ecuaciones 

c + d+u = 14 

2 c = 2d + u (11.35) 

100c + 10d + u = 180 + lOOd + 10c + u. 

Reescribimos las ecuaciones para tener los terminos independientes del 
lado derecho de las igualdades: 

c+d + u= 14 
2c-2d-u = 0 
90c-90d = 180. 

Dividimos la ultima ecuacion entre 90 para simplificar las operaciones: 

c+d + u = 14 
2c-2d-u = 0 
c-d = 2. 

Para resolver este sistema podemos proceder de manera analoga al caso 
de dos ecuaciones con dos incognitas; en este caso, el determinante del 
sistema es: 


1 1 1 

2 -2 -1 

1 -1 0 


Sustituyendo la primera columna por los terminos independientes obte- 
nemos: 

14 1 1 

0 -2 -1 
2-1 0 

Entonces, 





14 1 

1 







0 -2 

-1 







2 -1 

0 






C — 

1 1 

1 

• 






2 -2 

-1 







1 -1 

0 




De la misma manera obtenemos d y w 






1 14 

1 



l 

1 

14 


2 0 

-1 



2 

-2 

0 


1 2 

0 



1 

-1 

2 

U — 

1 1 

1 

» 

U — 

1 

1 

1 


2 -2 

-1 



2 

-2 

-1 


1 -1 

0 



1 

-1 

0 
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Ahora, para obtener cada uno de los determinantes, procedemos de la si- 
guiente manera: por ejemplo, para calcular el determinante del sistema, 
copiamos los dos primeros renglones a continuation del tercero, y mul- 
tiplicamos en diagonal siguiendo las flechas hacia abajo y sumamos los 
resultados de las diagonales, 


1 

2 

1 

1 

2 




1 

-2 

-1 

1 

-2 


1 


/* 

>C 


-i 

0 

1 

-1 


es decir, 

(l)(-2)(0) + (2)(-l)(l) + (l)(l)(-l) = -3. 

Despu6s multiplicamos en diagonal siguiendo las flechas hacia arriba y 
sumamos los opuestos de estos product os, obteniendo 

-( 2 )( 1 )( 0 )-( 1 )(- 1 )(- 1 )-( 1 ){- 2 )( 1 ) = 1 - 

Ahora sumamos el primer resultado al segundo: 

-3+1 =-2. 

Asi.el valor del determinante del sistema es -2. Para calcular los valores 
de las incognitas solo nos falta determinar en cada caso el determinante 
del numerador. Al hacerlo,obtenemos 

-12 . -8 . -8 

c = —= 6, d = — = 4, « = —= 4. 

Sustituimos estos valores en la ecuacion (11.34) para obtener el valor de 
x,asf: 

x = 100c + 10c + u = 100(6) +10(4) + 4 = 644. 

El numero buscado es 644. 

Comprobacion: Sustituimos los valores c = 6, d = 4y« = 4enlas ecua- 
ciones (11.35). 

Primera ecuacion: 

c+d + u = 6 + 4 + 4= 14. 

Segunda ecuacion: 


Lado izquierdo: 2c = 2(6) = 12. 

Ladoderecho: 2d+u = 2(4)+ 4 = 12. 

Tercera ecuacion: 

Lado izquierdo: 100c + 1(W + h = 100(6)+10(4)+ 4 = 644. 

Lado derecho: 180 + lOOd +10c + u = 180 +100 (4) +10 ( 6 ) + 4 = 644. 
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11.7.1 Ejercicios 


Resuelve los siguierites sistemas de ecuaciones utilizcmdo determinantes. 


L 

18x +15 y =9 

6. x + y + z = 4 

11. 

lOx + 9y - lOz = 0 


21x-30y = 1 

2x+3y + 2z =1 


8x-6y+5z = -7 



3x + 4y-4z =-23 


6x+3y + 20z = -6 

2. 

£ 

1 

II 

M 

O 

^4 

£ 

1 

OO 

V 

1 

■u 

N 

II 

1 

— 

o 

12. 

2x-y + 4z =-15 


-9x + lOy = 12 

-5x + lOy+ 5z = 0 


-4x+2y + z =3 



-4x + 15y+ 2z =1 


x + 4y- 2z = -36 

3. 

5x + 9y =-18 

8. 9x + 5y + 6z = -6 

13. 

x y z 11 

— +— + - =- 


6x + 8y = -2 

llx-7y-8z =10 


4 o 3 O 

5x y z 



7x + 8y+9z =-12 


-— o 

6 3 3 





2 x y 4 z 9 





3 4 3 2 

4 

7x+ 3 y = -6 

9. x + y-6z =3 

14 

— + z = -4 


3x + ly =26 

x-y + 5z =11 


2 

3 z 1 



-2x+3y-4z = -5 


x +— = — 

5 5 





y - 

x — =2 

2 

5. 

lx-y+lz =8 

10. 2 x + 3y - 6z = -5 

15. 

3x 2 y 4z _ 2 


3x + 5y+10z =-21 
9x-4y-2z =0 

x+ 4y- 8z =5 

3x + 5y + z =5 


5 3 3 5 

—_2i = 14 

4 3 5 





3x 5 y 6 z 
— +—+— = 5 


Luis, Pedro y Ernesto fueron a comer pizza. Entre Luis 
y Ernesto comieron el doble que Pedro. Pedro comio el 
doble que Ernesto. Entre los tres se terminaron una pizza. 
iQue porcidn de pizza comio cada uno? 

17. A1 comprar 1 kilo de plitanos, 1 kilo de papas y 1 litro de 
aceite, pague $12. El kilo de papas cuesta $2 menos que el 
litro de aceite. El litro de aceite cuesta $4 mas que el kilo 
de platanos. ^Cual es el costo de cada artfculo? 

18. Los lados de un triangulo satisfacen las siguientes condi- 
dones: la suma de las longitudes del primero y el segundo 
lados es igual a 22 metros. El doble de la longitud del pri¬ 
mer lado menos el tercero es igual a 11 metros. La lon¬ 
gitud del segundo mis el doble del tercero es igual a 33 
metros. ^Que dimensiones tiene el triangulo? 

Tres digitos satisfacen las siguientes condiciones: la suma 
de los tres es igual a 12. El primero mas el doble del se¬ 
gundo mas el triple del tercero menos 16 unidades es igual 
a 10. El primero mas el triple del segundo mas 4 veces el 
tercero es igual a 35. Encuentra los digitos. 

20. Los lados de un triangulo rectangulo satisfacen las si¬ 
guientes condiciones: la hipotenusa menos la suma de los 
catetos es igual a —2. La suma de los catetos mas 3 cm es 
igual al doble de la hipotenusa. El doble de la diferencia 
de los catetos mas 2 cm es igual a 0. Encuentra las dimen¬ 
siones del triangulo. 


21. Encuentra el numero de tres cifras que satisface las siguien¬ 
tes condiciones: la cifra de las unidades es igual a la suma 
de la cifra de las centenas mas la de las decenas. El doble de 
la cifra de las decenas menos la de las unidades es igual a la 
de las centenas. La suma de todas las cifras es igual a 18. 

22. Escribe el numero 11 en tres sumandos enteros de tal ma- 
nera que el doble del primero mas el tercero menos el se¬ 
gundo menos 5 sea igual a 0, y el triple del primero mas el 
doble del segundo mas el tercero sea igual a 24. 

23. Arqufmede fue un famoso cientffico griego que vivio en 
Sicilia antes de Cristo. Para saber en que ano nacid, sigue 
las instrucciones. Se trata de un numero de tres cifras. La 
mitad de la cifra de las centenas mas la cuarta parte de 
la de las decenas es igual a 3. La cifra de las centenas mas la 
de las unidades suma 4. La cifra de las unidades mis la de 
las decenas menos 10 es igual a 0 . 

24 Jaime dijo a su hijo: “Si me dices la cantidad de dinero 
que he ahorrado en las tres ultimas semanas, te dare la 
mitad. Voy a darte tres pistas. Un tercio del monto de la 
primera semana mas un quinto del de la segunda, mas dos 
septimos del de la tercera es igual a 254. Cinco cuartos del 
ahorro de la primera semana mas un sexto del de la segun¬ 
da, mis un tercio del de la tercera es igual a 315. Un medio 
del de la primera menos un quinto del de la segunda, mas 
siete cuarentavos del de la tercera es igual a 153”. <Cuinto 
recibira el hijo de Jaime si resuelve el problema? 
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El monte Everest es el mas alto del mundo. Para encon- 
trar su altitud en metros, basta consultar una enciclopedia 
y buscar el dato, o bien resolver el sistema de ecuaciones 
que definen las siguientes condiciones: se trata de un nu- 
mero de cuatro cifras. La cifra de las unidades es cero. El 


doble de la cifra de las decenas, menos la suma de la de 
las centenas mas la de los millares es igual a la de las uni¬ 
dades. La suma de la cifra de los millares mas la de las 
centenas es igual a la de las decenas mas 8. La suma de 
la cifra de las centenas m^s la de las decenas es igual a 16. 


11.8 Balanceo de ecuaciones quimicas 

Las ecuaciones quimicas represen tan reacciones en las que ciertas sustancias 
se combinan entre sf, algunas veces en presencia de ciertos catalizadores o por 
efectos de la temperatura, y producen otras sustancias. 

Balancear una ecuacion significa determinar cuantas moleculas de cada 
sustancia deben mezclarse y cuantas moleculas de cada sustancia se obtienen 
como resultado. 

En los cursos de qufmica normalmente se ensena a los alumnos el metodo 
de tanteo, que sirve para ecuaciones suficientemente simples, asf como el me¬ 
todo de oxidacion-reduccion, pero a veces no se ensena el metodo algebraico, 
que explicamos a continuation. 

" EJEMPLOS 

1. Si se combinan hidrogeno y oxfgeno se obtiene agua. 

h 2 + o 2 -> h 2 o. 

La ecuacion anterior no esta bien balanceada, pues mientras en el lado iz- 
quierdo hay 2 atomos de oxfgeno,del lado derecho solo hay 1. Balancearla 
significa determinar cuantas moleculas de hidrogeno, oxfgeno y agua debe 
haber para que haya exactamente la misma cantidad de atomos de cada 
elemento en ambos lados de la ecuacion. Es decir, debemos encontrar x,y 
y z para que en: 


xH 2 + y0 2 -* zH 2 0 

haya la misma cantidad de atomos de hidrogeno y oxfgeno en cada lado. 

Planteamos una ecuacion por cada elemento qufmico, escribiendo la 
cantidad de dtomos que hay en cada lado de la ecuacion qufmica: 

(H) hidrogeno: 2x = 2 z 
(O) oxfgeno: 2y = z. 

De esta manera, tenemos dos ecuaciones con tres incognitas, asf que po- 
demos dar un valor arbitrario a una de las variables y resolver para las 
otras dos; por ejemplo, si x = 1, entonces z = 1 y y = Esto nos Uevar4 a la 
ecuacion 

h 2+ ~o 2 ~^h 2 o, 

que no tiene sentido, pues no se puede tener media molecula de 0 2 , pero 
si multiplicamos por 2 todos los coeficientes, es decir, por el mfnimo comun 
multiplo de los denominadores de x,y y z,ob tenemos: 

2H 2 +0 2 -*2H 2 0, 


que es el balanceo correcto. 
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2. Balancear la reacrion: 



CHpH 

+ o, —> co 2 + 

HP , 

metanol 

oxfgeno dioxido de 

carbono 

agua 


que corresponde a quemar metanol obteniendo dioxido de carbono y agua. 

Solucion: Buscamos los coeficientes de la ecuacion: 

xCHpH +y0 2 —» zC0 2 + wH 2 0. 

Planteamos una ecuacion por cada elemento qufmico: 

(C) carbono: x-z 

( H ) hidrogeno: 4x = 2w 

(O) oxfgeno: x + 2y = 2z + w. 

Asf, tenemos dos ecuariones con tres incognitas, y nuevamente podemos 
darle un valor arbitrario a una de ellas y obtener los valores de las otras, 
hariendo, por ejemplo, z = 1 , con lo que obte nemos x = l,»v = 2 , y = 

Como en el caso anterior, necesitamos soluciones enteras, asf que po¬ 
demos multiplicar por 2 todos los valores encontrados y obtenemos como 
resultado: 


ICHpH +30, -> 2 C0 2 + 4Hp. 

3, Antoine de Lavoisier planted la primera ecuacidn de una reacrion qufmi- 
ca, que correspondfa a la fermentaridn del mosto de la uva, en la que el 
azucar en forma de glucosa se transforma en alcohol etflico y dioxido de 
carbono. Balancear la ecuacidn correspondiente. 

Solucion: La ecuacidn es: 

xC 6 H l2 0 6 -> yC 2 HpH + zC0 2 . 

Planteamos una ecuacion por cada elemento qufmico: 

(C) carbono: 6x = 2y+z 

( H) hidrogeno: 12 jc = 6 y 

(O) oxfgeno: 6 jc = y+2z. 

Igualando la primera y la tercera obtenemos: 

2y + z = y+2z 
y = z. 

Con esta ultima ecuacidn y la del hidrogeno obtenemos un sistema de dos 
ecuariones con tres incognitas: 

y=z 

2x = y. 

Podemos dar un valor a una de las variables y resolver para las otras dos; 
por ejemplo, x = 1, y = 2, z = 2. Asf, la ecuacidn balanceada es: 

C b H n O b -+ 2C 2 HpH +2C0 2 . 

4. Algunas veces, los qufmicos dicen que el metodo algebraico no funciona 
para algunas reacriones, pues en ellas hay que considerar a veces los cam- 
bios de valencias; por ejemplo, balancear: 

Zn° + Hp +l -+ Zn 2 + H 2 + Hp. 
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Solution: Planteamos la ecuacion: 


xZn° + yHp* x -* zZn +2 + wH 2 + uH 2 0. 


Escribimos una ecuacion por cada elemento: 


(Zn) zinc: 

(H) hidrogeno: 
(O) oxfgeno: 


x = z 

3y = 2w + 2u 
y-u. 


En este caso, la respuesta no se obtiene resolviendo el sistema anterior, 
de hacerlo a si les darfamos la razon a los qufmicos, sino que tenemos que 
plantear una ecuacion mas que relarione la cantidad de valencias positi- 
vas. Por consiguiente, para dar la respuesta correcta debemos resolver el 
sistema: 


(Zn) zinc: 

(H) hidrogeno: 
(O) oxfgeno: 
(+) valencias: 


x = z 

3y = 2w + 2u 


y = u 
y=2z. 


Tenemos cuatro ecuaciones con cinco incognitas, asf hay un grado de liber- 
tad; es decir, podemos dar un valor arbitrario a una de las incognitas; por 
ejemplo, hagamos u = 2, y entonces y = 2,por la ecuacion del oxfgeno. 

De la ecuacion de las valencias obtenemos: 


z = 



De las primera y segunda ecuaciones se sigue que: 


X = z = 1, 

3y-2u 6-4 

w = —-=-= 1. 

2 2 


El balanceo cor recto es: 


Zn° + 2Hp +i Zn 2 + H 2 + 2 H 2 0. 


11.8.1 Ejercicios 


L Balancea la reaccion que transforma el cloruro ferrico y 
el hidroxido de sodio en hidroxido ferrico y cloruro de 
sodio: 

FeCly + NaOH -> Fe(OH\ + NaCl 

2. Balancea la reaccion que describe el enmohecimiento del 
hierro 

Fe + 0 2 -» Fe 2 0, 

3. Balancea la reaccion que transforma en acetileno y el oxf¬ 
geno en dioxido de carbono y agua. 

C 2 H 2 + 0 2 -> C0 2 + H 2 0 

4 Si al bicarbonato de sodio NaHCO } le anadimos dihi- 
drofosfato de sodio Nall^PO^ obtenemos polvo para 
homear. Los pasteles se inflan cuando, debido al calor, se 
libera agua, lo cual humedece la mezcla y produce dioxido 
de carbono. Balancea la ecuacion: 


NaHCO } + NaH 2 PO t -> Na 2 HPO t +H 2 0 + C0 2 

5. Para obtener fierro, es suficiente hacer reaccionar el oxido 
ferrico aiiadiendo hidrogeno; durante la transformacion 
se obtiene tambien agua. Balancea la ecuacion: 

H 2 + Fe 1 O i —» Fe + H 2 0 

6 . Una manera de obtener hidrogeno es mezclar zinc con 
4cido clorhfdrico. Balancea la ecuacion que describe la 
reaccion: 

Zn + HCl -* ZnCl 2 + H 2 

7. Al aplicar calor al 6 xido de cobre es posible separar el co- 
bre y el oxfgeno. Balancea la ecuacion: 

CuO —» Cu + 0 2 

alor 

8. Sin necesidad de mezclar, poniendo dos recipientes uno 
cerca del otro, uno con amoniaco NH 2 y otro con acido 
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clorhi'drico HCl, se obtiene cloruro de amonio. Balances 
la ecuacidn: 

NH } + HCl-> NH a C1 

9. Uno de los componentes del jugo gastrico es el acido 
clorhi'drico HCl. Cuando en el estomago hay exceso de 
este acido,se tienen molestias que comunmente llamamos 
agruras o acidez estomacal. Hay en el mercado medica- 
mentos a base de magnesio; uno eficaz es el que contiene 
dxido de magnesio MgO y carbonato de magnesio MgCO } . 
La reaccion producida al ingerirlo es la siguiente: 

HCl + MgO + MgC0 3 -> MgC! 2 + H 2 0 + C0 2 

Balances la ecuacidn. 

El llamado plomo rojo es una preparacion que protege de 
la oxidation a las estructuras metalicas. El plomo rojo se 
puede preparar de la siguiente manera: 

Pb° + 0 2 -> Pb 3 0 A 

Balances la ecuacidn. 

. En las infecciones renales, tradicionalmente se utiliza 
im medicamento que al combinarse con el agua produce 


un compuesto que elimina un gran numero de bacterias. 
Balancea la ecuacidn que represents la reaccion: 

C 6 H l2 N A + h 2 o -> H 2 CO + nh 3 

12. Balancea la ecuacidn de la reaccion que transforma el car¬ 
bonato de calcio en oxido de caldo y dioxido de carbono: 

CaC0 3 CaO + C0 2 

13. Al combinar clorato de potasio KClO j con acido clor- 
hfdrico HCl se obtiene agua, cloro y cloruro de potasio. 
Balancea la ecuacidn de la reaccidn: 

kcio 3 + Ha —> h 2 o + a 2 + kci 

14. Para obtener dxido de sodio Na 2 0, a partir hidrdxido de 
sodio NaOH; balancea la ecuacidn: 

NaOH —> Na 2 0 + H 2 0 

El hididxido de sodio es lo que comunmente llamamos sosa. 

15. Al combinar sodio con agua, se puede obtener sosa con 
liberacion de hidrogeno. Balancea la ecuacidn: 

No + H 2 0 NaOH + H 2 


11.9 SlSTEMA DE UNA ECUACION DE PRIMER GRADO 
Y UNA DE SEGUNDO GRADO EN DOS VARIABLES 

Encontrar los puntos de la recta 3* + 2y -1 = 0 que distan 5 unidades del origen. 

Solucion: Los puntos que distan 5 unidades del origen son los puntos del 
circulo de radio 5, asf que debemos encontrar la interseccion del circulo 
con la recta. 



Resolvemos el sistema 

x 2 + y 2 = 25 
3x + 2y-l = 0. 

Despejamos y de la segunda ecuacidn: 



(11.36) 
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La sustituimos en la primera y resolvemos la ecuacion obtenida: 



Asf, 


x = 


2 (f) ' f 


f ±18 


2 


de donde: 




33 

13 


2 


2 


Ahora sustituimos estos valores de x en la ecuacion (11.36): 



Por tanto, la recta corta al cfrculo en los puntos (3,-4) y (-^, 77 ) y esos son 
los puntos de la recta que distan 5 del origen. 

En la figura siguiente observamos que, dados un cfrculo y una recta, puede 
suceder que: 







Recta 1 
Recta 2 


Recta 3 


Figura 11.7 


• No se corten (recta 1). 

• La recta corte el cfrculo en un punto (recta 2); es decir, la recta es tan- 
gente al cfrculo. 

• La recta corte el cfrculo en dos puntos (recta 3). 

En terminos algebraicos, estas situaciones se traducen de la siguiente manera: 
si consideramos las ecuaciones de la recta y del cfrculo y las resolvemos simul- 
taneamente, resulta que: 

• No hay solucion (no se cortan). 

• Hay una sola solucion (se cortan en un solo punto). 

• Hay dos soluciones (se cortan en dos puntos). 
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" EJEMPLOS 

1. Encontrar los puntos en donde se cortan I a recta 2x - y -10 = 0 y el circulo 

x 2 +y 2 = 25. 

Solution: Resolvemos el sistema: 

2x-y-10 = 0 
x 2 +y 2 = 25. 

Despejamos y de la primera ecuacion: 


y = 2x-10 , 


(11.37) 


la sustituimos en la segunda y resolvemos la ecuacion obtenida: 


x 2 + (2x-l0) 2 = 25 


x 2 +4x 2 -40x + m = 25 
5x 2 -40x+75 = 0, 


de donde: 



x = 5 o jf = 3. 


Ahora sustituimos estos valores de x en la ecuacion (11.37): 


y= 2(5)-10= 0 y=2(3)-10 = -4. 


For tanto, la recta corta al cfrculo en los puntos (5,0) y (3,-4). 



Figura 11.8 


2. Encontrar la intersection de la recta x + y + 5 = 0 con el cfrculo x 2 + y 2 = 4. 


Solution: Resolvemos el sistema: 



Despejamos x de la primera ecuacion: 
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x = -y-5, 

la sustituimos en la segunda y resolvemos la ecuacion obtenida: 

(-y-5) 2 +y 2 = 4 
y 2 + 10y + 25 + y 2 = 4 
2 y 2 + 10 y +21 = 0 , 


de donde: 

-10±/l00-4(2)(2l) -10 ±n/-68 

V ~ 2(2) " 4 

Entonces la ecuacion no tiene solution. Por tanto, la recta no corta al 
cfrculo. 



3. Encontrar los puntos donde se cortan la recta 2x- y +10 = 0 y el cfrculo 

x 2 + y 2 = 20. 

Solution: Resolvemos el sistema: 

2x-y+10 = 0 
x 1 + y 2 = 20. 

Para ello, despejamos y de la primera ecuacion: 

y = 2oc + 10, (11.38) 


la sustituimos en la segunda y resolvemos la ecuacion obtenida: 

x 2 + (2x+10) 2 =20 
x 2 +4jc 2 + 40^ + 100 = 20 
5x 2 +40jc + 80 = 0. 


Asf, 


-40± v i600 - 4(5)(80) _40 ±0 

2(5) " 10 


Ahora sustituimos este valor en la ecuacion (11.38): 

y = 2(—4) + 10 = 2. 

Por tanto, el cfrculo y la recta s61o se cortan en el punto (-4,2). 
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En general, las ecuaciones cuadraticas en dos variables representan curvas en 
el piano; por ejemplo, ya hemos visto la parabola y = x 2 . 

Para encontrar las intersecciones de una recta con una curva de este tipo,de- 
bemos resolver un sistema de dos ecuaciones, Para ello, lo usual es despejar una 
de las variables de la ecuacion de la recta y sustituir su valor en la cuadratica. 


■ EJEMPLOS 

L Resolver el sistema 3x-8y + l = 0 

y = x 2 . 

Solucion: Despejamos y de la ecuacion de la recta: 

8y = 3x +1 

3x+l (11-39) 

Sustituimos este valor en la ecuacion cuadratica y resolvemos la ecuacion 
obtenida: 

3x + l 2 

-= at 

8 

3x +1 = 8x 2 

0 = 8x 2 -3x-l, 

de donde: 

3±j9-4(8)(-l) 3±V41 
2(8) 16 ' 

Asi, 


3+V41 3->/41 

x ~ i6 ° x= ni6“- 

Ahora sustituimos estos valores de x en la ecuacion (11.39): 

3(*#) +l 25+3V41 3(l#) + l 25-3M 

y 8 128 y 8 128 

Por tanto, las soluciones del sistema son x = ^^-,y = a ^' 41 ,o bien, x = 

_ 25-3 

S 128 * 

2. Resolver el sistema x - 5y - 6 = 0 
x 2 + 9y 2 = 1. 
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Solution: Despejamos x de la ecuacion de la recta: 

* = 5y + 6. (11.40) 

Sustituimos este valor en la ecuacion cuadratica y resolvemos la ecuacion 
obtenida 

(5y + 6) J +9/=l 
25 y 2 +60y + 36 + 9y 2 =1 
34y 2 + 60y+ 35 = 0, 

de donde: 

_ -® ± >/*0 2 -4(34)(35) _ ^60 ± 

' V 2(34 ) 2(34) 

Por tanto, el sistema no tiene solucion. 


11.9.1 Ejerricios 


Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones. 
L x-y =4 
* 2 +/ =16 

2. x + 2y -3 
x 2 + y 2 =25 

3. -3x + 5y -1 = 0 

x 2 + y 2 =9 


4 jr-3y+5 = 0 
x 2 — y 2 = -1 

5. 3x + 6y - 2 = 0 

-x 2 + y = 0 

6. 2* + y +1 = 0 

-x 2 + y = 0 


7. 2jr+5y-10 = 0 

4a: 2 + 9y 2 = 25 

8. 3*-y + 4 = 0 

8x 2 - y 2 = 4 

9. x+7y-3 = 0 
2x 2 -3y 2 =2 


11.10 Desigualdades 

11.10.1 Sistema de una ecuacion y una desigualdad 

Las dimensiones de un rectangulo son numeros enteros. Los lados satisfacen 
las siguientes condiciones: el triple del largo mas el doble del ancho es mayor 
que 8 metros. El doble del largo mas el triple del ancho es igual a 9 metros. 
i,Cudnto miden los lados del rectangulo? 

Solution: Llamamos x al largo y y al ancho del rectangulo. 

Escribimos en lenguaje algebraico las condiciones del problema: 

3jc + 2y > 8 

2jr + 3y = 9. ( 1141 > 

Multiplicamos por 3 la desigualdad y por -2 la igualdad: 

9a: + 6y > 24 
-4jc- 6y = -18. 

Sumamos miembro a miembro: 


5a: >6. 
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Asl, 


6 

x>-. 

5 

Ahora raultiplicamos por 2 la desigualdad de (11.41), y la igualdad por 
-3, con lo que obtenemos: 

6jc + 4_y> 16 
-6x -9y = -27. 

Sumando miembro a miembro obtenemos: 


Despejandoy: 


Ahora tenemos: 


-5y>-ll. 



6 

x > 

5 



Es decir, x es un entero mayor que lyy = loy = 2 pues estos son los uni- 
cos enteros positivos menores que y. 

Si tomamos y = 1 y lo sustituimos en la ecuacion (11.41), obtenemos: 


2x + 3 = 9. 


De donde, 


x = 3 


y obtenemos como solucion al problema 

x = 3, y = 1. 

Si tomamos y = 2 y sustituimos en la ecuacidn (11.41), obtenemos: 


2x + 6 = 9. 


De donde, 


y x no es entero. 

Asf, la unica posibilidad es 

x = 3 
y = l. 

Comprobacioiv Sustituimosx = 3yy = lenelsistema (11.41): 



3x + 2y= 3(3)+ 2(1) = 11 >8. 
2x + 3y= 2(3)+ 3(1) = 9. 
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" EJEMPLOS 

L Resolver el sistema 5x-6y>6 
x + 2y = 6. 

Solution: Multiplicamos la igualdad por 3 obteniendo: 

5x-6y>6 
3x+6y = 18 

Sumandolas obtenemos: 


8x>24 


Despejando x: 


x >3. 

Multiplicamos la igualdad por -5, obteniendo: 

5x-6y>6 
-5x - 10y = -30. 

Sumandolas obtenemos: 


-16y 

Despejando y: 

y< 
y< 

Las soluciones son x > 3, y < 

2. Resolver el sistema 2x - 5y = -2 

4x + 3>'<-5. 

Solution: Multiplicamos la igualdad por 3 y la desigualdad por 5, con lo 
que obtenemos: 

6x- 15_y= -6 
20x + 15^<-25. 


>-24. 


-24 

-16 

3 

2 ’ 


Sumandolas obtenemos: 


26x < -31. 


Despejando x: 

31 

x < - 

26 

Multiplicamos la igualdad por -2 


Sumandolas obtenemos 


-4x+ 10y = 4 
4x + 3y < -5. 
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13y <-l 


y< 


13 - 


Las soluciones son * < ~~, y < —l , 


— EniTwitmnmL 


Resuelve los siguientes sistemas. 


L 

2x+5y =6 

4. 2x + 5y =7 

7. 3x +12 y = 10 


-3* + y > 7 

6x + 10y >24 

12x+4y <7 

2. 

-jc- 6y <5 

5. 8* + 3y = 5 

8. 6* - y = 0 


x + 5y =-2 

6x-9y <0 

9x + 2y >21 

3. 

5* + 2y =-11 

6. 6x-4y =20 

9. 7x+4y <6 


x- y < -5 

2x + 3y < 11 

2*-3 y =-10 


^Cuantos rectingulos pueden formarse de tal manera que 
las longitudes de sus lados sean numeros enteros, la dife- 
rencia del lado mayor menos el menor sea 6 y su perime- 
tro sea menor o igual que 30? 

1L Julia ha reunido 65 monedas, cada una de ellas es de 5 o 10 
centavos. En total tiene mas de $4.50. ^Cual es el menor 
numero de monedas de 10 centavos que puede tener? 

12. Encuentra todos los numeros de dos cifras que satisfagan 
las siguientes propiedades: la suma de sus dfgitos es igual 
a 8. La cifra de las decenas es mayor o igual que el doble 
de la cifra de las unidades. 

13. En un triangulo rectangulo cuyas longitudes de los lados 
son numeros enteros, la hipotenusa mide 17 cm. El doble 
del cateto menor, menos una unidad, es igual a la longi- 
tud del cateto mayor. El perimetro es mayor que 37 cm. 
Encuentra las longitudes de los catetos. 


lados sean numeros enteros, su perimetro sea 15 y la suma 
de dos lados distintos sea menor o igual que 8. 

15. Hace 10 aflos un hombre tenia 10 veces la edad de su hijo. 
Si actualmente la suma de la edad del padre mis el doble 
de la del hijo es menor o igual que 60, £que edad tiene 
cada uno? 

16. En un laboratorio se han reproducido camarones de rfo y 
ranas, que serin utilizados posteriormente en experimen- 
tos.En total hay 155 animales. Si la diferencia entre el 5% 
de camarones y el 20% de ranas es mayor o igual que 25, 
^cuantos ejemplares puede haber de cada tipo? 

17. El semiperimetro de un rectangulo es igual a 8. La diferen¬ 
cia entre el doble del ancho y el largo es menor que 2. Las 
dimensiones de los lados son numeros enteros. Encuentra 
las dimensiones de todos los rectangulos que puedan satis- 
facer las condiciones anteriores. 


14 Encuentra las dimensiones de todos los triangulos isosce¬ 
les no equilateros de tal manera que las longitudes de sus 


11.10.3 Metodo grafico de un sistema de dos desigualdades 

Un fabricante de radios tiene costos fijos de $140 diarios mas $72 por concepto 
de mano de obra y materiales por cada radio fabricado. Si cada aparato se vende 
en $107, ^cuantos radios debe producir y vender cada dla para garantizar que no 
haya perdidas ni ganancias? 

Solution: El costo total de production de x radios al dfa es: 

costo total = 72x+140. 

Puesto que cada aparato se vende en $107, los ingresos correspondientes 
son: 


ingresos =107*. 
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Para garantizar que no haya perdidas ni ganancias, el costo total y los in- 
gresos deben ser iguales; es decir, 

107* = 72x + 140. 

La solution de esta ecuacion es x = 4. 

De lo anterior deducimos que, para que no haya perdidas debe producir 
y vender por lo menos 4 radios. 

Dibujando las rectas que representan el costo total y los ingresos, obser- 
vamos que se cortan en el punto x = 4. 

En la figura 11.11 podemos observar que si x > 4, la recta y = 107 x esfii 
arriba de la recta y = 72 x +140, es decir, los ingresos son may ores que los 
costos. De lo anterior deducimos que si x > 4, hay ganancias. 

Si x < 4, entonces la recta y = 107 jc esta abajo de la recta y = Tlx + 140; 
es decir, los ingresos son menores que los costos y, por consiguiente, hay 
perdidas. 



En los siguientes ejemplos utilizamos lo visto en la pagina 154. 


" EJEMPL0S 

L Describir mediante desigualdades la region sombreada en la figura 11.12, 
limitada por las rectas cuyas ecuaciones son y = x- 6 y y = 1(3* -8). 



Solution: Los puntos que estan en la zona sombreada estan abajo de la 
recta y = x - 6; es decir, 

y<x -6 

y estan debajo de la recta y-\x- 2, asf que satisfacen 

3 _ 

y < ~4 x ~ 2 " 
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Por tanto, la zona sombreada consiste en los puntos (*,y) que satisfacen 
ambas desigualdades: 


- 3 . 

y<x -6 y y < -x-2. 

2. Dibujar la region que consta de los puntos que se encuentran arriba de la 
recta 5* - y = 0 y debajo de la recta 2x + 3y - 3 = 0, y escribir las desigual¬ 
dades correspondie ntes. 

Solution: Primero escribimos las ecuaciones en la forma acostumbrada; 
es decir. 


y = 5x 

2 i 

y = —x + l. 

3 


Los puntos del piano que estan arriba de la recta y = 5 jc son los que satis¬ 
facen la desigualdad: 


y>5x, 

y los que estan debajo de y = —| *+1 son los que satisfacen: 

2 , 



3. Dibujar la region determinada por las desigualdades 
y < -2x - 3y6jt+y-l>0. 

Solution: Primero dibujamos las rectas: 

y = -2x - 3 
y = -6x + l. 

Ahora localizamos la region que se encuentra debajo de la recta y = -2* - 3 
y arriba de la recta y = -6x + 1. Como tenemos que y > -6x +1, entonces la 
recta estti incluida en la region. 
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4. Dibujar la region determinada por las desigualdades 
y>3x-2,y< -x + 5,y>Sx-2. 

Solution : La region que deterraina la desigualdad y > 3x - 2 son los pun- 
tos que estan arriba de la recta y = 3x - 2. La region que deterraina la des¬ 
igualdad y < -x + 5 son los puntos que estan debajo de la recta y = -x + 5. 
La region que determina la desigualdad y>-Sx-2 son los puntos que 
estan arriba de la recta y = -8* - 2. 



11.10.4 Ejerricios 


Dibuja la regicn que se pide en cada caso y escribe las desigualdades corresportdientes. 
L Debajo de la recta 3x-y-6=0y arriba de la recta 3 y = -4jt- 8. 

2. Arriba de la recta 4* + 7y = -4 y debajo de la recta x- y = 0. 


3. Debajo de la recta y = 9 y arriba de la recta y = -1. 

4 Debajo de las rectas y = 10* - 20 y y = -•§■*+ 25. 

5. Arriba de la recta y = - 6* -1 y en la recta y = x. 

6. Debajo de la recta y = 8* -1 y no en la recta y = -* + 5. 

7. Dibuja la region que consta de los puntos que se encuen- 
tran arriba de las rectas y = *- 4yy = -2x + 8 y debajo 
de la recta x-y- 1 = 0.Escribe las desigualdades corres- 
pondientes. 

8. Dibuja la region que consta de los puntos que se en- 
cuentran arriba de las rectas 5y = 6* + 15y* + >' = 2y 


debajo de la recta y = 7. Escribe las desigualdades co- 
rrespondientes. 

9. Dibuja la region encerrada por todas las rectas: 

-x+2y = 0,2x + y = 2,y = + 7, y + 8 = 2*. Escribe 

las desigualdades correspondientes. 
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11.10.5 Introduction a la programacion lineal 

Un fabricante de muebles fabrica dos tipos de sillas para escritorio: normal y 
de lujo. Para cubrir la demanda, el sabe que en una semana debe fabricar al 
menos 100 sillas normales y 25 de lujo, pero su taller no puede fabricar mas de 
200 sillas semanales. Por cada silla normal obtiene una utilidad de $150 y por 
cada silla de lujo obtiene $250. ^Cuantas sillas de cada tipo debe fabricar en 
una semana para optimizar su ganancia? 

Solution: Llamemos * al numero de sillas normales y y al mimero de 
sillas de lujo que fabrica en una semana. 

Las condiciones del problema dicen que: 

100 <* 

25 <y 

* + y <200 

La utilidad por fabricar las sillas es: 

U = 150*+250y. (11.42) 

Lo que debemos buscar es para que valores de x y y,que satisfagan las condi¬ 
ciones del problema, la utilidad U es maxima. 

Dibujemos la region determinada por las condiciones del problema y va- 
rias rectas de la forma (11.42) para distintos valores de U. 


* = 100 



Observemos que: 

• La region determinada por el problema es un triangulo con vertices en 
(100,25),(175,25) y (100,100). 

• Todas las rectas U = 150* + 250y son paralelas, ya que todas tienen 
pendiente 

150 3 

250 " 5 

y estan mas arriba conforme U es mayor. 

• Por lo anterior, para resolver el problema debemos encontrar aquella de 
dichas rectas que toque al triangulo en al menos un punto y se encuentre 
encima del resto de esas rectas. En este caso, es aquella que pasa por el 
punto C( 100,100). 
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Evaluamos U = 150x + 250y en (l00,100) y obtenemos: 

U = 150(l00) + 250(l00)= 40,000. 

Esto quiere decir que se obtiene una utilidad maxima de $40,000 cuando 
se fabrican 100 sillas de cada tipo. 

Un problema de programacion lineal es aquel en el que hay que optimizar 
(encontrar el maximo o el minimo) una funcion lineal de dos o mas variables, 
llamada lancidi objetivo, sujetas a varias condiciones, llamadas restricciones, 
dadas por desigualdades lineales. 

Cuando el problema es de dos variables, las restricciones determinan un 
poligono en el piano, como el triangulo del ejemplo anterior, y la funcion obje¬ 
tivo es una familia de rectas paralelas. 

El problema se resuelve encontrando la recta que toca al poligono en el 
punto mas alto o mas bajo posible, dependiendo de si queremos encontrar 
el m&ximo o el minimo. 

El resultado principal de la programacion lineal nos dice que este punto 
ser£ un vertice del poligono. Asi que lo que debemos hacer en general para 
resolver un problema de este tipo es evaluar la funcion objetivo en los vertices 
del poligono y fijamos en el que la funcion alcance un valor maximo o minimo, 
segun el caso. 


Ejemplo 

• Un fabricante tiene tres maquinas, A#,, Af 2 y Af 3 , con las que puede 
fabricar dos tipos de productos, P, y P Y Con los productos P, tiene 
una utilidad de $20 y con los productos P 2 la utilidad es de $30. 

• La maquina Af, puede trabajar a lo mds 70 horas a la semana, la 
miquina Af 2 ,60 horas y la M 3 ,40 horas. 

• Para fabricar cualquiera de los productos, es necesario usar parte 
del tiempo de cada una de las tres maquinas. En la siguiente tabla se 
muestra cuantas horas de cada maquina Af se necesitan para fabri¬ 
car el producto P. 



P, 

P> 

Af, 

2 

1 


1 

2 


1 

1 


^Cuantos productos de cada tipo debe producir a la semana para 
maximizar su ganancia? 

Sol Llamamos x al numero de unidades de P, que debe pro¬ 

ducir a la semana, y y al numero de unidades de P 2 . 

Las restricciones de tiempo muestran que: 


2x * y' 70 
x* 2y' 60 
x*y' 40. 
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Ademas, como x y y representan unidades producidas, no pueden ser 
negativas. 


x>0 
y> 0. 

La utilidad por fabricar x unidades de P, y y unidades de P 2 es: 

U = 20x+30y 

y esta es la funcion que debemos maximizar. 

Para resolver el problema,dibujamos la regidn determinada por las 
restricciones del problema, que es un polfgono. 



Encontramos los vertices del polfgono: A(0,0), B[ 35,0), C(30,10), 
Z)(20,20) y £(0,30) y evaluamos la funcion de utilidad en ellos: 


Vertice 

Utilidad 

A(0,0) 

0 

B(35,0) 

700 

C(30,10) 

900 

D(20,20) 

1000 

£(0,30) 

900 


De acuerdo con el resultado de programacion lineal, se obtiene una 
utilidad maxima fabricando 20 artfculos de cada tipo. 

Observamos ademas que en el punto (20,20) se estan usando al 
maximo las maquinas M 2 y M 3 ,ya que 

(20) 2(20) 60 y (20) (20) 40, 
pero de la maquina A/, solo se usan 

2(20) (20) 60 


horas de las 70 posibles. 
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11.10.6 Ejercicios 


L Encuentra el maximo de la funcion objetivo u = x + 3y sujeta a las restricciones x > 0, y > 0, x + y < 2,2x + y < 3. 

2. En el problema inicial de la leccidn, ^cuantas sillas de cada tipo deben fabricarse si la funcion de utilidad es 
U = 150* + lOOy? 

3. En el problema de las tres maquinas, encuentra la utilidad maxima si la maquina A/, solo puede trabajar 35 horas a la 
semana. 

4 En el problema de las tres maquinas, ^qud sucede si la funcion de utilidad es t/ = 20x + 20y? 


Resumen 

Metodo de igualacion 

• Despejamos una de las variables de ambas ecuaciones. 

• Igualamos las expresiones obtenidas y resolvemos para la 
variable que en ellas aparece. 

• Sustituimos el valor de esta variable en alguna de las ecua¬ 
ciones obtenidas en el primer paso y resolvemos para la otra 
variable. 

• Comprobamos la solution sustituyendo los valores en las 
ecuaciones originales. 

Metodo de suma y resta 

• Multiplicamos las ecuaciones por aquellos mimeros que ha- 
gan que, en ambas ecuaciones, los coeficientes de una de las 
variables sean iguales, excepto tal vez por el signo. 

• Sumamos o res tamos las ecuaciones para eliminar esa va¬ 
riable. 

• Resolvemos la ecuacidn resultante para la variable que quedo. 

• Sustituimos este valor en cualquiera de las ecuaciones origi¬ 
nales para encontrar el valor de la otra variable. 

• Comprobamos la solucion sustituyendo los valores en las 
ecuaciones originales. 

Metodo de sustitucion 

• Despejamos una de las variables de una de las ecuaciones. 

• Sustituimos en la otra ecuacion la expresion encontrada y resol¬ 
vemos para encontrar el valor de la variable que ahf aparece. 


• Sustituimos dicho valor en la ecuacidn del paso 1 y resolve¬ 
mos para obtener el valor de la otra variable. 

• Comprobamos sustituyendo los valores en ambas ecua¬ 
ciones. 

Metodo de Gauss 

• Si el coeficiente de x, la primera variable, es 1 en por lo me- 
nos una ecuacion, elegimos alguna de estas y la colocamos 
en el primer lugar. Si no sucede asf, multiplicamos alguna 
ecuacidn por el numero adecuado, para que el coeficiente 
de la primera variable sea 1 y la colocamos como la primera 
ecuacion. 

• Multiplicando por los factores correspondientes y sumando, 
eliminamos el termino en x de las ecuaciones restantes. 

• Multiplicamos, si es necesario, por el numero que haga que 
el coeficiente de la segunda variable (y),sea l,enla segunda 
ecuacidn. 

• Multiplicando por el numero correspondiente y sumando, 
eliminamos el termino en y en la tercera ecuacidn. 

• Se divide entre el coeficiente de la variable en la tercera 
ecuacidn, obteniendo asf el valor de la tercera variable. 

• Para obtener los valores restantes procedemos en retroceso: 
se sustituye el valor obtenido en la ecuacidn anterior, en- 
contrando asf, uno a uno, los valores de las variables. 


11.11 EJERCICIOS DE REPASO 


Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando cualquiera de los m&odos estudiados en este capitulo. 


L 2x-4y = “ 
12 x - 16 y = -53 

w ~y 

12 w- + 12y = 25 

-7a + 3b = 

6a-4b = f 


4 x-y =-c 
-2x + y - -a -c 


7. 5t + w = -8 
5f +w> =3 


5. 3x + 2y =9 a 
8x-4y =0 


8. 8r+6/ =-16 
3r-2t =-23 


3 . 


6. It- 5s =7 
5r-7s =-19 


9. 10w - 9z =-11 
-7w + 9z =5 
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10. 6x+12y =54 
-3x - 6y = -27 


1L 6a-5b =-13 
-9a +10* = 2 


12. 9r + 10s =8 
10s + 12r =9 


13. 8x+3y + 10z =5 
-4x + 9y-5z = 1 

12x-12y-15z =-4 

14. x + 3y + 2z =-6 
2x + y-3z =3 
3x-2 y + z = 9 

15. 6x-3y + 2z =21 

-2x+y+z = -2 
x-y + 3z =9 


16. x + 2y + z = 6 
2x-y + 3z =17 
5x + 9y-z =0 

17. x+2y-3z =0 

2 x-y-z =0 
x + y-z =6 

18. 4x-5y =11 
x-y + 3z =10 

6x - 7y - lOz = -9 


19. La suma de las cifras de un n umero de dos dfgitos es 14. Si 
dividimos el niimero entre dicha suma, el cociente es 6 y el 
residuo es 11. Encuentra el numero. 

20. En un numero de dos cifras, el dlgito de las decenas es el 
triple del dfgito de las unidades y la suma de sus dfgitos es 
12. Encuentra el numero. 

2L Si en una f race ion le sumas 2 al numerador y le restas 3 al 
denominador, el resultado es j. Si al numerador le restas 2 
y al denominador le sumas 1, el resultado es |. yCual es el 
valor del numerador y del denominador de la fraccion? 

22. La suma de dos numeros es 25. El cociente del primero 
entre 2 veces el segundo es -jy. ^Cuales son los numeros? 

Se tienen dos disoluciones que contienen cloro, una al 6% 
y otra al 4%. yQue cantidad hay que tomar de cada tma 
para obtener 600 mililitros al 5% ? 

24 Balancea la ecuacion que representa la transformation 
del fosfato de calcio Ca 3 (PO i ) 2 por action del acido sul- 
fiirico H 1 SO t en acido fosforico H } PO A y sulfato de calcio 
CaSO A . 

Ca 3 (PO i ) 1 + H 2 S0 4 -> H 3 P0 4 + CaSO A 

25. En ciertas condiciones de temperatura, el anhfdrido sulfu- 
roso S0 2 reacciona con el oxfgeno del aire para transfor- 
marse en anhfdrido sulfurico S0 3 . Balancea la ecuacion: 

S0 2 + 0 2 —> S0 3 

26. Albert Einstein, ffsico aleman, es considerado un genio 
de todos los tiempos. Su mayor logro fue probar que una 
portion insignificante de materia puede producir una in- 
mensa cantidad de energfa; con ello sento las bases de la 
energfa nuclear, pero manifestd su desacuerdo en su uso 
para fines belicos. Einstein nacio a finales del siglo xix, y 
murid en el siglo xx. Puedo decirte que el numero cuyas 
tres cifras coinciden con las tres ultimas cifras del ano de 
su muerte, satisfacen las siguientes condiciones: la suma 


de las tres cifras es igual a 19. La cifra de las unidades mas 
la de las decenas, menos la de las centenas es igual a 1. El 
doble de la cifra de las centenas es igual a la diferencia 
del cuadruple de la de las unidades menos 2. yEn que ano 
murid? 

27. Tres obreros pueden hacer un trabajo en 6j dfas. Juntos, 
el primer obrero y el segundo lo harian en 10 dfas, y el se¬ 
gundo junto con el tercero lo harian en 12 dfas. ^En cuan- 
tos dfas lo haria cada persona sola? 

28. Si se conectan en paralelo 4 resistencias de la misma capa- 
cidad y 2 iguales de otra, se obtiene una resistencia total 
de 2.4 ohms. Si en otro circuito conectamos tambien en 
paralelo 3 resistencias de la primera capacidad que usa- 
mos en el circuito anterior y 4 resistencias de la segunda, 
obtenemos una resistencia total de 3 ohms. yDe que ca¬ 
pacidad fueron las resistencias usadas? Recuerda que si 
conectamos en paralelo 2 resistencias de capacidad R\ y 

, y R es la resistencia total, entonces, 

J_ \ _ 

R x R 2 ~ R 

29. El largo y ancho de un rectangulo estan en razon Si el 
area es igual a 150 cm 2 , ycuanto miden los lados del rec- 
tdngulo? 

30. Un veterinario compro unos gatos por $750. En la prime¬ 
ra semana se le murieron 5 gatos y vendio cada uno de 
bs restantes a $6 mas de lo que le costaron. En este ne- 
gocio perdio $30. yCuantos gatos compro el veterinario? 
yCuanto le costo cada gato? 

3L El producto de dos numeros es 8640, y uno de ellos es cin- 
co doceavos del otro. yCuales son dichos niimeros? 

32. Un numero de dos dfgitos satisface las siguientes propie- 
dades: el producto de la suma de sus dfgitos por la dife¬ 
rencia del dfgito de las unidades menos el dfgito de las 
decenas es igual a 0. El producto de la suma de los dfgitos 
por sf mismo es igual a 256. yCual es dicho numero? 
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seleccionados 


Respuestas a los ejerddos selecdonados 

Capftulo 1 Conjuntos 

Ejercicios de la pagina 8 (seccidn 1.3.1) 


2- {-1.0.1}. 3. {-11,-9,-7,-5. -3,-1,1, 3, 5, 7}. 4. {-1, l}. 

5. {jce Z| x*-2}. 6. {3,5}. 7. {-7, j}. 8. -6 e {-10,-9,-6,-3, 0, 5}. 9. {7,-11,16} <z{l, -7,11,-14,16}. 
10. {-3,0} c{0,-1,-3,1,3}. ll.f«{f,i,f,f,^}. 12. {-4, 4}cZ, 13. Z<z{-1,-2,-3,-4}. 

14. -7it{2i:,n 2 ,-2K,jr,67c}. 15. 8eZ. 16. A\B = { 0,1, 2, 3, 4,5}. 

17. A\B = {-5, -4, -3, -1,0,1,2, 3, 4, 5}. 18. A\fl = {-5, -4, -3, -2, -1}. 

19. A \ B = {-5, -4, -2, -1, 0, 2, 3, 4}. 20. A' = { f, 2, f, ft}. 21. = {-11, \ 2, a}. 

22. >l c = { f, ft}. 23. v4 c ={ f, 0, f,*}- 24 Act B\B c. A\C cz A\ActC\ B ctC\C <t B. 


Ejercicios de la pagina 17 (seccidn 1.7.1) 


L Falso. 2. Falso. 3. Verdadero. 4 Verdadero. 5. Verdadero. 6. Verdadero. 7. Au B = {l, 5, 9, a, ft, c}. 
8. BnC = {a}. 9. infl = {5}, 10. AvBuC = { a, b, c, 1,-2,3, 5,9}. 13. (BnC)uA = {a, 1,5,9}. 

12. (^nfl)uC = {-2,3, 5,a, 9}. 13. (AnC)vB= {a,b,c, 5,9}. 14 (AuB)n(AuC) = {l, 5, 9,a}. 


15. AnBr\C = 0. 



Ejercicios de la pagina 19 (seccidn 1.8.1) 


1- A xB = {(-1,1), (-1,2), (-1,3), (1,1), (1,2), (1,3), (0,1), (0,2), (0,3) . 

2. B x A = {(1,-1), (1,1), (1,0), (2,-1), (2,1), (2,0), (3,-l), (3,l), (3,0) . 

3. (i4xB)n(flx3) = {(l,l)}. 

(-1,1), (-1,2), (-1,3), (1,1), (1,2), (1,3), (0,1), (0,2), (0,3), 


4 (AxB)v(BxA)=' 


(1,-1), (1,0), (2,-1), (2,1), (2,0), (3,-1), (3,1), (3,0)}. 


5. A xB = {(a,a), (a,ft), (a,c), (ft,a), ( ft.ft ), (ft,c)}. 
7. Ax(B\C) = {(a,b), (ft,ft)}. 

9. CxA = {(a,a), (a,ft), (c,a), (c,ft)}. 


11. Bx(CuA) = 

12. Ax(BuC) = 


(a,a), (a,ft), (a,c), (ft,a), (ft,ft), (ft,c), (c,a), (c,ft), (c,c)}. 
(a,a), (a,ft), (a,c), (ft,a), (ft,ft), (ft,c)}. 


6. AxC = {(a,a), (a,c), (ft,a), (ft,c)}. 
8. (3xB)\(XxC) = {(a,ft), (ft,ft)}. 
10. flx/1 ={(a,a), (a,ft), (ft,a), (ft,ft),(c,a), (c,ft)}. 
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16. 



18. La cardinalidad de A x B es 27. 


H-1-1-► 

1 2 3 X 


Ejercicios de la pagina 20 (section 1.9) 

1. {-4, - 2, 0, 2, 4, 6,8.10}. 2. {-6, - 5, - 4, -3, -2, -1, 0.1, 2, 3, 4, 5, 6} 

3. {37,41,43,47,53,59}. 4. {-7, -6, -5, -4, -3, -2, -l}. 5. {Sinaloa, Sonora, San Luis Potosf} 

6. {11,101,110,112,113,114,115,116,117,118,119,121,131,141,151,161,171,181,191,211}. 

7. 9.4 * {1.2, 3.75, 9.3,12,13.7, 20}. 8. {-{, £}• 9. {2, 4, 6, 8}c {2, 4, 6,8, 10,12} 

10. 0 g {6, 22, 3, 0, 8, l}. 1L {-5, -21, 93} c { niimeros enteros impares}. 12. {5,10,12} <z{5, 10,15, 20, 25}. 
13. Au B = [x,y, z}. 14. AuC = {x,y,z}. 15. BvC = {y, z}. 16. (4ufl)uC = {x,y,z} 

17. {A\B)vC = {jc,z}. 18. {A\C)vB = {x,y,z}. 19. (AuB)\C = {*, y} 

20. MuC)\B = {x}. 2L >l\(fl\C) = {*,z}. 22. 4\(>luC) = 0, 23. A\(B nC) = {x,y} 

24 (>l\fi)u(>l\C) = {jc,y}. 25. 4nfl = {0,ff}. 26.finC = {o}. 27. AnC = {-/r,0} 

28. (>lnfl)nC = {o}. 29. D\(AnC)= {f, /r, 2k}. 30. D\(Av B)= {^, 2n} 

3L Ax B = j(-7r,0), (-;r,f), (- Ji, k ), (0,0), (0,f), (0,w), (tt, 0), (7T,f), (;r,;r)}. 

32. BxC = {(0,-*), (0,0), (0,f), (f,-*), (f,0), (*,-*), {x,0), (nr,f)}. 

33. ( GxG)\((AxF)u(B x E)u(CxD))= {( a,a ), ( b,b ), (c,c)}. 

Capitulo 2 Sistemas de numeration 
Ejercicios de la pagina 30 (seccidn 2.3.1) 


1. La representacion del numero 89 es 155 en base 7. 2. La representacion del numero 546 es 202020 en base 3. 

3. La representacion del numero 638 es 778 en base 9. 4 La representacion del numero 2309 es 4405 en base 8. 

5. La representacion del numero 98374 es 2035234 en base 6. 6. La representacion del numero 71248 es 2234443 
enbase5. 7. La representacion del numero 2536 es 100111101000 en base 2. 8. La representacion del numero 

3746 es 322202 en base 4. 9. La representacion del numero 32635 es 164101 en base 7. 10. La representacion del 
numero 5657 es 13031 en base 8. 1L La representacion del numero 55555 es 3234210 en base 5. 12. La represen¬ 
tacion del numero 11111 es 10101101100111 en base 2. 13. La representacion decimal de 6105847^ es 3252031. 
14 La representacion decimal de 11001101| 2) es 205. 15. La representacion decimal de 24535132 (6 j es 790400. 

16. La representacion decimal de 30201130 (4| es 51292. 17. La representacion decimal de 124003422^es 609862. 
18. La representacion decimal de 112020211 (J) es 10390. 19. La representacion decimal de 13242365 (7| es 1220588. 
20. La representacion decimal de 578476128^ es 253252520. 2L La representacion decimal de 3201023 (4| 

es 14411. 22. La representacion decimal de 41202253^ es 1182489. 23. La representacion decimal de 

121046503 (7) es 7541446. 24 La representacion decimal de 101010100| 2| es 340. 25. La representacion del 

numero 67 es 1000011 en base 2. La representacion del numero 67 es 2111 en base 3. La representacion del numero 67 
es 232 en base 5. La representacion del numero 67 es 124 en base 7. La representacion del numero 67 es 74 en base 9. 
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Ejercicios de la pagina 34 (seccidn 2.4.1) 


L 1111101, 2 ,. 2. 10000010, 2) . 3. 11101110, 2 ,. 4. 101101011 (2) . 5. 1101000001,,,. 6. 1001011011 (2) . 

7. 101010101000 (2) . 8. 100111011, 2> . 9. 10000000010 (2) . 10. 101111010 (2) . 1L 10111, 2 ,. 12. 110 (2) . 13. 11,^ 
14. 111111 (2) . 15. 100,,,. 16. 1011 (2) . 17. 100110,,,. 18. 100000000,,,. 19. 10101 (2) . 20. 10010,,,. 

2L 111100, 2 , <1110000,,,. 22. 1110010 (2) <1110100 (2) . 23. 1000110,,, < 1001110,,,. 

24. 1110011 (2) < 11001011 (2) . 25. 1000101 (2) < 1100100,,,. 26. 10010101 (2) < 10101010 (2) 

27. 11101111,,, <11110111,,,. 28. 1111100,,, <11111100,,,. 

Ejercicios de la pagina 39 (seccidn 2.5.3) 


+ 

0 

1 

2 

0 

0 

1 

2 

1 

1 

2 

10 

2 

2 

10 

11 


X 

0 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

2 

0 

2 

11 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

2 

0 

2 

4 

6 

10 

12 

14 

16 

3 

0 

3 

6 

9 

14 

17 

22 

25 

4 

0 

4 

10 

14 

20 

24 

30 

34 

5 

0 

5 

12 

17 

24 

31 

36 

43 

6 

0 

6 

14 

22 

30 

36 

44 

52 

7 

0 

7 

16 

25 

34 

43 

52 

61 


3. 2001100,3,. 


+ 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

0 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

10 

2 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

10 

11 

3 

3 

4 

5 

6 

7 

10 

11 

12 

4 

4 

5 

6 

7 

10 

11 

12 

13 

5 

5 

6 

7 

10 

11 

12 

13 

14 

6 

6 

7 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

7 

7 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

20 


4. 10220011 (3) . 5. 211112021,3,. 6. 4555145440, 6| . 


7. 24302213,.,. 8. 17633518, 9. 130302006666,.,. 10. 727676054,.,. 1L 30322,.,. 12. 10102,.,. 13. 2212013, 


14. 881020, 


"W 

(»)■ 




15. 102254 


W 


16. 116453, 


J (7)- 


20. 657342, g) < 657432, g) . 

23. 12435687,,, < 13425687, g) . 
26. 40320010, 6 , =40320010, 6 ,. 
29. 5460012,., = 1021000220200 


(»)’ 

21. 100101011 


17. 32515540, 


W 


'(’)• 


>Y 

18. 1666670, 


W 


19. 10034, 




, 2) < 101001011 , 2) . 
24 340011022 (7) <3400110022 (7| . 
27. 123400, 5) = 20066,,,. 


,5, < 100234 ,^ 


-C) 

33. 342112, 6) = 70474, g) . 


W 


30. 10231, 9 , = 1101001011111,,,. 


3L 101111, 2 , = 233, 4) . 


22. 3012013, 4 , < 3013023, 4 ,. 
25. 201201002,,, <201202002, ,,. 
28. 332123, 4 , = 3995„ or 


32. 211012, 3) = 4344,5,. 


37. 1736548 = \A1F(A 


34 1762533, 8 ,= 15031403, 6 ,. 


35. 256104,,, = 72423,,,. 


41. 7564289 = 736C01 


(“)' 


W 


38. 85798767 = 51D2F67- 16) . 39. 48763456 = 2£81240, 16) . 
42. 57562432 = 36£5540, 16) . 43. 42949672% = 100000000, 16) . 


36. 3928762 = 2,BF2BA^ [b) 
40. 2784645 = 247D85, 16r 


Capftulo 3 El campo de los numeros reales 


Ejercicios de la pagina 49 (seccidn 3.2.2) 


1. -93 m. 2. +4° C. 3. +6m. 4 +35 pesos. 5. -15° C. 6. -36 m. 7. +18° C. 8. -200 pesos. 9. -1 m. 
10. -5° C. 11. -14 pesos. 12. +805 pesos. 13. +1500 m. 14 +2303 m. 15. +1650 m. 16. -32° C. 17. 47. 
18. -81. 19. 13 20. 3. 21. -175 . 22. 0. 23. -3 kg. 24 -200 calorfas. 25. -153puntos. 26. +5 m. 
27. +5 cm. 28. +5 latidos por minuto. 29. -17° C. 30. -100 gr. 35. 9. 36. -17. 37. 12. 38. 124. 
39. -29. 40. -136. 41. -7. 42. 88. 43. 1. 44 104. 45. 11. 46. -7. 47. 34. 48. -723. 
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Ejercicios de la p£gina 52 (seccidn 3.2.4) 

1. 10. 2. -15 . 3. 15. 4. -6. 5. 0. 6. 7 . 7. 124. 8. 4. 9. -64. 10. -12. 11. 4. 12. -22. 

13. (92-(-13))-(-25) = 130. 14.-62+ (38-(-11))=-13. 15. (-47 + 20)-15=-42. 

16. La temperatura en la noche era de 12° C. 17. El submarine) se encuentra a 234 metros bajo el nivel 

del mar o a -234 metros. 18. El avion llevaba una altitud de 9133 metros. 19. El elevador se encuentra 
en el piso 18. 20. Ricardo tiene un saldo de -116 pesos o debe $116. 21. La diferencia entre las altitudes 

a las que se encuentran los dos alpinistas es de 4084 metros. 22. El helicoptero se encuentra a 2501 metros 

sobre el nivel del mar. 

Ejercicios de la pagina 56 (section 3.2.6) 



o 


2 4 6 8 10 12 14 16 
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16. -205. 17. 75. 18. 36. 19. -837. 20. -48. 2L 104. 22. -440. 23. -3. 24. 0. 25. 210. 26. 204. 
27. 56. 28. —980. 29. -650. 30. El volumen disminuye a la mitad. 31. La base aumenta. 

Ejercicios de la pagina 59 (seccidn 3.2.8) 

L3<5. 2. 1 > -1. 3. -5>-6. 4 -34 = -34. 5. 67>-67. 6. 0>-12. 7. -21<-20. 8. 8<25. 

9. -3,-1,0,4. 10. -2,-1,1,2. 11. -61, -56, -54, -51. 12. -7,-3,3,7. 

Ejercicios de la pagina 62 (section 3.2.10) 

I. 2*3*11. 2.2“ 3. 7(13) 4.101. 5. 2 3 7 2 29. 6 3 2 5 2 29. 7. 17,257,65537 . 8. 12. 9. 60. 

10. 6. 11. 4. 12. 1. 13. 120. 14. 30. 15. 90. 16. 441. 17. 52. 18. 2. 19. 132. 

20. Nacio en 1436. Descubrio America en 1492. Murio en 1506. 2L Salen de la Have 4 litros por minuto. 22. Se 
requieren 38 dfas. 23. Hay que dividir entre 30. 

Ejercicios de la pagina 68 (seccidn 3.3.5) 


L 0 

3 

5 


1 

2. 0 

1 2 

T 

0 

4-1-1 



0 

5. 

0 12 3 

3j 6. “2 -1 

0 





3.2 




7 - 0 

1 


2 

3 

4 




-4.1 







0 . 

-5 

-4 


-3 

-2 

-1 0 



9. 0.4. 10. 

0.875. 

11. 0.6. 12. 4.5. 13. 0.21. 14 0.27. 15. 0.571428. 

16. 0.076923. 17. 3. 18. -103. 

19. 3.55. 

20. -6y. 

2L -18 y. 

22. -i. 

23. 19.56. 

24 -12.93. 25. -6. 

26. -214.7. 27. 0. 28. -240. 

29 -iS- 

e*. u . 

30. -f. 

3L 0. 

32. -f. 

33. -4. 

34 -§. 35. 9.132. 

36. 53.9. 37. -13.46. 38. 

-14.728. 

39. -6.4. 

40. - 

133 

22 ' 

4L 0. 

42. 0. 

43. f. 44 545. 45. 

-14.66 46. -0.22. 47. 

48. 

38 

49 -— 

^ 13- 

50 — 

... 

51 

- ,1 * 30 * 

52. -f-. 

53. -9.2. 54 j. 

55. 1. 56 -22.37. 57. 1. 

58. -1 

59. 0. 60. 0. 

6L 

299 

3 ’ 

62. 

24 * 

63. f. 64 -17.22. 

65. 16 j. 66 33.4. 67. -f. 

68. 0. 

69-i- 70 

. | 7L 2. 

72. f. 73. 1^. 74 13jf. 75. 31f 76. 20. 

77. 186. 78. 114. 79. -40.6. 80. 143.78. 


Ejercicios de la pagina 78 (seccidn 3.3.9) 


1. - 

-2.33. 

2. 128.75. 

3. 

-72.2. 

4 2. 5. 

8’ 

6. 

-31 f. 7. 7 

3* 

8. 10 .6. 

9. 7. 

10. -f. 


11. 

^.6. 

12. 

-4.1. 

13 * ¥ 

14 

_i_ 

42 ‘ 

15. -0.4. 

16. ( 

5. 

17. -1 

18. < 

0.16. 19. 

, 14. 

20. -2. 

5. 

2L 

4. 

22. 

_ 20 

7 • 

23 -— 

183' 

24 

— 25. 

24 

-32. 26 

_i_ 

15* 

27 

• “«• 2«- 

_3_ 

10* 

29_2. 

zv. J7 . 

30 — 
ju. M . 

31. - 

’ 5 * 

32. 

32* 

33. 

9. 

34 -12. 

35. 0.54. 

36 -8. 

37. 1. 


38. 1100. 

39. 

-13. 40. 

. -4. 

4L 0. 


42. - 

_3_ 

’ 32* 

43. 

15 

4 * 

44. -i 45. 9. 

46 7. 

47. -65. 

48. - 

2} 

12' 

49. f 50. 

25 
3 ' 

. 51. -2. 

52. 2. 

53. - 

2 

27* 

54 

-2. 


55.-21. 56. -25.8. 57. a)-25°C. b)-17.7°C. c) -5°C. d)37.7°C. 58. a) 59°F. b)32°F. c) 19.4° F. d)87.8°F 


59. Maria tiene $858.65. 60. Subid ly kg. 6L Baj6 41- kg en total. 62. Debemos recortar 4.5 metros la base. 


63. Quedaron 2-L tazas de leche. 
c)-12 = 9x((8-12) + 3). 

b)10=((7x2) + (l0-4)) + 2. 
e)-48 =((7 x2) + 10)(-4 + 2). 


64. a) 68 = (9x8)-(12 + 3) 
d)36 = 9x(8-(l2 + 3)). 

c) 28 = (7x (2 +10- 4)) + 2. 

0 40 = ((7x(2 +10))- 4 ) + 2. 


b) 20 = ((9x8)-12)+3. 

65. a) 17 = (7 x2)+((l0-4) + 2 ) 

d) 22 =((7x2) + 10)-(4 - 4 - 2). 

66. a) 2 = 16-12-(8-(24+ 4)) 
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b)9 = (l6-(l2-8-24)) + 4. c)-3 = (l6-(l2-8)-24) + 4. d)-10 = (16-12-8)-(24+ 4 ) 

e) 8 = (16-12)-((8 - 24) + 4). 0 5= ((16-12)-(8 - 24)) + 4. g) 21 =(l6-((l2-8-24)+4)j. 

h)6 = 16-(l2-8)-(24 + 4). i)-7 = ((16-12-8)-24)+ 4. j) 18 = 16-(12-8-(24-+4)). 

Ejercicios de la p&gina 81 (seccidn 3.3.13) 

1. El numero es 441. 2. El obrero habra empleado 39 horas. 3. Los numeros son 1 y 4. 4. Debe co- 

merse 20 gramosde cereal. 5. Elangulobuscadomide35°. 6. Elperfmetroesl2.6cm. 7. Haiti tiene 
una superficie de 27,750 km 2 . 8. El avestruz recorre 72 km/h. 9. Hubo 1023 bebes afectados. 10. En 
1970 el total de especies de insectos era 3,000,000. 

Ejercicios de la pagina 85 (seccidn 3.4.1) 

1. 19. 2. -48. 3. 0.63. 4. 0. 5. f. 6. }. 7. S. 8. -V6. 9. -4l. 10. -37.95. 11. n. 12. -1.28. 13. 0.25. 
14. 0.58. 15. 9. 16. -68. 17. -1.3. 18. 76.05. 19. f. 20. -f. 2L xe(-4,4) 22. 6e(-»i). 
23. z e(j,9], 24. wg [-21,-7). 25. a g[-8.74,oo). 26. ycg.f], 27. xe{-±,2). 

28. *g(-1,0)u(1,6). 29. xg (-oo,10). 30.0. 31. [-3,5). 32. (5,8). 33. 0 . 34 [-j,l) 

35. (-oo,-4]u(0,f]. 36. 0 . 37. (-4,-2). 38. (§,»). 39. (-oo,-9.7). 40. (f,»). 4L 0 . 

42. (- 00 -2)u(2,oo). 43.0. 44. (-»,-§)u (-£,{). 45. (j,6). 46. (21,oo). 47. (- 00 , 00 ). 48. (-00 -1). 
49. (-8,-7) u(-|,2). 50. (- 00 , 4 ). 5L 

Ejercicios de la pagina 88 (seccion 3.5.1) 

1. (-2) 7 . 2. 7 15 . 3. 16. 4 2*. 5. (-8) 18 . 6. -15(4 1# ) 7. 3(5 U ) 8. (>(-9)™. 9. -4(±)' 8 . 10. 4(3 4 )(f) 3 ‘. 
11- -7(^r). 12. p-. 13. El empleado recibe $1619.10 al cabo de un ano. 14. El redito es de $194. Conviene mas 
al 10% anual. 15. El capital al cabo de tres anos ser£ $14,282. 16. El rendimiento ser£: $69,957.33. 

Ejercicios de la pagina 89 (seccion 3.5.3) 

1. 4365x10. 2. 7.6xlO" 3 . 3.8.27x10“. 4 3.2xlO u . 5. 3.6xl0 4 . 6. 1.113xl0' 7 . 7. 4.8x10 9 . 

8. 1.35627907xl0‘ 5 . 9. 4.5731 x10‘ 10 . 10. 7.2381 xlO" 13 . 1L Cada dtomo pesa 1.382 x KT 25 g. 12. Fluyen 

7.44 x 10 18 electrones. 13. La distancia de Satumo al Sol es 1.431 x 10 9 km. 

Ejercicios de la pagina 97 (seccidn 3.6.7) 

1. 0.4949. 2. 1.494. 3. 1.965. 4 1.742. 5. -0.1203. 6. -3.113. 7. 2.872. 8. 0.07649. 9. -2.364. 

10. 158850. lL 216.27. 12. 78.705. 13. 52711. 14 2954.6. 15. 6.0395. 16. 0.48306. 17. 0.0055335. 

18. 0.000010039. 

Ejercicios de repaso de la pagina 98 (seccidn 3.7) 

1. {. 2. -1. 3. 8.8. 4 -1.36 5. -4l. 6 0. 7. -6. 8. -12. 9. 6. 10. 17. 1L -72. 12. £. 13. 14. 

14 -28. 15. 4. 16. 7. 17. §. 18. 45. 19. 20. 87. 2L -£. 22. ± 23. -f. 24 

25. -6 26. -f. 27. 28.3. 28. 29. 30. 3.28. 3L -1.75. 32. -6i 33. 5^. 34. -it. 

35. n/10. 36. +^. 37. -4 38. -0.15. 39. +0.78. 40. -4.25. 4L +0.16 42. -8. 43. +2|. 

44 +2. 45. +4. 46. -j>-±. 47. f <f 48. -8 >-8.5. 49. -13 <-12. 50. -2.8 <-2.6. 

5L5^>5ji. 52. f >-3*. 53- t<j- 54 -*<-* 55. f <f. 56.->/2<>/5. 57. 7.9<9.7. 
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58. 10.25 > 10.12. 59. -5.75 >-5.9. 60. -9.25 <-9.04. 6L -8^-<li 62. En 1987 hablaban espanol 
73,046,930 mexicanos. 63. El numero estimado de habitantes es 5,000,073,588. 64. Habia conseguido 35 

victorias. 65. El lado del cuadrado mide 7.75 cm y los lados del rectangulo 7.75 cm y 13.25 cm. 66. a) El area 
del triangulo mayor es 216. b) Las areas no estan en razon f. 67. Cuando mi hijo tenga 30 y yo 60. 

68. Aurora tendra $3,876 al finalizar el ano. 69. Se pueden comprar 7.5 m. 70. Los numeros buscados son 12 y 54. 

Capftulo 4 Introduction al algebra 
Ejercicios de la pagina 103 (section 4.2.1) 

L a) 26. b) 14.72. c)-^. d)*y-. 2. a) 29.4 newtons, b) 96040 dinas. c) 144 dinas. d) 34.286 newtons. 

3.*+ 32. 4. 18.24y. 5. z-16. 6. 2t-9. 7. y+2. 8.f=100. 9. ftv. 10. ±t. 1L f. 12.^. 
13. f + f. 14. r + s = 98. 15. Si y es la edad de Irma, entonces la de Ramon es: y - 4. Si z es la edad de Ramon, 
entonces la de Irma es: z + 4. 16. fx = 15. 17. f-. 18. 5z + 3.7. 19. 2(6 + 1). 20. f. 2L a-§. 22. ft. 
23. fb. 24. 25 x. 25. 26. 12 -x. 27. fz. 28. ■*•. 29. 5z. 30. 365 -r. 3L Si y es la estatura de Pedro, 

entonces la de Laura es: y + 7.5, o bien, si z es la estatura de Laura, entonces la de Pedro es: z - 7.5. 32. f w. 

33. 3»v + 2z = 250. 34. 8t. 35. 36. fy-fz. 37. x(7+jr). 38. Si b esel numero mayor y a el menor, 

entonces b = 8a-5. 39. ^1. 40. a-(-3.5)+6(a + 2.l). 4L x = fy-10. 42. xy = 2(jc + y)-12. 43. 12(9-z) = 20. 
44 30-5a = 10. 45.3z = 32 + 7z. 46. 50- w = 5 + iv. 47. 6y-15 =-18. 48. Si x es la longitud de la 

salamandra, entonces la longitud de la rana es: x- 1487.5,o bien,si y es la longitud de la rana, entonces la longitud 
de la salamandra es: y + 1487.5. 49. Si z es el crecimiento (en cm) de las unas de las manos, entonces el creci- 
miento de las unas de los pies es: z -0.375, o bien, si q es el crecimiento (en cm) de las unas de los pies, entonces el 
crecimiento de las unas de las manos es: q + 0.375. 

Ejercicios de la pagina 106 (seccidn 4.3.1) 

L 32. 2. 18. 3. 6. 4 12. 5. 6. 6. -6. 7. 6. 8. -f. 9. -9. 10. -32. 11. -16. 12. -10. 13. f. 

14 -f 15. 0. 16. -f. 17. -122. 18. -2. 19. -12. 20. 28. 21. f. 22. -1. 23. f. 24 -f. 25. -5. 26. 0. 

27. f>r. 28. 6. 29. -15. 30. -f . 3L -14. 32. 0. 33. f. 34. -8.3. 35.' 250. 36. 37. -40. 

38.-1. 39. -f. 40. -f. 41.39. 42.9. 43.16.2. 44 45.^. 46. -f. 47. 0.45726. 

48.3.29. 49. a) 103.5 km. b) 187.5 km. c) 2280 m. d) 11.55 km. 50. a) 26 lb/pulg 2 . b)71b/pulg 2 . 

c) 40.172 lb/pulg 2 . d) 29.913 lb/pulg 2 . 5L a)frr. b)72x. c) 4.46915?r. d)-^*. 52. a) 200. b) 59.25. c)81. 

d) 55.08. 53.a) 11.858. b) 1.874. c) 0.24075. d) 29.466. 


Ejercicios de la pagina 108 (seccidn 4.4.1) 


L -4x. 2. -12o6 + 2.5. 3. 7.4 y. 4 


5.7 a. 6 . -9jt. 7. 12z + 20. 8 . 20y + 7. 9. 2x + 9. 


10 . -fc + 2d. 


11. f 

6x 


19. -20c+ 17. 

25. f s + 3t +1. 

30. -14jc+71y-ll. 
35. 3ax-axy + 4y-9 


12 .fa-i6 . 
20 . -1.5* 2 -0.5y. 

26. -10x 2 - l.ly. 


76+39 

1 ^. n . 


14^ + f. 15.£-f. 16. -2s. 

21. -8a + 136. 22. 6a6c+12. 23. -1.9y-6.3z. 

27. 18.4a 2 + 3.86 2 - 46. 28. f s - ft + 3. 

3L 29 jr - 9y. 32. -3a + 56. 33. -35 x 2 + 17 xy - 8y 2 . 

36. -5x - 4xy + 2. 37. -4a 2 +^6 2 -|a6. 38. 


40. 12a 3 -13. 4L 20x 2 y - 44xy 2 - xy + x. 


37. -ja 2 +fb 2 -iab. 

3oo 

42. 6s 2 + 4s-9t. 


23j>-6a-4 


17. x. 18. -9x. 
24 -2+fy-fx. 
29. -14f - 4r. 
34 -29c+ 12. 
39. 9c 2 - 3cd 2 - cd. 


Ejercicios de repaso de la pagina 109 (section 4.5) 


L A-nr 2 . 2.3x + 6 = 7. 3. jx = 120,000. 4 a + 6-24 = 0. 5. Si x es la edad del padre, x - 32 es la edad del 
hijo. Si y es la edad del hijo, y +32 es la edad del padre. 6 . V =f-. 7. V = ^jzr 2 h. 8 . fy. 9. jx. 10- 
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12 -f-. 12 -fj. 13. 14. -Jg, 15. -53. 16. -423. 17. 13.8. 18. -f£. 19. -12408. 20. 

2L 36x 2 z + 3xz 2 -6x+41xz-72. 22-10a-39a6 + 1086 + 77. 23. 28y 2 + 39y+27. 24. -{f 2 + f s 2 +fs+f. 
25. 2xy -2xz - 21 x -8z. 26. -48a V 5 - 32. 27. f rW -f rW -£rVf 6 -8. 

Capftulo 5 Resolution de ecuaciones de primer grado 

Ejercicios de la p£gina 115 (secciOn 5.1.1) 

1. x = 5. 2 r = 8. 3. w = 17. 4. z = 2.5. 5. a = 21.1. 6.6 = 28. 7. c = 5. 8.s = ±. 9. ro=f. 10. n = 0. 
1L x = 6.4. 12. f = -17.35. 13. c = 11.4. 14.a = 0.7. 15. y = 0. 16.z = f. 17. tv = §. 18. x = -£. 

19. x = 0. 20. z = -l. 21. r =-jf. 22 y = 2.2. 23. a = -3.5. 24.6=40. 25. 6 = f. 26. c = 5.3. 27. s = 1.54. 

28. a = 15,a = -15. 29. x = 12.4, x =-12.4. 30. r = 15,r = -15. 3Ll = 8,f = -8. 32 = 16.6, w =-16.6. 

33. x = 21,x = -21. 34. 6 = 1,6 = -1. 35. y = £y = ~£. 36. z = |,z = -l. 37. d = f,d = -f. 

38. x = ^-,x= 39. z = ^,z = -M 40. d = 20.1,d= 10.9. 4L a = 19, a = -73. 42. c = 3.9,c = -3.9. 

43.y = f,y = -f. 44.a = f,a=3. 45. 6 = -£,6 = -§. 46. a = -11. 47./ = -14. 48.w = -9. 

49. y = -f L . 50. s = 32.3. 51.x = 19. 52. x = ^. S3.x = -j-- 54. w = -^. 55. El numero es -39. 

56. El numero es 17.2. 57. El numero es 100. 58. El numero es 43. 59. El numero es —60. Maria tiene 

17 afios. 6L El menor recibio $96,436, el segundo $103,182 y el mayor $108,382. 62. La diferencia del mayor 

menos el menor es 40. 63. El producto es 15,184. 64. Salio con 56 aguacates. 65. Los angulos miden 90° y 27°. 
66. El teicer lado mide 21 metros. 67. El cociente es -“. 68. La base mide 45 metros. 69. El angulo mide 107°. 
70. El tercer angulo mide 105°. 

Ejercicios de la p£gina 120 (secciOn 5.2.1) 

1. x = 10. 2 y = -f 3. z = 15. 4. a = -8. 5. a = -f. 6.x = 50. 7. z = -f. 8.6=78. 9.1—L 
10. y = -21. 11. x=100. 12. z = -72 13.z = ^,z = -f. 14. w = 5.66,>v = -5.66 15. y = f,y = -j. 16.n> = 3. 

17. s = -13. 18. n = —19. y = 30. 20.1 = 3.6. 2Lx = l. 22s = -f. 23. x = 30. 24. a = f 

25. x = j. 26. a = -^. 27. x = -1. 28. x = l,x=-| 29. x = f,x = -f. 30. x = y,x = -{. 31. 6 = -30. 

32. z = 2. 33. y = -1. 34.1 = 9. 35.z = -14.75. 36.y = -15. 37. z = j. 38. z = -{. 39. x = 9. 

40. y = 0. 4L s = 9. 42 a = f. 43. 6 = f 44. i = {. 45. x = 2. 46. y = -4. 47. m = j. 48. x = -£. 

49. El numero es -15. 50. Trabajando las dos bombas juntas, pueden vaciar la cistema en 1 horas. 5L El 

numero es |. 52 El numero es |. 53. Juan tiene 16 afios, Ana tiene 48 y Roberto 6. 54. Los alumnos estan 

repartidos de la siguiente manera: Artes plasticas: 48 alumnos. Musica: 12 alumnos. 55. Lupe tiene 18 afios y 
Pilar tiene 12 afios 56. Diego trabajo 13 horas y Eduardo 22. 57. Los numeros son 375 y 62.5 . 58. El numero 
es 16.625. 59. El numero es -26.5. 60. El numero es -72.6. 6L El numero es 75. 62 Se requieren 3.75 

jomadas; es decir, 30 horas de trabajo. 63. Elvira tiene 11 afios y Andres 9 afios. 64. El primer dfa leyo 3 
revistas, el segundo dia 7 y el tercer dfa 11. 65. El numero es 84. 66. Amelia y Cristina podran realizar el 

trabajo en 2^dfas. 67. La primera es $1650, la segunda es $1800 y la tercera es $1275. 68. El jitomate cuesta 

$4.90 el kilo. 69. Los dos juntos pintan la barda en ly de dfa. 70. El tiempo requerido para llenar el tanque es 
7j horas; es decir, 7 horas y 12 minutos. 

Ejercicios de la p£gina 124 (seccidn 5.3.1) 


1 . 6 = 

-2. 2 . 

a = -3. 


3. 

y = 5. 4. x = 

£• 5.^ = & 

6 . f = {. 7. s = 

-6. 8 . a = -5. 

9. z = 2.5. 

10 . d = - 

’i y 

1 L 

x = 

= 3. 

12 »v = 

2 

3* 


13. 6 = 16. 

14. 6 = -52. 

15.x = f. 

16. c = -2. 

17. x = f. 

18. y = - 

12 
’ 7 1 

19. 

c = 

3 

" 2* 

20 . y = 

= 2 

. 

2 L6 = ^. 

22. a = 3. 

23. X = —y. 

24. d = -f 

25.t = -f. 

26. w = 

132 
21 * 

27. 

m 

ii 

i 

28. x 

= 

39 

17' 

29. a = ±? 

30. z = 30. 

31. x = 36. 

32x = -^. 

3 3.y = f. 

34. 6 = 

_ 4 
" 3‘ 

35. 

c = 

. 29 

" 40 1 

36. t = 

24 

7 


37. x = -f. 

38. a = f. 

39. y = 9. 

40. w = i 

4L c = 2. 

42 z = 

20 

37* 
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43. x = -y. 44. t = - “ » -1.42. 45. m = - 9.03. 46. r = -Ja 47. x = f-. 48. El numero es -16. 

49. El ancho es 13.6 y el largo es 40.8. 50. El numero es 9. 51. El libro tiene 225 paginas. 52. Luis estudio 

1:30 horas y Pancho estudio 3:30 horas. 53. Ricardo tiene 60 afios y su hijo 30. 54. El numero es 12. 

55. El boleto costaba $24. 56. Los gemelos tienen 12 anos. 57. El numero mayor es ^ y el menores y. 

58. Tlenes 39 anos. 59. El numero que hay que agregar es -6. 60. Diofanto vivid 84 anos. 


Ejercicios de la p&gina 133 (seccidn 5.4.4) 
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-* 19. (5,0). 20. (11,0). 2L (-3,0). 22. (-5,0) 


23. (-f ,0). 24. (|,0). 25. (i,0). 26. (-^,0). 27. (},0). 28. (f,0). 29. (-f,0). 30. (5,0). 31. (-},0) 

32. (2,0). 33. (5,0 ) 34. (|,0) 35. (7,0 ) 36. (--;}, 0) 37. (l6,0). 38. (-f,0) 39. (2,0). 

Ejercicios de la pagina 137 (seccidn 5.5.1) 


2. La soluci6n es y = 6 . 3. No tiene solucion. 4. No tiene solucion. 

7. Es una identidad. 8. x = 0. 9. No tiene solucion. 

12. x = -3. 13. No tiene solucion. 14. Es una identidad. 

18. x= 4. 


10. w = {. 


1. Es una identidad. 2. La solucion es y = 6 . 3. No tiene solucion. 4. No tiene solucion. 5. x = -2. 

6 . No tiene solucion. 

1L Es una identidad. 

16. Es una identidad. 17. No tiene solucion. 

2L h = ~. 22. h = tH-. 23. h = 

b +*2 

27. Juan tiene 24 afios y Nicolas tiene 8 anos. 28. La base mide 12 cm y cada lado mide 18 cm. 
no quiere que Antonio sepa su edad. 30. El ancho mide 7.5 m y el largo 37.5 m. 31. La base mide 12 km, el 

perfmetro mide 32 km. 32. La otra base mide 15 m. 33. La base mide 17.5 cm. 34. La altura mide 11.5 cm. 


24 .A-4*- 


19. jc = j. 


25. h = -^r. 


15. y = 3. 
20. Es una identidad. 
26. /i = 5 . 
29. El abuelo 


Ejercicios de la pagina 139 (seccidn 5.6.1) 


1. Los numeros son 6 y 7. 2. Los numeros son —9 y -8. 3. Los numeros buscados son 16 y 18. 4. Los 

numeros son 7 y 9. 5. Los numeros son -16, -15 y —14. 6 . Los numeros son 153 y 154. 7. El problema 
no tiene solucion. 8 . Los numeros son 24,25 y 26. 9. Los numeros son 12 y 14. 10. Los numeros son -8 

y -7. 11. Los numeros son -35, -34y -33. 12. -3, -2, -1,0,1. 13. Los numeros son 50,51,52y 53. 

14. Los numeros son 126 y 128. 15. Los numeros son -4, -3, -2 y -1. 16. Los numeros son 35,37 y 39. 

17. Los numeros son -32, -30 y —28. 18. Los numeros son 6 y 8. 19. Los numeros son 20 y 22. 20. Los 

numeros son 9 y 11. 2L Las edades son 16,18 y 20. 22. Los numeros son -50, -48 y -46. 23. Los numeros 

son 71,72,73 y 74. 24. Los numeros son 2,4 y 6. 25. Los numeros son 5,7 y 9. 26. Los numeros son 30 y 40. 

27. Los numeros son 85,90 y 95. 28. Los numeros son -9, -6 y —3. 29. Los enteros son —6, -4 y —2. 

30. El problema no tiene solucion. 3L Los numeros son 8 y 9. 32. Las longitudes de los lados son 48,50 y 52. 

33. Los lados miden: 11,13 y 15 metros. 34. El lado mas corto mide 13 cm. 35. El problema no tiene solucion. 


Ejercicios de la pagina 144 (seccidn 5.7.1) 

1. 50%. 2. 60%. 3. 580%. 4. 25%. 5. 7%. 6 . 15%. 7. 125%. 8 . 20%. 9. 87.5%. 10. 175%. 

1L El 15% de 134 es 20.1. 12. El 20% de 225 es 45. 13. El 30% de 70 es 21. 14. El 42}%de 2450 es 1041.3. 

15. El 40% de 70 es28. 16. El 110% de 50 es55. 17. El 20% de 1658 es 331.6. 18. El 6% de 15 es 0.9. 

19. El 150% de 52 es 78. 20. El 173% de 325 es 562.25. 2L El 81.25% de 32es 26. 22. El 150% de 8 es 12. 

23. El 12.5 % de 63 es 7.875. 24. El 20% de 150 es 30. 25. El 300% de 21 es 63. 26. El 2% de 52 es 1.04. 

27. El 204% de 4009 es 8178.36. 28. El 25% de 188 es 47. 29. El 81 % de 43 es 34.83. 30. El 40% de 578 

es 231.2. 3L El 4% de 350 es 14. 32. El 5% de 240 es 12. 33. El 103% de 75 es 77.25. 34. El 32% de 

268.75 es 86. 35. Hay que agregar 26.25 litros de agua. 36. La venta de la tienda ascendio a $50,000 durante 

el primer mes. 37. La asistencia aumento en 35%. 38. Hay que anadir 7 litros de la solucion acida al 10%. 

39. En 400 mililitros de leche materna 13% es protefna, grasa y azucar, 87% es agua. 40. El 21% es oxfgeno. 
4L El valor de la inversion es $6384. 42. Hay que tomar 20 mililitros de agua salada al 30% y 40 mililitros de 
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agua salada al 3%. 43. El paquete contiene 17.16 gramos de huevo. El paquete contiene 6% de leche. 44. Un 

litro de aire pesa 1.29 gramos. 45. En 150 metros cubicos de aire hay 13,455 gr. de hidrogeno. 46. Hay que 
comprar 30 metros de tela. 47. Hay que evaporar 14,285.7 gr. 48. La tasadeinteres era de 21.62%. 49. La 

mezclatendra ley 0.962. 50. a) Debera pagar $163.35. b) Lucia ahorrara $18.15. 5L Estan sembrados 96,000 m 2 
de trigo, 40,000 m 2 de avena y 24,000 m 2 de sorgo. 

Ejercicios de la pagina 150 (section 5.8.1) 

Lye(-oo,|). 2. ae(-|,oo). 3. ze(-oo,10). 4. ye(0,»). 5 .xg[- 2 ,oo). 6. ze[3,»). 7. we(-»,-9l 

8. ive(-oo,-20). 9 . (-oo,-ll]^ 10. yG (-f.ao). 1L J:e(-“,f). 12. ae[4,oo). 13. ye(-l,ao). 14. ive(-oo,ii). 

15. ce[-2,oo). I6.xc(f,oo). 17. xe(-oo,-2). 18. 19. t g 20. a g [-r. 00 )- 2L zg (-»,§]. 

22. ae(-oo,i). 23. f g (-ao, j). 24 zg (-10, 00 ). 25.*g(0,«o). 26. iv g[0,°°). 27. 6e(^,2). 28. cg [$,<*). 

29. a c (- 00 , -■§■]• 30. x e(-°°,|f). 3L Se cumple para cualquier numero real. 32. x g [-52,oo)_ 33. r g (-°°,t]- 
34 UG^.j). 35.te(-4,-2). 36. b g [-f.-l]. 37 . sg(-A-I) 38. xg(-|,^). 39. rG(f,f). 40. 

4LyG(-4,0). 42. tG(-f,-i). 43. 44 we(-±, f). 45. ce[f,f]. 46.sg[-2.25, 

47. No tiene solucion. 48. wg(-j,—1). 49. aG[-|,-^]. 50. No tiene solucion. 5L No tiene solucion. 

52. Salio con a lo mas 172 sobres. 53. Los numeros son 1,2, 3, 4, 5 y 6. 54 Chucho quiere por lo menos $10 

semanales. 55. Debe entregar por lo menos 34. 56. La temperatura ser£ a lo mas de 18°C. 57. Debe invertirse 
$2,500 por lo menos. 


Ejercicios de la pagina 153 (seccidn 5.9.1) 


6. ye(-»,-5)u(-l,ao). 

-2*7} 


Lxg(4,16) 2. tv g(6,12). 3 . z g [-20,-4]. 4 h’g(-°o,-4]u[8,»). 5. xg (10.5,15.5’. 

7. zg(-oo-13)u(5,»). 8. yc (- 00 ,- 7 ) u (5,oo). 9. a e(-“,--f]u[§ ,»). 10. re 

12. ye(-«,-|]u[^-,«>). 13. 6g(-6,14). 14yG[0,}]. 15.jcg[1,|], 16. ye(-«-7)u(i,oo). 17. zg(-|1\ 
18. JrG(-oo,0]u[|,oo). 19. ZG(-oo,f)u(f,oo). 20. w g(■ y, 00 ). 2L rG^.f) 22.zeR. 23. yG(-^,-f). 

24 /gR. 25. ycR. 26. No tiene solucion. 27. xg(-^-,-^). 28. No tiene solucion. 29. we({, 00 ), 

30. *g (- 00 ,- 4 ) u(-j,oo). 3L wg(j,1). 32.ze(^,oo). 33. No tiene solucidn. 34. y€(-oo,-^-]u[j,oo). 

35. wg (- 00 , 14 ]. 36. XG(-f,28). 37. Losniimerosson3,4, 5,6y 7. 38. Hay 4posibilidades:-2,-l;-l,0; 

0,1; 1,2. 39. Los tubos pueden medir entre 16.7 y 17.3. Si entrega los 1700 tubos, la ganancia es $420. 40. El 

numero es -1708, o bien, -1742. 4L La distancia entre la tienda de abarrotes y la farmacia es: 100 metros,o 
bien,500 metros. 42. Pablo mide 1.70 m y Julian 1.63 m,o bien, Pablo mide 1.63 m y Julian 1.56 m. 43. El 
precio al que Ramon debe vender el sillon es:864 <x< 936. 44 Loscortineros median mas de 3.105 m o 

menos de 2.295 m. 45. El numero buscado se encuentra entre 0.0001 y 7.5359. 46. Si el precio aumento, 

entonces el initial era$1561 y el actual es $1576. Si el precio bajo,entonces el initial era $1576 y el actual es $1561. 


Ejercicios de la pagina 156 (seccidn 5.10.1) 

L En la recta: y = 4x -1. Arriba: y > 4 x -1. Debajo: y < 4x -1. 2. En la recta:y = -jac + 2.Arriba:y >-jx+2 

Debajo: y <-jx + 2. 3. En la recta: y = 3- x. Arriba: y> 3- x. Debajo: y< 3- x. 4. Enlarecta:y= & 

Arriba: y >8. Debajo: y< 8. 5. En la recta: y = jx-~. Arriba: y>^x-jr. Debajo: y<|x-^. 6. Enlarecta: 
y = 5.r + 4. Arriba:y >5x+4. Debajo: y<5jr +4. 7. En la recta: y = —J. Arriba: y>—J. Debajo: y<~J. 8. Enla 
recta: y = - y x - 4. Arriba: y > - j x -Debajo: y <-±x - y. 9. En la recta: y = 4 x + y. Arriba: y > 4 x + j. 

Debajo: y<^x+y. 10. EnIarecta:y = 2x + 7.Arriba:y>2x+7.Debajo:y<2;r + 7. 11. Enlarecta:y = -6x+10. 
Arriba:y> -6x + 10.Debajo:y< -6x + 10. 12. Enlarecta:y = yjc. Arriba: y>yjc. Debajo: y<yx. 13. Enla 
recta: y = -jx + 8. Arriba: y > - jx + 8. Debajo: y < -jx + 8. 14 En la recta: y = \x - 1. Arriba: y > -1. Debajo: 
y<y oc-1. 15. Enlarecta:y = -jJt-j.Arriba:y>-|x-|.Debajo:y<-|jt-|. 16. En la recta: y = -2x - j. 
Arriba: y > -2 x -Debajo: y < -2x - 1. 17. En la recta: y = y x -yy Arriba: y > }x - yj. Debajo: y < ^x - yj. 
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18. En la recta: y = +y. Arriba: y> fx+ j. Debajo: y < *-x +j. 


iOl 

yy 
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Ejercicios de repaso de la pagina 157 (seccidn 5.11) 

1. z = 14;z = -14. 2. t = 3.5. 3.s=-f. 4. y = f. 5. x = -1. 6w = -*, 7. t = 1. 8.w = ll. 

9. x = j. 10. x = -jj. 11. r = —jj-. 12. w = -18. 13. Es una identidad. 14. y=1.5. 15. w = 2; w = -y. 
16. x = -3. 17. 6.36 es el 53% de 12. 18. 12 es el 2.4% de 500. 19. 19 es el 8% de 237.5. 

20. 15% de 98 es 14.7. 2L 3.5% de 68es 2.38. 22. 70% de 120 es 84 . 23. re(-$,«>). 24. z e(-oo,f). 

25. Jce[-2,»), 26. xe[-f,l], 27 . ye(-“-|]u[5,oo). 28. we(-2,2). 29. El ancho mide 11.2cm 

y el largo 44.8 cm. 30. a) Un litre de aceite de girasol cuesta $2.80. b) Deben mezclarse 8 litres de aceite de 
mafz y 12 de girasol. c) El precio de un litre de la mezcla es $5.05. d) Deben mezclarse 84 litres de aceite 
de mafz y 24 de aceite de girasol. 3L Los numeros son: -64,-60,-56 32. El numero es 100. 33. En cualquier 
caso obtenemos el mismo resultado. 34. El numero es -72. 35. El hijo paga por la planta baja $405. 
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36. Guillermo tiene 9 anos 37. a) La mezcla contiene 31 % de acido. b) La mezcla tendria 12% de acido. 
c) Hay que agregar 300 ml de solution acid a. 38. a) La mezcla tiene 5% de cloro. b) Deben agregarse 
375 mililitros de agua. c) Deben agregarse 750 mililitros de agua. 39. La pieza tiene 60 metros de tela. 
40. a) Hay que agregar 11 litros de ponche sin alcohol. b) Hay que agregar 16.5 litros. c) La mezcla contiene 
18.6% de alcohol. d) Hay que agregar 44 litros 4L El capital initial era $2600 . 42. El vestido tenia 

un descuento del 24%. 43. Se procesaron 1725 kg de cana. 44. Puede comprar hasta 5 libretas. 45. Tienen 

que vender al menos 1991 paquetes de galletas. 46. Su tercer salto debe ser por lo menos de 1.77 metros 

47. El interns al que debe invertirse debe ser por lo menos del 12%. 


Capitulo 6 Polinomios 

Ejercicios de la pagina 164 (section 6.2.1) 

L -6; X 2 y 3 z- 2. \\abc. 3.0.75 ;rs 7 f. 4 -f;;c 4 y 2 . 5. l;c*. 6. 20.7;ninguna. 7. -3.9; b. 8 . &\r 6 st*w 3 . 

9. f,a 5 bVd. 10 .%,abc. 1L -24.55; aW. 12. 39-x*y n w\ 13. f;AvV. 14.1 \a 6 b n cd\ 

1 &lk*>xyzw. 16. f;ninguna. 17. 0.15; de. 18. -1;/Y/j. 19.-256. 20.256. 2L -128. 22. 3z 21 . 
23.-*“. 24.25. 3x 9 . 26. (y- 8)“. 27. 16 jv 10 . 28. c 15 . 29. 26.88o 21 6V. 30. (-2z + 5f. 

3L -3a 15 . 32. if. 33.^. 34 -j x u y 19 . 35. -ff. 36. 36 c 5 d n . 37. (a-2)'(36 +7)' 4 . 

38. ^(x + rfyh. 39. ^aWc’d 20 . 40. 3a»b ls c lt . 4L 0.48r Yz 30 . 42. -6x 7 yY 5 , 43. 21c 18 d 29 e 22 . 
44 18a 6 6 6 c 5 dY/. 45. -28x 10 y 15 z l8 H’. 46. Aproximadamente $1,811.59. 47. Le conviene mas al 1% mensual. 

48. Debera pagar $44,306. 49. Debe pagar $19,970.47, ademas del importe de las letras 

Ejercicios de la pagina 167 (seccidn 6.3.1) 

L 4096. 2. 3. 0.000729. 4 -1. 5. 100,000,000. 6. 0.001. 7. -6x 8 . 8. c 10 . 9. ;r“. 10. -12tv 35 . 

1L z 36 . 12. -1.56 10 . 13. l(y+3) 10 . 14 ja 80 . 15. j{x-&)'*. 16.16s 88 . 17. (y 3 -3y + l)’ 2 . 18. (4a 5 + 7a 3 )" 
19. (.x 2 + x +1) 3 °. 20. 16(w-l) 21 . 21. 486z*. 22.^. 23. z* 24. tv 76 . 25. (y 4 - 3y 2 + 2) 42 . 

26. (iv 5 + 8) ,S . 27. (x 2 +l) m . 28. (z + 9) 74 . 29. (jy-4) 4 *. 30. (x+^)“ 5 . 3L (5a 2 -6 3 ) 3 '. 

32. (y 5 + y-3) 45 . 33. (z-7) 1 ". 34 (a 4 + 36 2 -b)*. 35. (lx 2 + 5y 3 )'°°. 36. (3w* + w 3 - 2w) V . 

37. (a 8 - 56 3 c 4 ) . 38. (rVf - 8s 4 / 7 ) . 39. El empleado recibe $765.40 al cabo de un ano. 40. Conviene 

mas al 20% trimestral. 4L El redito es de $194. Conviene mas al 10% anual. 42. El capital al cabo de tres 
anos sera $14,282. 43. a) El capital final sera: $20,239.67. b) Conviene mas de la manera indicada en el inciso a). 
44 El rendimiento sera: $69,957.33. 45. El capital al finalizar los 5 anos sera $2,443.60. 46. Al cabo de cuatro 

anos, Armando no tendra dinero suficiente para comprar el refrigerador. 47. Conviene mas invertir a la tasa 

senalada en el inciso a). 48. El capital de Magdalena ser£: $14,307.68. 49. Julio no podra comprar el auto. 

Ejercicios de la pagina 170 (seccidn 6.4.1) 

L 121/. 2. -343a 6 . 3. 64k 18 . 4 -546 10 . 5. -12a‘°6 3 . 6. 6z 32 . 7. -faV. 8. -7r'V 3 . 9. -125/ 12 , 

10. 0.0625a 4 6 16 . 1L fa6‘V. 12. 600 a x b 3 c 6 . 13. £sVV. 14 -2c 8 d 7 e. 15. -c 17 d 36 . 16. -ff-. 

17. ±a*b 3> c* 5 . 18. 5 6 c 30 d*e 126 . 19. 8 U 2 /z 4 . 20. 7x a y m z 140 . 2L 625 a'^c^d*. 22. 49a 2 6 ,8 c 18 d 8 . 
23. 24 5a 41 6 30 . 25. x 43 y 73 . 26. UlxVV 2 - 27. 27a“6 48 c 21 . 28. 96a 37 6 4 Y\ 29. -32a‘°. 

30. O.OOOla^c 34 . 3L 32. -fx“yV. 33.frVz 32 , 34 2a 22 6 1 W. 35.4 SrW 2 . 

36. PYY 9 . 37. (x 3 + 7;t-4) 72 (z 4 -z 2 + 13) % . 38. (a 3 -9)*(6 6 + 6-7)V 16 . 
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39. (25m'" + 47z 15 ) 1 "'(32ivV-51) 22 * 40. (l8a 2 6 3 -21ac 4 ) 2 ^45 308 e 61 V°®. 4L (2c 8 -5c 5 -7c 4 ) 7 °(l2c 6 </ 7 + 18cV)“. 
42. (20x 5 y 2 -17x 4 z 5 ) (3r 7 sf 5 + rV) . 43. El volumen se multiplica por 8. 44. El volumen se multiplica por 125. 

Ejercicios de la pagina 172 (section 6.5.1) 
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Ejercicios de la p&gina 174 (seccidn 6.6.1) 


1. Grado a: 6; grado 6: 2; grado c: 9; grado monomio: 17. 2. Grado c: 1; grado d: 5; grado monomio: 6. 

3. Grado monomio: 0. 4 Grado monomio: 0. 5. Grado a: 3;grado b : 1;grado c: 1; grado monomio: 5. 

6. Grado x: 1; grado monomio: 1. 7. Grado x: 2; grado y: 1; grado z:4; grado monomio: 7. 8. Grado c: 1; 

grado d: 4; grado c: 1; grado /: 8; grado monomio: 14. 9. Grado x: 3; grado y: 5; grado z: 2; grado w. 3; 

grado monomio: 13. 10. Grado r: 1; grado s: 1; grado f. 1; grado monomio: 3. UL Grado x: 4; grado y: 7; 

grado z : 5; grado monomio: 16. 12. Grado c: 10; grado d: 9; grado e: 7; grado monomio: 26. 13. Grado r. 12; 

grado s: 6; grado f: 11; grado «: 8; grado monomio: 37. 14 Grado a: 5; grado 6:5; grado c: 5; grado d: 5; grado 

monomio: 20. 15. Grado x: 10; grado y: 13; grado z: 19; grado monomio: 42. 16. Grado c: 20; grado d\ 5; 

grado e\ 7; grado/ 12;grado monomio: 44. 17. ■^x^y i2 z i \ grado 44. 18. rVY 5 ;grado33. 19. -^x a y^z 22 ', 
grado 56. 20. w^/V 0 ; grado 105. 2L0;grado0. 22. -8a‘ 6'V 6 ; grado 48. 23. &\c™d n e\ grado 60. 

24 a 9 c 9 6 3 ; grado 21. 25. 124a 6 6 6 c 6 ; grado 18. 26. -2rW 4 ; grado 31. 27. |a 2 6c 3 ;grado 6. 28. yX^/V 5 ; 

grado 74. 29. j^a' 2 b n c*\ grado 28. 30. -yy* 4 y 17 ; grado 21. 31. ^a^b^c^d; grado 101. 32.2. 33. 4. 

34 1. 35. 3 . 36. 3. 37. 6. 38. 9. 39. 10. 40. 4. 4L 17. 42. 1. 43. 12. 44. 0. 45. 5. 46. 7. 

47. -51y 4 - 31y 3 + 24y 2 + 13y -19. 48. -9w 7 + 13»v 5 -10»v 3 + 7w + 19. 49. -15iv 10 -88iv 9 -5>v 7 + 32w 3 + 21w. 

50. -z 12 + 53z'° + 20z 5 + 2z 4 + 47z -121. 5L -28x 9 + 6x 7 + x 6 - 6x 5 + 3x 4 + 22x 3 - lx + 23. 

52. -86y 14 -68y n -37y 9 -45y 7 - 13y 5 -93y 2 -29y-57. 53. -3z‘ 4 +3z"+ 3z 7 +8z 5 -4z 2 + 6z + 12. 

54 49 + 36xyV +13x 2 y 7 z-9x 3 y 6 +21x 4 y-llxY-8xyz 4 . 55. 3x 3 y-7xy 2 -2x 2 y 3 -8x 4 y s + 6xy 7 . 

56. -xV + llx*w 2 + Ixw 3 - 8x V + 6x V. 57. -babe + 70 a 4 b 2 c + 26 a 6 b 4 -11 a 5 6 8 . 


Ejercicios de la p£gina 177 (seccidn 6.7.1) 

I. 6x 3 + 3x 2 -23x-12. 2. 4z 4 -5z 2 + z + 2. 3. 15w 2 -ISwy-ly* -4. 4 -2a 3 6-6a6 2 -b 2 . 

5. 6c 4 d + 2c?d 2 - 2cef - 2c. 6. 28/-4y 5 -3y\ 7. 22z 9 + 22z 7 + 5z 6 + 16. 8. 43c 8 -2c 6 -3c 3 + 23c-19. 

9. 5x 5 + 7x 3 y-10x 2 /+3xy 5 + l. 10. 2z 3 -14wz 2 -16w 2 z+10iv 3 -8. 

II. 5x 7 + 25x 6 + 43x 4 - 42x 3 + x 2 - 2x -16. 12. 3a 2 +b 2 . 13. m 5 + 17m 4 n-llmV + 4mV-6m/i 4 . 

14 2a 6 +3a 5 +a 4 -5a 3 -4a 2 -8a-5. 15. -a-86-1. 16. 2c- lOd + 4c. 17. 3rs. 

18. -2 ab + 2b 2 . 19. x 3 - 13y 3 + 5z 3 + 7z 2 . 20. 2a 3 + 3x - 7. 2L 8x 7 / - 4x 5 y 9 - xy' 4 + 5. 

22. 3 a 1 +ab-ac- 3 be - 2c 2 . 23. -m 2 n 2 p 2 - 8 mn 2 p. 

24 19rV 4 -26 rV 2 -41r i sV - 13rVf 4 -113. 25. -99a"6-88a 8 6 2 c 10 -121a 4 6 6 c 8 -99a 3 6 3 c 3 . 

26. -35x M zV — 19x l0 yz 8 w’ 8 — 42x 9 /z 6 w 11 + 64x 8 yz 8 w 8 + 35x 7 zV‘ + 48x 6 z. 27. 36. 28. 4a+ 46 +6c. 

29.-X + 2 y. 30. 6. 3L 4(ll-2z)-3(l0-z) = 14-5z. 32. 3(5 + x) + 2(3x-4) = 7 + 9x. 33.d+2m = 8. 
34 Pepe tiene 2 sobrinos y 9 sobrinas. 35. El numero es 76,543. 36. Es una identidad. 
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Ejercicios de la pagina 180 (section 6.8.1) 


I. 2c 2 . 2. 10/+40. 3. 55^ +10s 2 / 2 + 5s/ 3 . 4.-2z 2 + 14z. 5. -3b* + 12b 2 . 6.-/ + //. 

7. 16/+40/-&L 8. 6/+ 24/- 42x. 9. 42/ -30/ + 12d. 10. -4a 3 +f a 2 b + l2ab 2 . 

II. 4c 6 -2c 3 -8c. 12. -12a 7 + 2a 6 --J 0 3 . 13. 36// + 60/y 4 + 72// +12/y 2 + 12x/. 

14. 2/ - 8ac 3 y + 10/y - 4xy 3 . 15. -45c 7 d-9c 6 / + 54c 4 / +27c 3 / 16. 6/s 3 - 18/s 4 + 9rV -24/s 9 -3rV. 

17. jaVc-fa/c- j a 2 b s c -f a 2 b 3 c* + jab 3 c 2 . 18. 12sV -2s 6 / 3 + ±sY + fs 3 / 2 . 

19. -latw 2 z 2 + I4a 2 tw 2 z - latw* + 14anvz 2 . 20. 5Z 2 / -20/'/ + 30*'°/ - 20// + 5/y 6 . 


2L 4/y 4 -4/y 4 -4// -4/y 4 z 4 + 4/y 4 z 6 . 
23. -5s 6 / 1 V -8s 12 / 10 + 7sVV - s 14 / 16 r 3 . 


25. 3a'V-^aV + ^aV. 


22. 81a 6 6 6 c 3 + 54a 3 6 8 c 3 + 162a Vc 3 + 243a 3 /‘c 3 . 
24. 64 tv 17 z 18 -64 tv 13 z 21 + 64tv 14 z M -64 w' 3 z u . 
26. fx 8 / 6 / 1 iv 5 - 2//*zV. 27. 4/ -12/ + 4x. 

28. -12y 4 + 14y 3 + 8y 2 - 4y. 29. -6c 4 /- 3c 3 / - 9c 2 / + 27c/ 30. 40r 6 + 15/s-10/s 2 -5/s. 

31. 6a 6 & 2 - 18aV -30a 4 * 4 -24aV -42a 2 6. 32. 35// - 49// + 7// - 21// - 70//. 

33. -8s 3 /V 2 - 2s 6 /V + 16s 7 / 4 + IQs 4 / 8 / -3 -24s 3 / 2 . 34. 8// + 32// + 48// + 32// + 8//. 

35. -12a-7a 2 . 36. b 3 + 15/ +166. 37. -12x + 14/ + 4/ 38. 10/ + 4d + 5. 

39. 2tv 7 + 5w 6 -2tv 4 +12tv 3 +2tv 2 . 40. 20z 6 + 10/-2z 3 . 4L15/-/+/-2/. 

42. -21a 6 + 24a 7 + 13a 5 . 43. -62/-35/-24z 6 -20z 3 -9/. 44. 92//+24// +31//'. 

45. -80a 12 6 4 c 3 -49a 13 6 8 c 4 -21a 7 /c 2 -8a 9 6 4 c. 46. 86/y 6 z 13 tv 2 + 60//’z 11 -48//z 8 -35tv 3 x 12 y 13 z 3 . 


47. x = -{. 48. y = {. 49. c = 9. 50. d=-f. 5L z = -§. 52.x = -f. 53. y = 9. 

54. tv = 10. 55. Los numeros son 10,11 y 12. 56. Los numeros son 8,10 y 12. 57. a) El £rea es igual a 

2/ -5x. b) El area es igual a 117 unidades cuadradas. 58. El volumen de la region es 5hn{2r- 5) 


Ejercicios de la pagina 183 (seccidn 6.9.1) 


L6/ + X-2. 2. 5/-33y+18. 3. 28a 2 + 92a +72. 4. 54/-156-50. 5. 6xz- 15xw- 18yz + 45tvy. 
6. 2a 3 + 2 a 2 b-a-b. 7. / 2 +^/+f. 8. 3c 7 + ^c 3 / - 6/c 4 -d". 9. / -3 x 2 y + 3*/ -/. 

10. 15a 3 + 27a 2 + 30a 2 6 2 + 54a6 2 - Sab 3 -9b 3 . LL a 7 + 3a 5 -8a 4 + 4a 3 -24a 2 -32. 12. 2c 3 + c 2 -22c -30. 

13. 6a 8 6 4 c 3 -36a 7 6 2 c 3 + 8a 3 6 7 c 4 -48a 2 6 5 c 4 . 14. -2a 8 - 6a 6 + 8a 5 + a 3 + 3a -4. 15. / +4/ + 6/ + / - 3y-5. 

16. 2z 6 + z 5 -14z 4 -26z 3 -8z 2 + 21z + 24. 17. 15/ -36/ -12/ +15/ + 24*-6 

18. 9b 3 + 72 b* - 22b 3 -686 2 +86 +16. 19. -7// - 28// -10// - 40// - 5/y 3 - 20//. 

20. 2c 3 - 2/d + c*d + 4c 3 / - 4c V + 2c 2 / - 2c/ + 2c/ - /. 

2L 18/s 2 / 4 -30/s 3 / 2 + 27/s 8 / 9 -45/s 11 / 7 - 3/sV +3r 2 / 12 + 5s 12 / 2 - 5s 3 / 10 . 22. z 4 -z 3 -z +1. 

23. -3/ -5/s 3 +12/s 2 - /s 3 - 35/s 8 + 27/s 3 + 45/s 6 . 24. a 4 - b*. 25. a 4 + 3a 2 + 36. 26. / + 324. 

27. 15/ + 23/y + 32// + 26x/ +12/. 

28. -14a 7 + 7a 6 + 7a 6 6 + 4a 3 6 3 - 2a* b 3 - 2a*b* - 8a 2 6 5 + 4ab 3 + 4a6 6 . 29. a 3 +b 3 + c 3 -3abc. 30. /+4z 4 . 

3L 5/ + 23/ -12/ + 23/ - 21x 2 + lOx - 8. 32. 81/ - 256/. 

33. 8/y+8// + 4// + 8// + 4// + 8/y - 9// + 4// + 4// - / - /y- 9 x 3 y 5 +x 2 - 9/y 4 - 2/y 
-9/y 6 -x-2xy 2 + l + 2y 2 + y 4 -y 3 -y. 

34. a 3 6-a 3 + 4a 2 6 + 6a6 + 4a-56 2 . 35. -s 6 / 4 +s 5 / 3 -6s 4 / 4 -s 4 / 2 + 16s 3 / 3 . 

36. -20/ + 73/ - 33/ - 59/ + 41/ - 27/ - 33/ + 5/ + 38* -10. 37. 0. 


38. a^c-a 3 b+a 2 b 2 -a 2 c + 2a 2 bc + a 2 b 2 c - 2a 2 c 2 -a 2 b 3 


- ab 3 + ab* + ac 2 - ab 2 c 2 + 2ac 3 -be 2 -b*c+2b 2 c 2 + b 3 c 2 . 


39. 6r 2 + r*s+ 42rst 2 - rs+ rt -lrs 2 t 2 -6s 2 + 6s + s/-6/-/ 2 . 40. 2x 3 y-x 2 - 10/y +2//- 2xy-12xy 2 + 10y 2 . 

4L 2w 3 - 4tv 4 - 36tv 3 + 16tv 2 + 52tv -18. 42. y = -f. 43. z = ~f. 44.x = -ll. 45. x = £. 46.tv = f 

47. y=-9. 48. d = L 49. a = -12. 50. tv = f. 5Lr = ^. 52. c = -l. 

53. (a + b + c) 2 =a 2 + b 2 +c 2 + 2a6 + 2ac+26c. 54. a 3 + b 3 = (a + b)(a 2 - ab + b 2 \ 

55. a 6 +b 6 = (a 2 + fr)(a 4 -a 2 6 2 + 6 4 ). 56. Los numeros son7 y 9. 57. Los numeros son3,4y 5. 


Ejercicios de repaso de la pagina 185 (seccidn 6.10) 
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iyvy. 3 . i25x w y 35 z 75 . 4.W. 

7. Con respecto ar-8- 71x 3 y 20 - I7x } y n + 45 x 1 / 9 + 32 x 12 y 9 + 28jc 14 >- 3 - 12jc m 
C on respecto a y: -8- 12ac 30 + 28x 14 y 3 + 32x 12 y 9 + 45x 7 y 19 - 71X 3 y 20 - I7x > y 22 . 

8. Con respecto a a: 37 a n b 6 c" + 18a 19 6 14 - 68a' 6 b ls c i -10a 7 6 3 c 18 - 27a 5 b' 3 / 0 +125. 
Con respecto a b: -68 a^c 3 +18 a l9 tf* - 27o 5 6 13 c 20 + 37a 2 W -10a 7 6 3 c 18 +125. 
Con respecto a c: -27a 5 6 13 c 20 - lOa’hV 8 + 37a 21 6 6 c 11 - 68a 16 6 23 c 3 + 18a 19 ft 14 +125. 


(2)3 3 5V 


6 . 


5 

168 X 12 ' 


10. -x 2 -3y 2 -4z 2 . 11. 0. 12.38. 13.19. 14.6. 15.-2. 16.-2. 17.9. 

18. 16a 3 -2b 3 - 9c 3 ; 2a 3 - 86 3 + 15c 3 . 19. 6x 4 - 3x 3 + 2x 2 -4 jc + 3;-4x 4 +3x 3 + 2x 2 + 4x-l. 

20. 18r 2 - 8rs + 4rs 2 - s 5 ; 6r 2 + 6rs 2 + s 5 . 21. 2 a 3 b + 16a 2 + 6 ab 2 -3b 2 ; 16 a 3 b -2a 2 - 6 ab 2 - 3b 2 . 

22. 6x 5 +8x 4 -3x 3 + 15x 2 -3x-5;10x 5 -10x 4 +3x 3 -x 2 -3x + 3. 23. 15aftV + ab 2 c 5 + ab 2 c* -&ab 2 c 3 + 2c 3 ; 

15a6 3 c 2 + ab 2 c 5 - ab 2 c 4 + Sab 2 c 3 -4c 3 . 24. 35a 2 + 11a-6. 25. 24c 2 +104c- 80. 26. 546 3 - 216 2 - 5b. 

27. x 5 - x 4 + 4x 3 - 12 jc 2 + 12jc -48. 28. 10/ -25y 7 -5/ - 4/ + 10y 2 +2. 29. x 5 +4x 4 -2x 3 + 26x 2 -llx + 33. 

30. 32a" -16a 9 + 12a 8 - 22a 6 + a 5 + 10a 4 - 5a 3 . 31 x 5 -2x 4 y+ 2 x 2 y 3 -2xy* + /. 

32. 18a 6 + 9 a 5 b 2 + 39a 3 * 3 + aV + 8 a 2 b 5 + 156 6 . 33. a 3 - 3 a 2 b - 3a 2 c+ 3 ab 2 + 3ac 2 + 2abc-b 3 + b 2 c + bc 2 - c 3 . 

34 5x 2 + 6 xy + /. 35. a 2 -c 2 . 36. c 4 + c 2 d 2 + d*. 37. w 6 - z 6 . 38. x 3 y + 10x 2 y + 15xy- x 3 + 6X 2 + 8x - 3/ - 9y. 
39. -2a 5 b 3 + 12a 4 ft 6 + 6a 4 6 4 - 2a 3 b 1 + 3<r 3 6 5 + 7a 2 b 6 + ab\ 40. uc - dc - 3d - 2c = 0. 


41 a) jccm +x 2 c-xdu -x 2 d + mcu + mcx -mdu - mdx + md + mc = 184. b) La ecuacion es 

6n 2 + 31n + 37 = 184. 42. 3n 4 + 17n 3 + 28n 2 + 12n = 0. 43.-147,-94,168,-117,337. 44 La inversion initial 

fue de $650. 45. A1 cabo de tres anos Julian tendra mas dinero. 46. Los mimeros son 5,6,7 y 8. 


Capitulo 7 Productos notables y factorization 
Ejercicios de la pdgina 191 (secciOn 7.2.1) 


11 y 2 + 18y + 81. 
16. r 2 + fr + 


6. 1225 

,,2 


1. 576. 2. 9801. 3. 5929. 4 6724. 5. 1849. 

12. b 2 + 126 + 36. 

17. jx 2 + 6\f2x + 36. 18./+|y+^. 

22. -36x 2 - 36* - 9. 23. 64 - 80y + 25/. 


7.4761. 8. 3364. 9. 49 + 14x + x 2 . 10. a 2 -10a+ 25. 


22 . 

36' 


13. JrtV 2 +f»V + 81. 

25 3 


14. w 2 + 

2 Id 


21 121 + 22 y + y 2 . 
26. 25jc 2 + 20x + 4. 

.2 , 40 . 100 


iz 2 -jz +4 - 


27. x e 


31 -fz 2 +fz-^. 

36. x 6 -2x 3 + l. 

41 £c 4 + \d 3 ec 2 +4dV. 


+ 2x 3 +1. 

,2 5 


28. 81y 2 + 18y+l. 

32. -j^a 2 - ^-a + 33. a 2 b 2 - 4ab + 4. 

37. 9 X 2 + 30xy 4 +25/. 38. 169s 2 - 208 s/ + 64t 2 

42. 4rV-2r 5 s 7 +irV 2 . 

44 16a 2 hV 6 -48ahV +366 u c 2 . 45. 144r 8 s 2 +216 r 4 stV + 81/‘V 4 . 

48. r 4 -2rV + s 4 . 49. a 3 + 3 a 2 b + 3ah 2 + b 3 . 50. z 4 -z 3 -Z+1. 

53. 7 r - T rs+^ 

61 b = -65. 


19. 

24 121x 2 + 88x + 16. 

29. ^z 4 -2z 2 +49. 

34 a 2 b 2 - 2abc + c 2 . 35. y 4 - 8/ +16. 

39. t 4 + 4r 3 + 4f 2 . 40. -4x 4 + 12x 2 y 2 -9y 4 . 


15. x 2 -fx + 7 
20. -x 2 - 4 x-^. 
25. 64x 2 - 144x+ 81. 
30. £a 2 6 2 -jah 4 +6 6 . 


43. §c 2 d 4 +-^c 3 d 3 + fcV 
• 3 + a 2 b-ab 2 -b 3 . 


x 3 + y 3 . 


46. a + a b-ab -b . 47, 

51 x 4 + x 3 + x +1. 52. 2zh\ 

54 x = 4. 55. z = -l. 56. iv = 4. 57. y = l. 58. z = -f 59. w = -l. 60. r = \. 

62. y = -^7. 63. z = - jf. 64 El perimetro mide 14 m. 65. No hay tres mimeros enteros 

consecutivos que satisfagan las condiciones. 66. Hay 1000 mosaicos. 67. El salon mide 12 metros de lado. 
68. Los mimeros son 25 y 27. 69. Los mimeros son 16 y 18. 


Ejercicios de la pagina 196 (seccidn 7.4.1) 

1. 891. 2. 384. 3. 6396. 4 9975 . 5. 3599. 6.1591. 7. a 2 -81. 8. 25-y 2 . 9. z 2 -49. 

10. x 2 -£. H16y 2 -£. 12.^-w 2 . 13. a 2 - 400. 14 36 - 46 2 . 15. 96 2 -121. 16. 49x 2 + 14x + l. 

17. c 2 - 64. 18. -25x 2 + 49. 19. 81 -16y 2 . 20. x 2 - 3. 2L 144x 2 + 72 xy + 9/. 22. 64d 2 -144. 
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23. 36/ - 4. 

• 16 * 2 * T 23 • 

33. x 2 -3x-4. 

38. x 1 -2x- 15. 

43 . ^--^--2 

16 16 8 

48. 9x 6 + 21x 3 + 12. 
54. z = £. 


24. x 2 - tt 2 . 


25. 4x 4 - 625. 


30. 


29. £x 2 -12x+100. 

34. y 2 + 13y +42. 35. z 2 + 8z - 33. 

39. x 2 — 1. 


-L* 2 . 
16 ‘ 


44. t* + %t 2 + 1. 

49. — 

36 


55. iv = -i 


V+ 22 
^ 1*0 -'15' 

56. x = 0. 


40. x 4 -8x 2 + 12. 
45. 25x 4 -^x 2 + j. 
50. ix 2 -|x-l. 
57. x = f. 


26. 64z 2 -144zw + 81w’ 2 . 
i 2 . 34 x 2 + x-6. 

36. x 2 +5x - 300. 

44 /-12y-13. 

46 4a 12 + 2a 6 -6. 


54fz 8 y 6 +^z 4 y 3 -l. 
58. a) V = (l2-2hf h. 


27. y 2 -25z 2 . 
32. x 2 - x - 72. 
37. 25f 2 - 70f + 45. 
42. 16f 2 + 24f-27. 
47. 64*'°c 8 + 566 3 c 4 - 8. 
52.y = |. 53. x = jf. 

b)V =(&-2h)(5-2h)h. 


59. A = ff(y 2 -x 2 ). 60. El niimero es 246. 64 a) d 2 -cd + ud-uc = -2u + 3;c 2 -d 2 = u. b)El numeroes 325. 

62. Noloes. 


Ejercicios de la pagina 199 (seccidn 7.5.1) 


4 x 2 + y 2 + 2xy + 16x + 16y + 64. 2. 9r 2 + 49s 2 + 42rs + 12r + 28s + 4. 

4. 25w 2 +81z 2 -90wz + 60h'-108z + 36. 

6 16x 2 + 9y 2 + 25z 2 + 24xy - 40xz - 30yz. 

8. ^a 2 + * 2 + 4c 2 +|a*-5ac-4*c. 9. 216 h> 3 + 216»v 2 z + 72w’z 2 + 8z 3 . 

14 -27x 3 +108x 2 y - 144xy 2 + 64y 3 . 

13. a* + 36b 2 - 12a 2 b - 18a 2 + 1086 + 81. 14 -w 6 -18w 4 z -108 h> 2 z 2 -216z 3 . 


1 »•’ 1 A , 1 J 1 -3 

"** 216 r 36 r S+ is” 27 s 


17 - ^ + T 0 c 2 d+±cd 2 +\d\ 


19. x 4 - 4x 3 y + 6x 2 y 2 - 4xy 3 + y 4 . 

24 a 3 +* 3 + c 3 + 3 a 2 b + 3a 2 c+3ab~ + 3ac 2 + 3 b 2 c + 3 be' + 6 abc. 


23. 343a 3 + 1323a 2 * + 1701a* 2 + 729* 3 . 


24 100x 2 - 60xy + 9y 2 


3. a 2 + b 2 + c 2 - 2 ab + 2ac - 2bc. 
5. a 2 + * 2 + c 2 -2ab-2ac+2bc. 
7. ^r 2 +±s 2 +±t 2 -±rs-2rt+\st. 
10. 81r 2 + fs 2 + 42rs+12r+fs+± 
12. 343a 3 - 735a 2 * + 525a* 2 -125* 3 . 
15. a 4 + 4a 3 * + 6a 2 * 2 +4a* 3 +* 4 . 

18. A* 3 + fx 2 y + £xy 2 +fly 3 . 

20. 125a 3 - 600a 2 + 960a - 512. 
22. 216x 3 + 1188x 2 + 2178x+1331. 

25. |-z 3 - 3z 2 + 24z - 64. 


26 27 W + LI W ■*" 25 W 123 ' 


^ 4^16 + 64^4^8M6* 


28. x 5 + 5x 4 y + 10x 3 y 2 + 10x 2 y 3 + 5xy 4 + y 5 . 
29. a 6 + 6a f b + 15a 4 * 2 + 20a 3 * 3 + 15a 2 * 4 + 6a* 5 + * 6 . 30. w 7 - 7w # z + 21wY-35 iv 4 z 3 +35tvV-21 jvV + Twz*-z\ 
34 0. 32. 2x 3 . 33. 4y 2 . 34 4a*+4ac. 35. 4h- 2 z-4z 3 . 

36 x 4 -2x 3 +4x 3 y+x 2 -2x 2 y+6x 2 y 2 - 2xy + 2xy 2 + 4xy 3 + 2y 3 + y 2 +y 4 . 37. a 4 -* 4 . 38. a 4 -* 4 . 

39. x 6 + 18x 5 + 123x 4 + 396x 3 + 615x 2 + 450x +125. 40. x 8 - y 8 . 4L a 4 - * 4 . 42. z 2 + w- 2 - x 2 - y 2 - 2 h>z + 2xy. 
43. x* + y 12 . 44 iv 4 + wY + z 4 . 45. x 3 - 4x 2 y + x 2 z + 4xy 2 + xz 2 - 2xyz - y 3 + z 3 . 46 8s 3 . 


Ejercicios de la pagina 200 (section 7.6.3) 

4 3a 4 . 2. 2* 3 . 3. c. 4 12x 5 /. 5. a 3 * 6 x. 6 9. 7. -10/z. 8. 8x 4 y 3 z 4 . 9. 5a 2 *. 10. 2x 4 y 6 . 

14 8rs 2 . 12. 9rYf. 13. -5c W. 14 x 3 z 3 . 15. -14a 3 *c 4 . 16 3a 4 * ,0 c 6 . 17. 25iv n x 8 /Y. 

18. Y°. 19. 1. 20. 40a 6 * W. 24 4z(2z +1). 22. y 7 + 6y 4 + 5y 2 +1. 23. 3x(3x 2 + 2x + y) 

24 2j(3t 2 -2/-l). 25. w 2 (w 3 + 3). 26 x 2 (x 2 -16). 27. 3(y 2 + 3y-9) 28. 2/ 2 - It +10. 

29. 8f 2 (3l 4 + f 2 -2). 30. 5a 3 (3x+y + 2z). 34 w 2 + l. 32. 3xy 2 (llx-y) 33. 4xy(x-3y+2). 

34 2/ 2 (-4-9f+ 2l 3 ) 35. -5sf(3s 3 + 5sf + 4/ 2 ). 36 a 2 x 3 (l0a 2 +ax + 13). 37. 2x s y 4 (2.x 3 -3x/ -6y 4 )i 

38. 3cYV(5c 2 -8cd 3 e + ld*e 2 f 3 ). 39. 7a 3 * 2 c 2 (3a 2 c-5a* 4 c 2 -7*). 40. 22rY 8 (2r 9 +3rV-4s 3 ). 

44 5* 2 y 2 z(7* + 2y + 9* 3 z). 42. 2x*y 9 (y 3 -4xy 2 - 3x 4 + 2x 2 y 4 ). 43. -64w 2t x 32 z 43 -25w 18 x 45 z 72 -12. 

44 8/“sY^s 2 -Sr 2 t 2 + 9rsV). 45. aV^’V’ + SSaV + na 7 * 20 ). 46 x 2 y 2 (y J + x 4 -x 2 y + l-x 7 y + x ,0 y 2 )- 

47. 6r 23 s a l 15 (l2/ 8 s 5 ! 6 +4S 5 -14r‘V -3rV +18r 6 sV -20rVf). 

48. -15a 7 *V(2a 2 *V 5 + 7* 4 c 5 + 9aYY + 3aWV + 4a 12 *W 2 ). 

49. 11 x 3 (x 3 - 2y 2 )'(6x 4 +1 lx 6 / - 44x 3 y 7 -12x 2 y - 12x/ + 44y 9 ). 

50. (z 2 +4zy + y 2 ) (l + y 4 -z 4 y 2 -4z s y-z 6 ). 
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Ejercicios de la p£gina 205 (seccidn 7.7.1) 


5. (w’-2)(3»v-16) 
10. (a-l)(a 2 + 6) 
15. (3x-5)(x 2 -2) 
20 . \a-3c){a-lb) 
25. (a-5)(2-a) 
30. w = -|, w = -5 
35. z- -\,z = 6 
39. Los numeros 

son 2 o 7 . 40. Los catetos miden 7 y 24, la hipotenusa mide 25. 4L Los numeros son: 0,5 y -5, o bien, 

11,60 y 61. 42. La pelota permanece 6 segundos en el aire y alcanzo una altura de 44.1 m. 43. El cuadrado 

de la hipotenusa es 74 unidades cuadradas. 44. Los numeros enteros consecutivos son 0 y 1. 45. Tarda 

9 segundos en llegar al suelo. 


1. (6 + y)(x - 8). 

6. (8 + y)(x + z). 

1L (x 2 +y)(z-y). 
16. (y- 3)(y 2 +9). 
2L (y 3 -l)(y-l). 
26. (/ +5 )(y 3 -4). 
3L y = 5,y = -9. 
36. x = l,x = 12. 


2. (a + 7)(a-9). 3. (z-l)(z-12). 4 (-jt-9)(x-10). 

7. (y+ 4 )(y-20). 8 . (5iv-2)(l3- w). 9. (jc 2 -3)(w-7). 

12. (y+5)(3y + z) 13. (z 2 -l) 2 . 14. (~5a - 6b)(a - 4b). 

17. (2-6tv 2 )(4iv-9z). 18. (a + 3)(h-3c). 19. (iv + 6 )(iv - z). 

22. (b + 10)(h - 6 ). 23. (x + 4)(x 2 + 3). 24. z(3z + 4)(2z 2 - 3). 

27. (5w + 2)(8iv + y). 28. y = 0, y = 8 . 29. z = -l,z = 8 . 

32. x = 0,x = 9. 33. x = 10,jr = 11. 34z = 9,z=-9. 

37. Los numeros son 7 y 3, o bien, -3 y - 5 . 38. Los numeros son 4 y 7 . 


Ejercicios de la p&gina 210 (seccidn 7.8.1) 


1. (x+5)(x+2). 
6.(-x-9)( x -6). 

1L (w» - 8)(»v - 9). 

16. (z + ll)(z + 2). 

2L —3jr 3 (jr 4 )(jc — 5). 


2. (y+4)(y-l). 

7.(x-9)‘. 

12. [x + 3)(x - 12). 
17. Sw(w + 9)(w-7). 


3. (-3-w)(-5 + »v). 4 (z + 7) 2 . 

8.(z-3)(z-7) 9. (z + ll)(z-10) 

13. (jc + 12) 2 . 14. (-t -5)(t - 12). 

18. (-8-s)(-l + s). 19. (t + l)(t-3). 

23. (-9 - x)(-l + 4 24 (z + 8)(z + 6). 


5. (y-3)(y-6) 
10. (y-6) 
15. (y+5)(y-6) 
20. (z + 8)(z + 5) 
25. (»v + 4)(w'-8) 
30. (jv + lXw'-ll) 
35. (z + 6)(z-7) 


22.(-3-y)(-10 + y) 

26. (y + 6 )(y + 4). 27. 2f 2 (t+ 9)(t + 2) 28. (jc + 6)(x-5). 29. (- 6 -y)(y-12). 

3L (9 + z)(5-z). 32. (x+&)(x+l). 33. 12(y+3)(y-4). 34 (y + 5)(y+l). 

36. (x + l)(l3-x). 37. (x + 4)(:t + l)(x-l) 2 . 38. (y + 8)(y-4)(y-l)(y-3). 39. (z+7)(z+3)(z 2 +4z + 12) 

40. (w + 5)(w-3)(w+4)(h’-7). 4L x = -2,x = 8. 42. y = 0,y = -5,y = 9. 43. z = 0,z = -10,z = 8 

44 vv = 0, w = -9, w = -2. 45. x = 0,jc= l,z = 10. 46. y = 0,y = -8,y = -5. 47. z = 6,z = ll. 48./=0, 

t = -7,1 = 2. 49. x = 0, x = -28. 50. Los lados del rectangulo miden 4 y 1 unidades. 5L La base del sistema 

es 6. 52. Entonces, el lado f. del rectangulo mide 7 unidades. 53. Sus lados miden 9 y 5 cm. 54 La 

base del sistema es 2. 55. Los numeros son 6 y 8, o bien, -8 y - 6 . 56. Los numeros son 5,6,7,o bien 

-7,-6,-5. 57. Nicolas tiene 7 afios. 58. Los numeros son 6 y 3, o bien, 4 y 5. 59. La base del sistema es 5. 

60. Habfa 5 competidores. 

Ejercicios de la pagina 215 (seccidn 7.9.1) 

1. (x-2) 2 . 2.(y + 13) 2 . 3. No es un trinomio cuadrado. 4 No es un trinomio cuadrado. 5. (z-5) 2 . 

6 . No es un trinomio cuadrado. 7. (y + 8 ). 8.(jc + 30). 9. (w-l). 10. No es un trinomio cuadrado. 
1L No es un trinomio cuadrado. 12. No es un trinomio cuadrado. 13. No es un trinomio cuadrado. 14 (z + 3)'. 
15. (x-ll) 2 . 16. ( iv-12). 17. (y-7). 18. No es un trinomio cuadrado. 19. (a-9). 20. No es un trinomio 
cuadrado. 2L (x-3) 2 . 22. (y+7) 2 . 23. (z - 8 )(z + 8 ). 24 (l2-z)(l2 + z). 25. (z + 5) 2 . 26. (iv- 6 ) 2 . 

27. (y + 9) 2 . 28. (l3-x)(l3 + x). 29.-(x-2f. 30. (tv-4) 2 . 31. (f-Ilf. 32. (y-4) 2 . 33. (y-10)(y+10). 

34 (x-20) 2 . 35. (w +15) 2 . 36.-(w + 5) 2 . 37. + 38. (z-l) 2 . 39. ( 8 -z) 2 . 40. (y+10) 2 . 

4L(7-x)(7 + x) 42. (9-x)(9 + x). 43. (iv-7)(iv + 7) 44 -(y-13) 2 . 45. {a-2)\ 46. (y- 8 )(y + 8 )(y + l) 2 . 
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47. (z-4f(z-3) 2 . 48. (w+5) 4 . 49. (c-5)(c + 5)(c-3)(c + 3). 50. (b + lf {b + 9)\ SL (x - 3)(x - 4)(x -1) 2 . 
52. (b-a + 3)(b + a-3). 53. (x-y + 6 )(x + y + 6 ). 54. y = 13,y = -13. 55. z = 0,z = 2,z = -2. 

56. iv = 0, w = -12. 57. w = 8 . 58. x = 0,x = 26,x =-26 59. y = 0, y = }. 60. x = 0, x =-20. 6 Ly = 0,y = 5. 

62. t = 0, t = 14, t = -14. 63. El perfmetro del triangulo rectangulo es: 6 + 8 +10 = 24 metros. 64. Los numeros 

son: 3,4 y 5, o bien, -3, -2 y -1. 65. El radio del circulo mayor es 7 unidades. 66 . Los numeros son 30 y 31. 
67. a) La base es 3. b) La base es 6 . c) La base es 12. 68 . Hubo 15 mujeres y 15 hombres. 


Ejercicios de la pagina 222 (seccidn 7.10.3) 


L (3x-l)(x-4). 2. (y + 2)(4y-5) 3. (-2-3z)(-2 + 5z). 4 14w 2 +33iv-15. 5. 2(3f+ 2)(t-4) 

6 (x + l)(5x-7) 7. (3y-8f. 8 . (-8-x)(-5 + x). 9. (3iv-2)(2»v-5). 10. (z + 3)(5z-l) 

LL (-6-z)(-10+z). 12. (-1 - y)(-l + 7y). 13. (9x-2)(x-l). 14 (z-2)(z-4) 15. (2y+l) 2 . 

16 -2(f + 2)(2f + 3) 17. 2(5x+3)(3x-l). 18. (7w- + l)(2w-3). 19. (2z-6)(2z + 6 ) 20. (5h- + 4)(5»v- l) 
2L (x-l) 2 . 22. (5y+2)(3y-l) 23. -2(t + 4)(3/ + l) 24. (z + 2)(5z-l). 25. (9z + 4) 2 . 

26 (iv + 6 )( 6 iv-l). 27. -2(2»v + 3)(2»v + l) 28. (2iv + l)(2iv-5) 29. (3t + l) 2 . 30. (4y-3) 2 . 

3L (-2-y)(-l + 8 y). 32. (z -7 )(z - 9). 33. (4x + 7)(6x-5) 34. ( 6 x-l)(3x-1) 35. ( 6 y-7 f. 

37. (8 + 2y)(3 + y). 38. (2y+l)(y-9). 39. (2y-l)(4y-3). 40. (2»v-3)(w-7). 

42. -(x + 4)(x -10). 43. (4x - 6) 2 . 44. (lOy + 5) 2 . 45. No es un trinomio 

46(7-2y) 2 . 47. (9x-4) 2 . 48. (l2y-3) 2 . 

5L No es un trinomio cuadrado perfecto. 


36 (-5x-l)(4x-3). 

4L (l2-3f)(l2 + 3r). 
cuadrado perfecto. 
trinomio cuadrado perfecto. 


50. (5»v-3y). 


49. No es un 
52. 3x 2 y(3x-4y) 2 . 
56 xy(3x-y) 2 . 


60. x = j,x = - j. 
64. x = 2,x = 8 . 
69. x = 0, x = 7 . 

o 


53. -4b 4 a 3 (3a 2 -5b 2 )(3a 2 + 5b 2 ). 54. [6c-5df. 55. (5xz-7y)(5xz + 7y). 

57. 4(2x + 3y) 2 . 58. 6 y 4 (x 2 - 3y)(x 2 + 3y). 59. 16c 4 d 2 (4c 4 +d 2 + 4 cd). 

6 L z = -f,z = |. 62. iv = 0 ,w = i,w = -i. 63. x = -3,x = 4. 

65. w = 0, = 3, iv = -3. 66 y = 0,y = j,y = —j-. 67. z = 2,z = 9. 68 . y= -9, y = 4 

70. x = 1, x = -1, x = 2, x = -2. 7L y = 0, y = |. 72. Los numeros son: 6,8 y 10, o bien, -2,0 y 2. 

73. Eran 3 primos. 74 A los 2 segundos el dardo alcanza una altura de 19.6 m. A los 4 segundos el dardo 

vuelve a tocar el suelo. Tres segundos despues de ser lanzado el dardo se encuentra a 14.7 metros. 75. No 

tiene solucion. 76 Los numeros son 5 y 6 , o bien, -6 y -5. 77. El auto se encuentra a 36 metros del 

punto en el que empezo a desacelerar en 4 segundos y en 4.5 segundos. 78. Tiene 5 hijos. A cada uno le toed $24. 
79. El numero es 22. 80. El radio del cfrculo pequeno es 1 y el del grande es 4 unidades, o el del pequeno es 5 

y el del grande es 8 unidades. 8 L El numero es 8 o 6 . 82. El auto recorre % metros en 8 segundos. 


Ejercicios de la pagina 224 (seccidn 7.11.1) 

L(y-10) 2 . 2. (z-9)(z + 9). 3. (w + 2)(w -4). 4. x 2 -26. 5. (y + 4)(y-l). 6 (a + 3)(2a-l). 7. (4z + 3) 2 . 
8 . 5x(x + 5). 9. (y-l)(y-2). 10. 1L (a+7)(a + 1). 12. (z + ll)(z-3). 13. 8 z 3 (z + 2) 2 . 

14 3x 4 (x + 14) 15. 2y 2 (y-3)(y+3). 16 6(2x-5z + 3)(2x + 5z-3). 17. (w + 7-9z)(w- + 7 + 9z) 

18. (6y-5x-3)(6y + 5x + 3). 19. 6y 3 (3y+l)(y-2). 20. (4r-3)(r-4) 2L 2a 2 (3a 4 +28a 2 -9) 

2L (l2a-2b-5)(l2a + 2b + 5). 23. 5z 3 (z + 5)(z-7). 24 4y(y 2 + 9) 2 . 25. (x-6-4y)(x-6 + 4y). 

26 5x 2 (x-2)(x + 2)(x 2 +3). 27. (y 2 + 49)(x-6)(x + 6). 28.(h> 2 -8) 2 . 29. (3a-5) 2 (3a +5) 2 . 

30. -2a(a-ll)~. 31. »+(»+-3)(tv + 3)(3tv 2 -l). 32. w = l,w = 4. 33. x = 0,x = 7,x = -7. 

34 y = 0,y =-|-,y = 3. 35. z = 0, z = -3, z = 3. 36x = -j. 37. iv = 0, w = 3. 38. z = 2, z = -2. 

39. y = j,y = -f. 40. »v = 0, w = 12. 4L x = 0, x = 3, x = -3, x = x = {. 42. y = 0,y = 2,y = -2. 

43. z = 5,z = -5. 44 x = -4,x = 4. 45. y = 0,y = -j,y = |-. 


Ejercicios de la p^gina 228 (seccidn 7.12.1) 


Respuestas a Los ejercicios seleccionados 421 


3. (w 2 -2w + l)(w 2 +2w+2). 
5. 6y 2 {y-2)(y 2 + 2y + 4). 
8. (x 2 -9x + 6 )(x 2 + 9x + 6 ). 

vl (y - 2)(y + 2 )(y 2+ 4)(y 4 + 16) 

15. z(z + 3) 3 . 16. (3a- 8 ). 


1. (x-y)(x + y)(x 2 + xy + y 2 )(x 2 -xy + y 2 ). 2. (z 2 - 3z+5)(z 2 + 3z + 5) . 

4. (a -b)[a + b)(a 4 + a'b + a 2 b 2 + ab 3 + b*)(a 4 -a 3 h + aV - ab 3 + h 4 ). 

6 . (y-3)(/+3y+9). 7 . (z + l)(l-z + z 2 )(l-z 3 + z 6 ). 

9. (x - 3)(x 4 + 3x 3 + 9x 2 + 21 x + 81). 10. w 3 (tv-4) 3 . 

12. (w-2)(k- + 2)(w 2 + 2h- + 4)(w 2 -2w + 4) 13. (x-2) 3 . 14. (3x + 5) 3 . 

17. (4w + 9) 3 . 18. (5r-4s)(25r 2 +20rs + 16s 2 ). 19. (x+ ly+3)\ 20. (5x + 3y+7) Z . 

21. 8x 3 -12x 2 / + 6 xy 4 + /. 22. ( 6 a- 9b + 5)\ 23. (a + 6 ) 4 . 24. 9x 2 y 2 (z + 3)\ 25. (x + y+ l)(x + y-l). 
26. x 3 (y+if . 27. (5>--4) 3 . 28. (x+yf. 29. 16z 4 -8z 3 + 24z 2 -8z +1. 

30. (w» + 4)(iv 4 + 6 iv 3 + 16»v 2 + 16vv + 16). 3L(r+t+s) 3 . 32. (x-y+z-rv) 2 . 33.Elladodel 

segundo cubo mide 4 cm. 34. La diferencia de los volumenes de los cubos es 23,382 unidades cubicas. 35. El 
volumen de la esfera pequena es ^n cm 3 . 36. Los numeros son l y 2,o bien, -2 y — 1. 37. Los numeros son 0 

y 1, o bien, -1 y 0. 38. Los numeros son 4 y 6 . 39. La base del sistema es 3. 40. La base del sistema es 2. 


Ejercicios de repaso de la pagina 229 (section 7.13) 

1. 25x 6 + 35x 3 + 10. 2. 100x 4 -20jt 2 y- 24y 2 . 3 .a*-b*. 4. x 8 - 19x 4 + 70. 5. 144x 6 + 216x 3 + 81. 

6 . c*-2c 1 d 2 + d*. 7. 121x 2 -22x + 1. 8 . 4x 4 +12x 2 -7. 9. 25x 8 -y 4 . 10.4/. U.a"-b". 

12. w*-z 6 . 13. 4x 3 -27y 3 + 100z 3 + 4x 2 y - 26x 2 z - 17xy 2 + 156y 2 z + 35 xz 2 - 255 yz 2 +26 xyz. 

14. 56a 3 -288a 2 h+ 9a 2 + 204ah 2 + 12ab+ 24ac- 189b 3 + 46 2 + 166c + 16c 2 . 15. (7x+3y)(5x-y + l). 

16. b(5b-2)(b 2 -5). 17. (y-ll) 2 . 18. (4xy 2 -5z 3 )(4xy 2 + 5z 3 ). 19. a 4 (3a-5)(3a + 5). 

20. (9w 2 -8)(w + l) . 21. 64x 3 -96x 2 y + 48xy 2 +8y 3 . 22. 64r 4 + 48rV + 9y 4 . 23. ^(6c-5) 2 . 

24. -^(49x+l) 2 . 25. 4(3x + 2y + 5) 2 . 26. (a- 6 )(a + 6 )(a 2 + 36). 27. z = -2,z = 7. 28. y = 8 ,y = 9. 

29. iv = 13, w = -13. 30. x = 0,x = |,x = 31. y = - 1 -. 32. z = 0, z = y. 33. x = |, x = - j. 

34. w = 0,w = -|,»v = 8 . 35. a = -3,a = 3. 36.b = 3,b = -3. 37. x = ^. 38. y = -^. 39. iv = {. 

40. z = — 41. x = -3. 42.2 = -|j. 43. a = —y. 44 y = -y, 45. Los numeros son 6,7 y 8 , o bien, 
-3, -2 y -1. 46. El valor de £ es 3. 47. Los numeros son 5 y 7, o bien, -7 y -5. 48. Los numeros son 

10,11 y 12, o bien, -1,0 y 1. 49. El largo mide 7 metros y el ancho es 5 metros. 50. Si la hipotenusa mide 

5 unidades, entonces los lados miden 4 y 3 unidades. 51. Los numeros son -5 y 6 , o bien, 5 y - 6 . No hay mas, 
ya que cualquier otro numero deberla ser solucion de la ecuacion, la cual, por ser de segundo grado, solamente 
puede tener dos soluciones. 52. La diagonal mide 10 cm. 53. Los catetos miden 4 y 3 unidades. 54. Hay 
dos numeros que cumplen 15 y -15. 55. Los numeros son 6 y 7 , o bien y -18. 56. Toca el suelo 

2.5 segundos despues de ser lanzando. 57. Los numeros son 0,1 y 2, o bien, 2,3 y 4. 58. Los numeros son 

2 y 3, o bien, -3 y -2. 59. Los numeros son 9 y 7. 60. El ancho del rectangulo mide 3 metros y el largo 

5 metros. 6 L Los numeros consecutivos son 2 y 3, o bien, -3 y -2. 62. La base del sistema es 5. 

63. La distancia DC es 12. 64. Los numeros son -3 y -5. 65. Los numeros son 10,12,14 y 16. 


Capftulo 8 Expresiones racionales 
Ejercicios de la pagina 234 (seccidn 8.1.1) 

1. yj. 2. No est£ definida. 3. No esti definida. 4. 5. —jj-. 6 . -fj. 7. No estd definida. 8 . jy. 

9.^. 10. No estii definida. 1L 12.0. 13. |. 14. No est£ definida. 15. No esta definida. 

16.-i. 17.-f. 18.0. 19. No estd definida. 20. No estii definida. 2Ly = -5. 22.-i. 23. x = l. 


Respuestas a los ejerddos selecdonados 


24 x = f. 25. tv = 8 . 26. z = ~J. 27. w = 8 y w = * 28. t = t = -7. 29. y = f,y = -f. 30. z = 4,z = -4. 
3L h> = 2, w= 7. 32. x = l,x = 5,x = -5. 33. a = -3, a = 5. 34. x = l,x= 12. 35. w = -9, iv = -7. 

36. h = - 6 ,b = 10. 37.z = 6 . 38. a = -4. 39. z = -5,z = 7. 40. b = -10 ,b = 5. 4Lx = 12. 

42. r = -ll,r = 6 . 43. a = l,fl = 2. 44. z = 9,z = -9. 45. w = f,w = -f. 46.x = 2,x = f. 47. f = f. 

48. 2 = 0 ,2 = 3 ,2 = -3. 49. w» = 0, w = -3, w = 4. 50. x = -9, x = -3. 51. x = -j,x = 3. 

52. z = l,z = -j. 53. a = 0,a = 2,a = -2. 54. t = 0,t = -6,t = 4. 55. t = 0,1 = -f,f = 2,1 =-2,t = f. 

56. x = 5,x = -5. 57. x = -l,x=4. 58. z = - 9,2 = 2. 59. w = 7, w> = 3. 60. x = 1. 6 Ls = -4, s=10. 
62. r= -4. 63. t =-3, t = 5. 64 x = ^. 65. z = -j. 66 . Los angulos miden 105° y 75°. 

67. El numero es 7. 68 . Los angulos miden 36° y 54°. 69. El numerador es 7 y el denominador es 3. 

La fraccion es 70. Santiago iba a 85 km/h y Jeronimo iba a 65 km/h. 71. Los numeros son 20 y 25. 72. La 

velocidad de la lancha en aguas tranquilas es de 20 km/h. 73. La cifra de las decenas es 4. El numero es 45. 


Ejercicios de la pagina 238 (seccidn 8.2.1) 


L 3. 

12.^. 


2 . 1 . 

13. 


3 1 

3- 


4. JL. 

a-9 • 


5. A 

6+5 


w+1 


2(l+w)' 


14. 


b+2c 

d +4 ' 


15. 


Six 2 -2* 

16. A. 17. j3+3x - 7 


1 4<-9 

'* T*- 


8 . 


3a-4 


**-21-35' 


4(3a-lf 

18. 19. 


9. ^L-. 

3c+l 


10 . 

2+12 


20 — 

*+io- 


23. 

ii+7 


33.^. 


24. 

^ 34. x = 6 . 


25. 

3*+2 


26. 

2c-3 


27. 

w+3 


28. 

2J-3 


29 2jt +s 

x-2■ 


30. 

3i+4 


31. 


21 £±! 
Z1 * c+3' 

2h(h'+3) 


11 . 4 . 

x+7 

22 . -= 4 . 

r+2* 

32 -1=2. 
• sz * t+r 


w~7 

35. z = -7. 36. w = -4. 37. t = 6 . 38. x = -1. 39. s = 10. 4(1. z = 5. 41. w = -3. 

42. x = 3, x = -3. 43. El radio de la esfera es 9. 44. El numero es 36. 45. Los numeros son 2 y 4,o bien, 

-1 y 1. 46. La longitud de la arista es 2. 47. La fraccion es o bien, y. 


Ejercicios de la pagina 240 (seccidn 8.3.1) 

- . _ ... _ ... . . (x-8l(4-xt _ . 


L 

x+5 

x+3* 

a +3 
** a- 2* 

3. 4 . 

(«+-7f 

/. (*-»)(*-«) 
(x+-g)(z-2)(z+2)- 

5. 

c+3 

c-6* 

6. 

9x 2 . 

11. 

(w-4)(« 

z-2)( W -5) 

12. 

2x-3 

(3x+7)(5x-6) 

14. 

. l. 

15. 

16a 6 


|ht 2 -6h 

-8)(»-3) 


X 

(c-lf 




49c 4 

20. 

(w+4) 3 

2L 

x-10 

22. 

x’(r-7) , (x+7y , (r+12) 5 





(w-9)/ 

x+5 * 

(x+1) 7 (,^2) 3 (3x-4) 5 






«T x-7 O 1+2 n (2 x-5)(2*+5)(*+9) 2+2 

* «(»-<*)• • *(.+»)’ (x-2)(2x*+14x-45)‘ AU * *-S' 

16. 


?(x+3) 

17. ^ 

2 3 1I 3 


18. 4. 19. 

x+3 


(;-6)(;+5) 

(i-sf 


Ejercicios de la pagina 243 (seccidn 8.4.1) 


10 

19. 


2 . 1 . 


*(*-') 

X* -2 • 


(a-3)(a+2) 

(a+5)(a-l)' 


(<*-3)(*-g) 2 

(x+8)(2x+l)(4x+5)’ 


6. ^44 

x*+r 


(»r+2)(Hr+5) 

(rm-6)(w+4) 


8 . 


27. 


(a-6)(o*-6a+36) 

a*+6a+36 


1 L 

(*+5)(*+12) 
(z+4)(*-4) • 

12 . 4 . 

x+4 

13. 

7+7 

r+ 6 ' 

14. ( , '- 3 K'' +6 ) 

(r+2)(x+3)- 

15. 

1 

HM^IO 

20 . 

(a+5 ) 2 

2L 

C 

22 . 

1 

23. -4. 

w -12 

24. 

(5w+3)(»+7) 

a-5 

2 x(z+ 2 )- 

(ix+3)(2ix-5)’ 


28. 


(ix+8)(2ix-5)(ix-8) 

(tx+3)(w 2 -Uix-4o)' 


29. 


(2x+5)(r-8) 


(x+10)(j+6)(x+4)' 

Ejercicios de la pagina 245 (section 8.5.1) 


30. 


3(c+8)(c+6)(c-3) 
(c+-3^(c-2) • 


U-if Q 

(3x+2)(x+3)' * x 

16. 17. 18. <=+ 

(x+4)(x-7) **(»-8) *+« 

v o( a -3 f (i-2)(x-5) 2 (x+4) 

MM' {x . 3 f • 


1 M=1 
x+7 • 


J 3 IO 1 2 - 2x+ 2 

21 . 


2 g^ + gt- 9 X_Z_ 4/7-2 5 -x 2 -6x+ 9 ^-t* 

^ 6-z ■ A w-9* ^ ^ 3x-l ' 28-9 ' 

x J +2j-8 11 ix-4 11 1 ic s+10 


5x+4 

2x-5 


2z-3 


13. 14. 1. 15. 16. 17. 1. 18. 19. 


12 . 


22. 23. A - t - 7 . 24 

4* +10«+25 4x 2 +6x+9 z 3 +3z 2 +3z+l 

29. x = l. 30. z = 0,z = f 3L a = -5. 
del triangulo miden 4 y 3 cm. La hipotenusa mide 5 cm. 
37. Los numeros son 147 y 26. 


7 w* » JtJ. 9 y+i>-2 

'* 2 • ft-4 ■ 

c ; -10c-9 

(c+3)(c-7)* 


20 . 


10. 4a - & 

(a-2) 3 


(x+4)(2x+3)- 

-4r. 25.4^1- 26. x = -2. 27. z = 2,z = -2. 28. w = 2,w = -2. 

(w+4) 2 2(8<r’ -27) ’ 

32. a = -3. 33. Los numeros son 55 y 15. 34 Los catetos 

35. Los numeros son 6 y 8 . 36. Eran 4 personas. 





















































Respuestas a Los ejerddos selecdonados 423 


Ejercicios de la p£gina 249 (seccidn 8.6.1) 

1 -x 2 +llx-10 2 4 a -» 2r A ; 2 -2x+15 c lx f: w+1 7 ( a ~ 3 ) O -16c+14 Q 2; 2 -10;-34 

(*+2)(x-2) 1 (a-l)(«+l) - MX ,+ *)‘ (x-3)(i+3f ’ 1+2 ' w * 2 ' ' (a+sf (c+7)(c-ll)* * (z-8)(j-6) ’ 


10 . 


20r 11 2w 3 -6 J2, -*«-« ~24x 4 ^ ^-2^+49 X 3 -X 2 +24t ft £ 1 u ~ 2 / 


7. 12 . 


(r+l)(r-l)‘ * jw 2 + 3)(h^”3)* ( a +2){a-2f' 36x 2 -l' x*2 

19. -*-T. 20. *- 6i + 32 . 21 . 5c3+Mc2 : l<a r 81 . 22. . 23 . 0. 24. 


. . 16. 1 T* MI . 17. 6. 18. 

r -40 z - 64 *-y 


-le?+9a+*l 


w 1 -z 




MM 3 *®) 2 


(a+ 7)(a- 2)(a+ 4}(a- 6)' 


(a+5)(a-4)(a-2)(a+3)' 


25. 0. 


s*L 


24._ l _ 27 2<*+2c+«s 28 29 _ -ix+ss _ m 

(e-3)(c-«)(a + 7)' "** (4-*)(4+w)' (x+»)(x-4)(x-9)' M (2x+l)(x-5)(3x+l)' 

^7 fc; ] -6; 2 -13:+9 « -2a 2 -19a-12 

2j(x+3)(7x + l) ' *”* 2(a+3)(2a-3)(a+S)(2a-l)- 


31. 


(8x^l)(x-l) 
(3x + 2)(2j + l)(*-4)- 

34. tv = 4. 35.z = 10. 36. z = 8. 37. * = 8. 38. r = 6 . 39. w- = f. 
40. x = \. 4L c = 15. 42. a = -l. 43. * = -§. 44. z = f. 45. r = 4,r = -4. 46 . s = f,s = j. 47. x = -6. 

48. Los numeros son 8 y 24. 49. Las resistencias tienen una capacidad de 15 y 10 ohms. 50. Los numeros 

son 7 y 1. 5L Los numeros son j y 7 . 52. Los numeros son 3 y 6 . 53. La bomba grande la vacfa en 15 horas. 

54. Los numeros son 3 y 5. 55. Los numeros son 3 y 5. 


Ejercicios de la pagina 253 (seccidn 8.7.1) 


3._/_ 3y _l__i_. * x +ll-£. 


1. 2a-3. 2. 5c 2 -5c+10+^^. 

6. z 5 -2z 4 +4z 3 - 8 z 2 + 16z-32. 7. 9w 4 + 3h > 3 +w 2 + 7 ^+ 7 - 

10. 2z + 3 + ttt. 


* 3 * 3+ i* + ^ 

_ Xy 2 __ 

.r+1 


8. x -3x + 3x-3 + 


9. a 3 -5a 2 + 25a-125. 

13. 7z 2 + 7z + 7+ -V- 1 **- 14 . 

X 3 -X 2 +2 

17. -a 2 + a +1. 


2 X+ 3 - 11 . 2 y-3 + 7^7. 12. Sw -2 


14. a-4 + 2L. 

<1+4 


15. y 4 -4y 3 + 16/-64y + 256. 


16. -y -1 


18. iv 4 -5. 19. 2/-6x-2--^ r . 20. w 4 + iv 3 + w 2 + »v + l. 21. 3y-4 


22. 4b 3 -3b 2 + 2b + 1. 23. 2/ + 3/ - 2x + 4. 24. -4b 2 + ^b-§ + : 

26. z 2 -5z+6. 27. z 3 + 4. 28. 2w + 4+ . I^T 4 . 29. 4x 2 - Jt + 3. 


25. 4x 2 + 2x-3+- s *± 


3x 2 -x+2 


32. 2b 2 -6b + 8 . 


3L 2z 2 + 3z + l. 

35. 2/+3/-7/-x+- r - 5 ^ 2 —. 

5x‘-8x 3 +2x-1 

38. lb 1 + 8 b 5 - 46 4 -b 2 -1. 39. 10z 8 -2z 5 -llz 2 + 1. 


2 4ht 3 -3h' 2 +w-1 ’ 

33. 2w 4 -3vv 3 - 6 . 


30. 2y - 3y + 5 


34. y 6 - 8 y + 2- 


36. 10h ,5 -7iv 3 + 11h'-3. 


7/+5 /-4y-3 


37. 3a -5a + 2 a + la -4 + -V J — 1 

4 &T+6d-3 

40. 5/+ 8 /-12/. 


Ejercicios de la pagina 256 (section 8.8.1) 


1 . x* -ax 3 + a 2 x 2 - a 2 x + a* - 


3. z 3 -bz +b z-b 3 


4. a* -a 3 b + a 2 b 2 -ab 3 +b* 


2. y- 2 z. 

5. a 5 -a 4 b + a 3 b 2 -a 2 b 3 + ab 4 -b s . 6.c + 5d. 1. r 3 + sr 2 + s 2 r +s 3 . 8 ./-/y+ //-//+/y 4 -xy 3 + y 6 

9. 4iv 6 + 5w 4 z 2 +fiv 2 z 4 + J fz 6 +^ T . 10. 4ab -5b 2 --r 36 —. 11. 2x-b. 12. lw 3 + ^-wz-9z* 

4 16 4*r-3 z 1 9a 2 -lab 2 2 2^-3* 

13. 5a 2 b 3 + 3a 3 b 2 + 2 ra*b + Qa s + ' 6afc3 ■^fo 4 * 37 " ^ 14. 5a + b + c. 15. x 2 +2xy + 4v 2 

2aV-3a* 3 +4* 3 7 7 

17. 5a 3 + 10a 2 b + 3 ab 2 . 18. x 2 + y 2 +z 2 + xz + xy + yz 

20. 5x 2 y - 7xy 4 + 10 xy 2 + 20/ - 22/ + 

xjr 


4 16 

j3 


16. 3c 2 -2cd+d 2 + 

iS+a-M 1 

19. 36a 2 + 16b 2 + c 2 - 24ab - 6 ac - 4bc. 

2L 15r 2 + 8 s 2 + 22rs— 

6 r +n-2s 

24. 125/ - 76 yx 1 +15 y 2 x- y 3 + ~ xV ; 5 J t2/ . 


22 . m 2 + 3mn + 9n 2 . 

25. 16m 3 + 8 m 2 /i 2 + n. 


23. -ISr 2 * 5 ! 2 + 

26. -5ab s -3a 3 b 3 + 2a f b 


Ejercicios de la pagina 264 (seccidn 8.9.2) 


1. / + 2jc - 7 + -U-. 


Z3y-2—V. 3. 5z 2 + 2z-3. 4. 6 w - 3 - 6 tv 2 + 16w-16 + 5. x 4 - 6 ;r + 8 . 

x+3 * y-2 hn-1 

6. 2y 3 + 5y 2 -2y + 6 . 7. y 3 + 2y 2 + 4y + 8 . 8. z 2 -3z + 9. 9. *-3. 10. jc-3. 

1L w 3 + 2w 2 ~3w-2— 12. x 3 +x 2 + x- 6 . 13. -z 5 -4z 4 - 6 z 3 - 10z 2 - 2 Z -8 


32 

r-4* 


4_ 

















































Respuestas a los ejerddos selecdonados 


14. w 1 + 2w + 4+-*r. 15.4y 4 -3+-^. 16. a 3 -a 2 + a-l. 17. 2x 3 -3x 2 -x-10--^r. 

18. y 3 -4y 2 + 8y-3. 19. 6z 4 -2z 3 -5z 2 -4z-l-^. 20. z 2 -4z + 16. 2L -102. 22.0. 23.469. 
24. -73. 25. -12. 26. 1500. 27. -42 . 28. -66. 29. Sf. 30. Sf. 3L No. 32. No. 

33. Sf. 34. No. 35. Sf. 36. No. 37. (x-l)(;t + 3) 2 . 38. (y-2)(y+2)(y-8) 2 . 39. z 4 -18z + 81. 

40. (a-6)(a + 6)(a + 8). 4L (w-3)(w + 3)(w -7) 2 . 42. (jc + 7)(;c-l)(x + l)(;t-3)(;t + 3). 43. (y-S^y + l) 3 . 

44. (z-l)(z + l)(z-2)(z + 2)(z 2 +4). 45. (a-7)(a + l)(a 2 + a + l). 46. (>v-2)(iv 2 +2w + 4)(w-3) 2 . 

47. Los numeros son 7,8, 9 y 10. 48. El hijo recibira 48 pesos a la semana. 49. La base es 4. 50. Los numeros 
son -5,-4y -3;o -l,0y l;o3,4y5. 5L No es posible encontrar dos numeros enteros consecutivos tales que 
su media armonica sea igual a 2. 52. Tengo 3 hijos y sus edades son 2, 4 y 5 anos. 53. Los numeros son -2, 

-lyO. 54. La base es 8. 55. Las rafcesson: 1,2 y 3. El polinomio es (x-l)(x 3) = x* -6.x 2 + lLt- 6. 


Ejercicios de la pagina 267 (seccidn 8.10.1) 


ll. 


l-l 


-i 3 + 4i 2 -9 


2L 

30. a = -j. 


22 . 


12 . 

(ch-tMb-S) 


3. 2. 

. 13. 


* A- 5. y. 


jr+3 

3jt+7* 


_2 
2+6 

14 *=» 

2j-8 


6 . 2 . 


7. 


15. 4** 

2a-3 


16. 


(« + 4)(2^-34) 

(a-3)(2a 2 -2a+4l)' 

17. ^ 


8 . 

jr-2 


18. 2. 


O 46 

^ »• 

19. 

tv-4 


-4c+33 

3L w = 5. 


23- i- 


24. 


2a 3 -1 * 

32. * = 2,;t = 6. 


c J -3c-7' wt-3 

25. or = —6. 26. c = 4, c = 12. 27. w = -3. 28. z = 0. 

33 . y = -1. 34 z = 9. 35. c-f 


io. aci 

llx+2 

20. x + 4. 
29. 6 = i. 
36. s = -3. 


Ejercicios de la pagina 273 (seccidn 8.11.1) 


L ae(-«,0)u(j,®). 2.6 


6 e(l,f). 3. ce(-11,-3). 4 .re(-oo,2)u(f,oo). 5. 

7. ae(-oo,-l). 8. te(-5,3) 9. 6 g(-oo,0)u(2,°o). 

12. u>4= f—oV 11. 1 .1. 14 6i=l-ijA 15. 


ze(-»,8)u[f,»). 


6. iv g(-»,^)u(6,«>). 7. ae(-«>,-l). 8. te(-5,3) 9. 6g(-»,0)u(2,°°). 10. XG(l,y). 

LJ. ae(|4). 14 6e(-{,|) 15. C6(-*,§)u(f«). 

(-4,18]. 19. C6(fH]u(f,oo). 20. ze(-oo,l)u(21,oo). 


—mo7 w V u > /■ '• 

11. Z g (-°°,-3) u (t* 00 )- 12. we[Y,9). U. «»=V7>' 

16. ze(lf], 17. xg (-«,§] u (3, oo). 18. ivg (-4,18} 
2L z g (— 0 °,—l)u(j,oo) > 


Ejercicios de repaso de la p&gina 273 (seccidn 8.12) 


L a = -5,a = j. 


2. 6 = 1,6 = j. 

6. c = 0,c = 3,c = -3. 7.-* 1 ®- 

LL (a-l)(a 2 + l)(a 4 + l). 


(,-12)^- 

12. 6 4 + 6 3 +6 2 +6 + l 


3. z=f,z = -f. 4i = -^ 

8. 7a 2 6 2 - 5c 4 . 9. 4x 3 + 9y 3 . 

(8x+3y)(2*-3y) 


5. Z = 0, Z = -2, Z = f. 
10. z 4 -z 3 w+ -zw 3 + w 4 . 


13. 


(2x + 5y)(8x-3y)- 


16. 


2r 2 +2r-28 


17. 


MM 


w-M- 


IQ '+M 

TT’ 


20 . 


MM 


14 

2L Z = — y. 


15. 


HH-1 


22. w = 5. 


(r+5)(r-l)(r+l) - * 2(2/+l) ' x+1' * r-5 1 * (»-l)(«+7)' 

23. x = -y, x = 2. 24 z = -8, z = 6. 25. Los numeros son 6 y 8. 26. Los enteros son 1,2 y 3. 

27. Los numeros son 7 y y 28. Los numeros son 91 y 15. 29. La velocidad de la lancha es de 

60 km/h en aguas tranquilas. 30. Los numeros son 4 y 6. 31. Uno tarda 21 horas y el otro 28 horas. 

32. La base es 4. 33. El precio por caja es $42. 34 El abuelo tiene 70 anos. 35. Unatiene 

una resistencia de 6 ohms y la otra 12 ohms. 36. Tienen una resistencia de 120 ohms. 

















Capftulo 9 Radicales 

Ejercicios de la pagina 286 (seccidn 9.1.4) 


Respuestas a Los ejerddos selecdonados 425 




0 1 2 3 4 5 


01234567 



3 4 



5. 6sf5. 6 . 


0 2 


8 10 


7. 5>/6. 8. 12 Jl. 9. 9>f7. 10. I2\f5. 1L 8V2. 12. 22. 13. 3 V 2 I. 14. loVs. 15. 12yfe. 16. v'19630. 
17. 60^2. 18. 64n/2. 19. I& 9 J 2 . 20. 4oS. 2L 30. 22. 24. 23. 60. 24. 32. 25. 30. 26. 66. 27. 42. 28. 15. 
29. 40. 30. 132. 3L 840. 32. 324. 33. f. 34. f. 35. f. 36. 37. £. 38. f. 39. j. 40. f. 

41.4 42.1 43.1 44.1 45. 8 |a|c 2 . 46. |y+4|. 47. |y-9|. 48. llsv 2 |jc 3 |z 4 . 49. w + Jl. 50. |y + 7|. 

5L|z-8|. 52 .|x-n/ 3|. 53.15aWd 16 . 54x = -j. 55. s = -4, s = -±. 56. w = ± 57. z = 

58. y = -2. 59. iv = Jl ,= -v2. 60. 5 + 2sfe42. 61. -4 62. 26 - 8VlO. 63. 81y 2 -18yx/6 +6. 

64. 81z 2 - l&z\fs + 9zx/l5 -2\/l5 V5. 65. 4z + 4VzVlI + ll. 66. 49 *-injwsfc + 384. 67. 2 * -32. 

68. x-y-1. 69. El area del triangulo es de 24 cm . 70. La longitud es 49 cm. 71. Las longitudes 

de los lados son 7, \26 y v'89. 


Ejercicios de la pagina 292 (seccidn 9.2.1) 

I. 9* 2 . 2.2a 2 . 3.2. 4 2a 2 |6 3 |. 5. -cflJlO*. 6 . 4x 2 . 7. 8 . m/2. 9. 10. 2i 2 . 

I I 5 or hr 

II. \x 3 \ y 2 . 12. 4b\]2a 5 b 3 . 13. ( 6 c+ 7)’(4 +1) 27 . 14. (0.l)|b 3 |. 15. 4a 8 6 2 |c|>/c. 16. rW. 17.6 a 2 b. 

(»v 2 -2) 3 \j5z + 3. 23. 2ll2\a 3 \cyfc. 


18. yz 2 ^c. 19. 20 . 2 L jovV. 22 . 

24 * 4 y 8 ^r- 25. El interns que pagaban era de 7.18%. 26. La tasa de interes debe ser de 18.92%. 

La tasa de interns debe ser la misma. 27. Se necesitan 24 meses para duplicar los $30,000. Se requiere el 

mismo tiempo para duplicar cualquier capital. 


Ejercicios de la pagina 294 (section 9.3.1) 


1 - f if- 3.f. 4.1. 5.V7. «.#. 

16. 17. 

2 J 22+vil +2\33 -fN'3 24 


^4^ 4 _ N ,/g -2V3-10 -i* i«» ^+J2 


•»<1 -.10-2x15+9 ,'6+9 

LL. - 


7. f. 8 . ■£. 9. . 10. 1L 2j£. 12. jJ. 13. 

18. -8n/2 + 8>/3. 19.^. 20. 21. 8-3m/7. 


•12y3-f 6\'6-16v2-32 

37 


25.1+#* 26. [z-l)4z + l. 27. 


5-x 2 ' 


28. 


\'b- 4 


29. 


a+2 V 3a-*-3 
a-3 * 


34 v'4v-l + Viv + 3. 35. 


30. -2x + 2slx 2 +x-l. 3L 11-Vr. 

(.6^l)(vW+7-x2-2^) ^ 


32. 


(3z-3)(„SI+3x'i+l} 


-174-25 


33. 


10+6v‘H>+l+w 
8-*v 

(3x+l)(vV-6x/x) 


V+5 


37. 


(y-«f (mV -8y+16+x2y ! +2y-9 j 


(r-s) 2 


Ejercicios de la pagina 297 (seccidn 9.4.1) 

I. 5^4. 2. 2^3. 3. 2^3. 4 4^3. 5. 2^36. 6 . 5^. 

1L-|n/3-|. 12 . 13. \/8 — VlT. 

II . \c\JJab. 18. 4jr 3 yV. 19. 2 ^c 3 d 2 |e|. 


i4. 

x-16 


22 . 


(z + l)|z + \^j. 


23. 


(vx+6+2)(vx-6+2) 

x-10 


7. 13 V 2 7 . 8 . 9if?. 9. f >/ 6 . 10. yfc. 
15. -(»v + l)(7+V»v + 19). 16. sfz + 5-6. 

20. 2c*d s \[c. 2L (x + 6 )(>/x + v'8). 


24 25. 26. s[J+& + J^4. 
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xy 2 z 2 . 


28. 2 c*d 


*d , \j{ a +bf. 


27. xztf: 

32. Vz- v8. 33. -( V* + 5 - ^9) 34. 


29. 


H?*3Vx+9 


30 


(* 4 -3«)(V?+l/S) 

a 5 +6 


. 25 + 5\/a - 6 + ^(a-6) 2 . 3L ^v 2 -2^/iv + 4. 


Ejercicios de la p£gina 303 (seccion 9.5.1) 


L 2 V + 1. 2. 3.9(a + bf. 4. -W 5. —L-. 6.161/1. 7.^. 8. a*||> 3 |c“. 9.-^. 

2« |c | glv-Vi 2 II II 3<S(j2 

11. £. 12. ^-a‘|/> 3 c|. 13. rs 2 . 14. 4u 2 6 2 |c 3 |. 15. 3 x 3 y 3 z 2 l[z. 16. V5aVc J . 

18. |jc-3|Vjc 2 -25. 19. x 2 |/|Vz. 20. 4|c 5 |dV. 2L xtWf. 


10. —>*-r. 
2 5 « 4 |c B |»* 

17. 2(a-3) 


Ejercicios de la pagina 308 (seccion 9.6.1) 


h z = 2. 2. x = 512. 3. w- = 16. 4. x = 0, x = 8. 5. x = 2>/21,x = -2 n/21. 6. >- = -235. 

7. Z = -L * = --L 8 .a=f. 9. jc = 4. 10. jc = 6. 11. x = -■?•. 12.x = 4. 13. x = 16. 

14. y = */-|. 15. x = ^. 16. z = f• 17. »v = 64. 18. No tiene soluci6n. 19. t = v'14, t = -\/l4. 

20. a = 6. 21. y -2. 22.w = ll. 23. x = 5. 24 y = 36. 25. z = 25. 26. f = 2. 27. 6 = 3,6 =-3. 

28. z = 9. 29. w- = -7, w- = j. 30. x = 7. 31. 1 = 0,f = -2,1 = 8. 32.r = -j,r = ±, 


33.y = f,y = -f.34 


Planeta 

Distancia 

Periodo 


a 

t 

Mercurio 

0.387 

0.24 

Venus 

0.723 

0.61 

Tierra 

1 

1 

Marie 

1.52 

1.88 

Jupiter 

5.2 

11.86 

Satumo 

9.54 

29.47 

Urano 

19.18 

84 

Neptuno 

30.06 

164.81 


35. La distancia media de Halley al Sol es de 17.94 U.A. 


36. El otro cateto mide 12 cm. 37. El perimetro mide 17.73 metros. 38. El area de la esfera mide 4.836 m 2 . 
39. El area lateral del cilindro es de 5.0133 m 2 . 40. La altura del triangulo es de 4 cm. 41. El apotema del 

hexagono mide ^27 * 5.1%2 cm. 42. El radio del cono es 1.9544 metros. 43. El perimetro del triangulo 
es 8>/3« 13.856 cm. 44 La longitud de los lados de la piramide de Keops es de 237 m. 45. El largo mide 

30 metros, el ancho mide 5 metros y la altura mide 1 metro. 46. El numero mayor es 19. 

Ejercicios de la pagina 314 (seccidn 9.9.1) 

L 2^ + 5+/(7 + v'2). 2.0. 3.9/. 4.12 + 5/. 5.17 + 6/. 6.-7 + 17/. 7.24. 8.14/. 9.-2-4/. 

10.16 + 19/. VL -20 + 24/. 12 .11-2^/. 13.12 -iVi. 14 10x/5. 15.-13 + 4/. 16.8-38/. 17. -1 + 7/. 
18.52-131/. 19. -40 + 198/. 20.16. 21. 44 - 20 sfli. 22. ^ ~»+«*- 24 108 + 124/. 
25. 34 -188/. 26. -34 +155/. 27. 105 - 233/. 28. 169. 29. 85 -132/. 30. Re(2 - 10/) = 2, 

Im (2 -10/) = -10. 3L -10. 32. Re(33 + 26/) = 33, Im (33 + 26/) = 26. 33. Re(-71 + ll/) = -71, 

Im(-71+ll/) = ll. 34 Re(l56-156/) = 156, Im(l56-156/) = -156. 35. Re(f-f/) = f, 

Im(f-f/) = -f. 36. Re(f+fi) = f,Im(f+32/) = iI i 37. Re(V30 + 2-/^0 + />/6 )= x/30+2, 

Im(y / 30 + 2-/^0 + />/6) = -2x/5 + >/6. 38. Re(87) = 87,Im(87) = 0. 39. Re(^-2/) = ^,Im(^-2/) =-I 
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40. Re(f) = f,lm(f) = 0. 4L Re(269) = 269, Im(269) = 0. 42. Re(-42) = -42, Im(-42) = 0, 43.1m (ia-b) = a, 
R e(a + bi) = a. 44 Re(3-j)Re(5 + v/ 2 /) = 15,Re(3-i)(5 + V 2 i) = 15 + >/ 2 . 45. a)6i. b)-V3d. c) Vx 2 + li. 

Ejercicios de repaso de la p&gina 315 (seccidn 9.10) 

1.30. 2. 12Vll. 3. 28\'6. 4.105. 5. 240. 6.42. 7. |x + 2>/i|. 8. I6yjx w y 6 z u . 9. |5jc-5v2|. 10.^. 


12 . uVw 6 . 13. 


«M) 

23 * 


14 15. (6x + 9)sl6x-9. 16. T7-n/5. 17. ~^(5a + 2) -^(9a + 6). 

18. (8y-2)(7i0y + 8-V2y+6). 19. x = -2 20. a = 6 . 2Lx = 12. 22. z = 5. 23. a = -3. 24.6 = 15. 
25. El numero es 25. 26. Los numeros son 8 y 10. 27. El numero es 25. 28. Hay 17 metros entre el 


extremo del poste y el punto final de la sombra. 


27. El numero es 25. 

29. Las longitudes de los lados del triangulo son 10 ,8 y 6 . 


Capftulo 10 Ecuacidn general de segundo grado 
Ejercicios de la p&gina 321 (seccidn 10.1.1) 

1. y = 2, y = -18. 2. x = -1, x = 9. 3. z = -1, Z = 5. 4. iv = l,iv = 4. 5. y = -2, y = 12. 6 . a =-3+ v'43, a = -3- \ ; 43. 
7 -2 = -i + ^^ = -ni->S- *."-1,*—9.x—J+>/2,x—J->£. 10.y—}+jV5.y = -i-fV5. 
1L w = i w = {. 12.x = -9. 13. a = f,a = -l. 14. x = r+iv’10,x = j-±v'l0. 15. a = l+^-,o= 1-^. 

16.2 = 13,2 = 1. 17. s = 1,s = -4. I 8 . y = |,y = -i 19. 2=3 +^,2 = ^-3. 20. y = %^,y = ^%^. 

2L ^ = = 22. x = V7 + ^,x = 7?-^. 23. a = -f+>«—#24. 2 = V 8 + ^, 

2 = V8—25. No tiene solucion. 26. s = -j+^v'5 ,s = -{-{\/5. 27. 2 = 12. 28. z = -j,z = -2. 29. x = y. 

30. w = -^+^Vl3,H’ = —j-jVl3. 3La = l,a = 17. 32. x = -9,x = 4. 33. No tiene solucion. 34 w = —j*, 

iv = 3. 35. y = —y = 1. 36. x = -1. 37. El numero es 5 o -4. 38. La cartulina original tenia 14 cm de lado. 

39. La base es 8 . 40. El largo debe disminuir 4 m y el ancho debe aumentar 3 m. La fuente tendra 12 m 

de lado. 41. La roca tarda 5 segundos en caer. 42. Los numeros buscados son 10 y 12, o bien, -12 y -10. 
43. Los numeros son 30 y 32. 44. El numero es 18 o 12. 45. Los numeros son 6 y 36. 46. Los 

catetos miden 36 y 77 cm. 47. El numero es 9. 48. El numero es 144 y su ralz cuadrada es 12. 49. El numero 

es 24. 50. Los numeros son 6 y 8 . 

Ejercicios de la pagina 331 (seccidn 10.2.3) 

1. x = 8 ,x = -12. 2.y = l,y = j. 3. z = 76 ,z = -\/ 6 . 4 w = 7. 5. No tiene solucion. 6 .x = l,x = |. 7. y = 5. 
8. w = w = 9. y = |,y = -j. 10. z = -y ,2 = 11. x = 1, x = 7. 12. a = -l,a =-|. 13. x = -{. 

16. w = - j, w = 17. x = 57t ^ 329 , x = 

19. No tiene solucion. 20. iv = 5,w = 8 . 21. s = -jf, s = 12. 22. z = 5, z = --j- 


14 No tiene solucidn. 15. No tiene solucion. 16. »v = -^,w = -|. 17. x = 57 ' 1 '^ 329 , x = 57 ^ 329 . 18. y = |. 

2L s = -f,s = 12. 

24 x = ~ v2+ 4‘ <v2 , x 25. y = |,y = -2. 26. w = f,tv = . 27. *—75. 

29. a = 6, a = -jy. 30. »v = 12, »v = 3L w>= 75, w = -75. 32. y = 2,y = _2. 


34 z = -#,z = -7i. 


36. y = --L, y = {. 37. No tiene solucion. 38. x = 


24 • — z 3 - 

23. a = ~“-,a = 5. 
28. x = 4, x = —f-. 
33. x = f,x = -4- 

-177+ul78S9 


% 


-177-.178OT 

X =- 5 - 

% 


2 ’ — va= lo» a= »"• 

39. y = 21 6 ' - 40. El numero mayor es 11. 41. Los numeros son 6 y- 8 . 

42. Tiene 32 nietos. Su edad es % anos. 43. Inicialmente eran 20 alumnos. 44 La base es 3. 

45. El numero es 4. 46. La base es 5. 47. Los numeros son 10 y 11. 48. Son 20 alumnos. 49. El primer 

dfa eran 8 personas y el segundo 12. 50. El numero es 8 , o bien, 5L Armando tiene 7 hijos. 52. Los 

enteros son 4 y 5. 53. El area del cuadrado es 48 + 32sjl unidades cuadradas. 54 Compro 20 pencas. 
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Ejercicios de la pagina 337 (seccidn 10.3.3) 


1. Los catetos miden 6 y 8 metros. 2. Los catetos miden 33 y 56 unidades. La hipotenusa mide 65 unidades 

3. Los lados miden 144 metros, 17 metros y la hipotenusa 145 metros. El area es 1224 m 2 . 4. El proyectil nunca 

alcanza una altura de 49 metros. El proyectil toca el suelo 3 segundos despu 6 s de ser lanzando. 5. Hay dos 
puntos que satisfacen. Uno esta aproximadamente a 7.38 metros de A y a 4.62 metros de B. El otro esta sobre la 
prolongation de la recta en la direction AB a 32 metros de A y 20 de B. 


Ejercicios de la pagina 344 (secci6n 10.4.1) 


L No tiene solution. 2.weR. 3.6eR 4 yeR 5 . ae(-<»,-2)u(l,»). 6 . we (-1,4). 7 . xe (- 00 ,-3)u(3,<») > 
8 . ae(-“,3)u(5,®), 9. y e(- 00 ,^ z r i )u (-^y^-, 00 ). 10. No tiene solucion. 11. we [-11,1]. 12. xe(-4,-3). 

13. ye (-4,4). 14. z e [-10,-2], 15. No tiene solucion. 16 . ye(-oo,-5]u[8,oo), 17. No tiene solucion. 

18. we (-9,-2). 19. we(-»,-2)u(l,°°). 20. No tiene solucidn. 2L ze(-°°,-2)u(-2,«>). 

22. re [-1-2^,-1 + 2^]. 23. re (-00 -I]u[|, 00 ). 24. ze(-«,^#]u[^,ee). 25. xe (-«o,-l)u(l,4]. 
26. we [-7,-2) u (-2,5]. 27 . Jte (- 00 ,- 5 ). 28. x e (-9,-5) u (-2,6). 29. xe(^»,~f)u(-±-,^)u(6,»). 

30.xe(-2,-i)u(4,9). 3L xe(-oo,_«)u(-l,{)u(2,oo). 32. xe[-j,2)u[4,5). 

33- xe(4,i]u[|,f). 34 . re(- 00,1 -^ 5 ) u (1+75, 00 ). 35. xe(-10-5->/5)u(-5 + 75,2). 

36. ze(-oo,l + ^]u[2+v'2,oo). 37. re (-•?.“). 38. se ( 2 -72,2+72). 39. we(-3-^,-2 , 

40. Rosita tiene 15 anos o mas. 4L El numero debe estar en (-°°,3- 7l0)u(0,7l0 + 3). 42. La marialuisa 

puede tener a lo mas 3.5 cm de ancho. 43. El radio del circulo pequeno debe ser 0 < r < 3. 


Ejercicios de repaso de la p&gina 345 (seccidn 10.5) 

L y = ll,y = -ll. 2. y = 4, y = - 4. 3. x = -3. 4. z = -|,z = l. 5. n = l,n = — 6. y = y, y = ~|. 7. w = -|, 
w = -y. 8. No tiene solucion. 9. x = -1 + ^, x = -1 - 10. y = -7,y = 2. 11. z = 8, z = -8. 12. r =36, r = 6. 
13. r = 10,r = -j. 14. z = ^,z = l. 15. x = 15,x = -15. 16. y = ^f^-,y = ^£. 17. a =f + = 

18. No tiene solucion. 19. w = f,w = -§. 20. y = 4,y = -4. 2L y = j, y = —|. 22. w = 6 23. x = 0, x = ^. 

24. x = 2, x = -2. 25. ye (-°°,-5]u[8,oo). 26. ye(-^f^,2o). 27. xe[-{,{]. 28. xe(-9,-2). 29. z e [ 4 + 751,15]. 
30. xe(-ij). 3L we(-oo,-7)u(l,oo). 32. z e(l,ll)u(-16-%^67,-16+v'267). 33. xe(-2,oo)u(-4,-3). 

34. xe (- 6 , 00 ). 35. se(-ool)u(2,ao). 36. ze(-oo,^”)u(^-,7)u(7,^«). 37. El numero es 15 o -16. 

38. Se necesitan 100 metros de alambre. 39. El otro numero es 7, o bien, —7. 40. Los numeros son 6 y 8. 4L El 
diametro del circulo grande es % unidades. 42. La base mide 4 cm. 43. El lado mide 4 metros. 44 Los numeros 
son 0 y l,o bien, -1 y 0. 45. Los mimeros son 5 y 15. 46. Los numeros son 5 y 8. 47. Los lados del rectangulo 
miden 15 y 10 metros. 48. Comprd 12 nardos a $0.50 cada uno. 49. Ancho: 28 metros; largo: 84 metros. 50. El 
largo mide 25 metros y el ancho 15 metros 5L El perimetro es 1672 cm. 52. Debera hacer a lo mas 4 aumentos 
53. Lassolucionesson:x = 5,x= 1. 

Como respuesta puedo decir 
que toda mi vida te he de extranar 
y que si tuviera 5 vidas,en todas 
te voy a anorar. 
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Capftulo 11 Sistemas de ecuaciones 
Ejercicios de la pagina 350 (seccidn 11.2) 








Ejercicios de la pagina 353 (seccidn 11.2.1) 

1. x = -—■>y-~ 43. 2. a = j,y = j. 3. No tiene soluci6n. 4. w = -3, z = -5. 5. r = 8, s = 5. d. No tienesolucitin. 
7. c = 42,d=0. 8. a = -11,6 = 5. 9. 2 = ^^. 10. No tiene solucidn. 1L a = -5,b = -y. 12. x = -9,y = 7. 

13. No tiene solucion. 14. = 6, z = 3. 15. w arbitrario, z = 16. c = 4,d= 1. 17. a = 4, b = 3. 18. s=12,r = 3. 
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19. / = 12, w = 3. 20. w = l,z = -S. 21. a = 4,6 = 7. 22. a = -±b = ^. 23. vv = -4,z = -3. 24. x = j,y = j. 25. r=f, 

s = |. 26. x = 3, y = 7.27. a = -8, b = -4. 28. a = 12, 6 = 8. 29. x arbitrario, y = -|x + 6. 30. c = -1, d = 2. 3L t = 9, 
w = 7. 32. r = |, s = j. 33. / = -2, iv = j. 34. Hay 45 gallinas y 15 borregos. 35. Uno de ellos gana $90 al dfa y el 
otro $87 al dfa. 36. Los numeros son 7 y 6. 37. El sistema no tiene solution. 38. Tienes 39 anos y tu papa 

tiene 73 . 39. El kilo de huevo cuesta $5 y el de jitomate $3. 40. El papa dio 8 vueltas a la pista y el hijo 3. 

41. Llevaba 10 ramos y la licuadora cuesta $66. 42. El paquete tiene 12 huevos y el costo es $3.90. 43. Es un 

cuadrado que mide 16 unidades de lado. 44. Los angulos miden 70° y 90°. 45. Hay 295 hembras y 228 machos. 

46. Los sumandos son 21 y 28. 47. Los numeros son 2814 y 201. 48. Hay 64 botellas de j litro y 104 de - de litro. 

Ejercicios de la pagina 358 (seccidn 11.3.1) 

L x = 11,y = 3. 2. a =5,6 = 1. 3. x=|,tv = f. 4c = -2,d = 3. 5. x = 0,y = 7. 6. r = £,s = f. 7. u = 1,1 = 1. 
8. w = 3,z = 2. 9. z = -£,w = -2& 10. x = j,y = 3. 11. x=y,y = 4. 12. a = £,d = y. 13. w = ^, z = ^-. 

14. x = 4,y = -3. 15. a = i,6 = f. 16. x = f,y = f. 17. c = 6,d = -l. 18.w = -7,y = 0. 19. t = -6,u = -5. 

20. x = 1,y = 5. 21. x = 0,y = 0. 22. x = |,y = 6. 23. c = -|,d = -8. 24 x = -£,y = £. 

25. a = £, 6 = 6. 26. f = -5, a = 21. 27. x = f L ,y = j f. 28. x = f,y = £. 29. r = -50,s = -100. 30. >v = l, 

Z = 1. 31. x = 28, z = 36. 32. x = -12, w = 18. 33. a = 4, b = -5. 34 w = -j, z - -2. 35. c = j-, d = -y. 

36. x = y,y = y. 37. x = 12,y = 15. 38. x = 0,y = 0. 39. a = 12,6 = 5. 40. Numerador L.,denominadory. 

4L La temperatura ambos dfas fue de 11° C. 42. Los numeros son 2 y 43. El niimero es 44 El 

numerador es 1 y el denominador es 9. 45. El numerador es 3 y el denominador es 5. La fraction es |. 

46. El menor es 19 y el mayor es 114. 47. Uno a porta inicialmente $15,500 y el otro $11,620. 48. Luis tiene 

10 monedas de 10 centavos y 7 monedas de 20 centavos. 49. Rosa tiene $57 y Julia $18. 50. Cada naranja 

cuesta $0.25 y cada toronja cuesta $0.75. 5L El numero es 77. 52. El numero es 88. 53. Los 

numeros son -y = 30.75 y y = 30.5. 

Ejercicios de la pagina 363 (seccidn 11.4.1) 

t x=-j,y = |. 2. x = j,y = |. 3.0 = 33,6 = 94. 4r = -j,j = 2. 5. a arbitrario, b = 3- la. 6. iv = 4,z = 0. 

7. y arbitrario, x = y-6. 8. x = ll,y = 19. 9. x = ^,y=y. 10. a = -14,6 = 84. 11. r = 5,f = -y. 12. s = j,r = 5. 
13. w = -}, z = {. 14. r = |,y = - j. 15. r = -|, t = -3. 16. x = 0,y = - j. 17. o = -y,6 = y. 18. x = -5, y = -8. 

19. r = -3, t = 7. 20. x = -2,y = 10. 2Lo=2,6 = 2. 22. x = f,y = -f. 23. h- = -{,z = 1. 24r = |f = -i 

25.0 = 2, 6 = 3. 26. x = 0, y = 12. 27. ,v = -|^,r = ^-. 28. s = 9,t = 49. 29.0 = 42,6 = 31. 30. c = -7,d = 5. 
3L x = 3, y = 9. 32. x = -12, y = 14. 33. x = y, y = 34 La densidad de la leche es 1.03 y la del vino 

es 0.991. 35. Los lados del triangulo miden 3,4 y 5 metros. 36. Los lados del rectangulo miden 3 y 6 cm. 

37. El numero es 62. 38. Hay 42 personas que ganan $30 y 33 personas que ganan $35. 39. La densidad del 

plomo es 11.35 y la de la plata es 10.47. 40. El largo del rectangulo mide 32 metros y el ancho 24 metros. 

4L La densidad del aceite de linaza es 0.94 y la del aceite de oliva es 0.92. 42. No existe ningiin numero de 

dos tifras que cumpla con las conditiones del problema. 43. El sistema de ecuaciones tiene una infinidad de 
soluciones u arbitrario, d = u + 2. 44 La densidad del cristal es 193.41 y la del vidrio es 145.11. 45. El 

dfgito de los decimos es 4 y el de los centesimos es 2. La densidad del corcho es 0.42. 

Ejercicios de la pagina 367 (seccidn 11.5.1) 

L a = 2, 6 = 4. 2. c = 5, d = 5. 3. x = 3,y = -2. 4 x = 4,y = 2. 5.w = 6,z = 7. 6. r = i,y = -{, 7. a = -4, 

c = -2. 8. x = |, y = |. 9. s = -2, r = 3. 10. a = -4,6 = 5. 11. z = ^,w = —j. 12. c = -7, 4 =-6. 13. x = ^,y = |. 
14 x = 7 >y = -" 7 - 15. r = 8,s = 1. 16. iv = -y, z = -y. 17. x = 3,y = -3. 18. r = 6,s = -2. 19. z = 9, w = -5. 

20. x = -4,y = -4. 21. r = 9,s = ll. 22. w = -6,z = 8. 23. xarbitrario,y = yy. 24 a=^,6 = -y. 25. Los 

numeros son 3 y 2. 26. La fraction es y 27. Las fracciones son L y 1. 28. Los numeros 
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son 8 y 5. 29. Los digitos son 2 y 3. 30. Los lados del rectangulo miden 2 y 3. 31. El perro de 

Juan recorre 6.5 m/seg y el perro de Ricardo recorre 7 m/seg. 32. Los catetos miden 4 y 6. La hipotenusa mide 
2\[l3. 33. El numero es 56. 34. El volumen del prisma es 144. 

Ejercicios de la pSgina 373 (seccidn 11.6.1) 

1.x—2,y-1,4—3. 2. * = 5,y = -5, z = 2. 3. x = 6,y = -3,4 —4. 4. x —±y -£,z —£■ 

5. 6. * = 8, y = 5, z = 7. 7. x-l.y-10.4-12. 8. x-i.y-g.4-f. 

9. x = 0, y = 0, z = 0. 10. jc = f, y = 4z = -^. tL x = \,y = \,z = -j. 1Z x = {,y = \,z=j. 

13. x = x,y = -jx,z = -3x. Tiene una infinidad de soluciones. 14. No dene solucion. 15. No dene solucion. 
16. El area del triangulo es 24. 17. El ano en que ocurrio la anecdota es 1908. 18. El volumen es 72 cm 3 . 

19. Los angulos del triangulo miden a = 35°, = 70°, y = 75°. 20. El numero es 569. 2L El numero es 359. 

22. Lucrecia no quiere que Ruben le llame. 23. El area de la superficie es 486 cm 2 . 


Ejercicios de la pagina 380 (seccidn 11.7.1) 


1. x = j,y = j. 2. x = -8, y = -6. 3. * = 9, y = -7. 4. x = -3,y = 5. 5. x = -2,y = -5, z = 1. 6.x = 7,y = -7, 

z = 4. 7. x = 5,y = l,z = 3. 8. x = 0,y = -6,z = 4. 9. x = -i^,y = J ^,z = §. 10. x = -7,y = 5,z = 1. 

1L x = -j,y = j,z = ~j. 12. x = -6 ,y = -9,z = -3. 13. x = -f^,y = -^,z = ^r- 14. x = ^,y = -j,z = -f- 


15 r=^u = - J -7 = 
A3, x ,j,y x ,z 


_ 285 

52 1 


16. Luis se comio f de pizza, Pedro se comio ^ de pizza y Ernesto se comid ^ de 


pizza. 17. El kilo de platanos cuesta $2, el de papas cuesta $4 y el litro de aceite $6. 18. Es un 

triangulo equilatero cuyo lado mide 11 metros. 19. Los dfgitos son 3,4 y 5. 20. Los catetos miden 3 y 

4 cm y la hipotenusa mide 5 cm. 21. El numero es 369. 22. Los sumandos son 2,4y 5. 23. Arqufmedes 

nacio en el ano 282 a. C. 24. El hijo de Jaime recibira $447. 25. La altitud del monte Everest es 8880 m. 


Ejercicios de la pagina 383 (seccidn 11.8.1) 

1. FeCl 2 + 3NaOH -» Fe(OH) } + 3NaCl. 2. 4 Fe + 3 0 2 


2 Fep y 


4. NaHCO i + NaH 2 PO A 


Na 2 HP0 A +H 2 0 + C0 2 . 

6. Zn + 2HCl ZnCl 2 + H r 7. 2 CuO 

9. 4 HCl + MgO+ MgCO i -»2 MgCl 2 + 2Hp + C0 2 . 

1L C i H l7 N i + 6 Hp -» 6 HfO + 4 NH y 12. CaCO } 


calor 


2Cu + Q, 


3. 2C 2 H 2 + 50 2 -» 
5. 3 H 2 + Fe 2 Q 3 


4C0 2 + 2 H 2 0. 
->2Fe + 3H 2 0. 


8. NH } + HCl NH A Cl. 
10. 3Pb° + 20 2 -» Pb } 0 4 . 


14. 2 NaOH 


Na 2 0+H 2 0. 


15. 2Na+2Hp- 


-> CaO + CO r 
2NaOH + « 


13. KClO i + 6 HCl 


■ 3H 2 0 + 3Cl 2 + KCl. 


Ejercicios de la pagina 389 (seccidn 11.9.1) 

1. x = 0,y = -4,obienx = 4,y = 0. 2. x = ^. >y .•*&£. o bien * = *^,y = 3. x = -±+±^305, 

y = j i + j i -j305,obienx = -j i -j;>j305,y = j i -j i \l305 . 4. x = { + f\/l7,y = f + j\/f7,o bien x = j-f\/l7, 

y = Y~i^l7- 5. x = -j+£V57,y = -£— ^V57,obien,x = — j--^\Z57,y = jj+-£-\/57. 6. x = -1, y = 1. 

7. No tiene solucion. 8. x = -12 + 2\/31,y = -32 + 6>/31,o bien x = -12-2\/31,y = -32-6>/31. 

9. x = -^-^v'61,y = f+ ^v61,obien x = -^+^v'61,y = f-^ n/61. 

Ejercicios de la pdgina 392 (secci6n 11.10.2) 


6. x<4,y<l. 7. 


a 

10 

9 

8 

7 

b 

4 

3 

2 

1 


2. x< 13,y>-3. 3. x<-3,y>2. 4. x>5,y<-f. 5. x<^,y>\. 

x<-j,y>j. 8. x>l,y>6. 9. j: < —-ff, y < -ff . 10. Hay 4 rectangulos posibles 

11. El menor numero es 26. 12. Hay tres posibilidades: 62,71 u 80. 13. El cateto 
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menor mide 8 cm y el mayor 15 cm. 14. Los lados del triangulo isosceles miden 7,7 y 1 unidades. 15. El papa 
tiene actualmente 30 anos y el hijo 12. 16. Puede haber hasta 24 camarones y hay por lo menos 131 ranas. 

17. El unico rectangulo que cumple las condiciones tiene dimensiones a = 3, i = 5. 

Ejercicios de la pagina 395 (section 11.10.4) 



Ejercicios de la pagina 399 (seccidn 11.10.6) 


L El maximo es 6 y se obtiene en el punto (0,2). 2. Deben fabricarse 175 sillas normales y 25 de lujo. 

3. Tenemos que fabricar 3 del primero y 28 del segundo. 4. En este caso hay dos vertices donde se alcanza el 

maximo, 800. De hecho, en todo el segmento que une a los puntos (30,10) y (20,20) la funcion objetivo vale 800, 
as! que se pueden utilizar diversas combinaciones de tiempo en las maquinas para lograr este maximo. 

Ejercicios de repaso de la pagina 399 (section 11.11) 

L jc = jj,y = . 2.y = {,w = y. 3. a = \,b = j. 4. x = a + 2c,y = a + 3c. 5. x = \a,y = yfl. 6. r = 6, 
s = 7. 7. No tiene solution. 8. r- -5,1 = 4. 9. w= -2,z = -l. 10. x arbitrario, y = 11. a = -8, 
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b = ~ 7- 12. r = f,s = i 13. x = ^y = \z = \. 14. x = %,y = -%,z = -%. 15. x = 5,y = 5,z = 3. 16. x = l,y = 0, 
Z = 5. 17. or = 6, y = 6, z = 6. 18. x = j,y = -1, z = f. 19. El numero es 95. 20. El niimero es 93. 2L El 

numerador es 8 y el denominador es 9. La fraction es |. 22. Los sumandos son 14 y 11. 23. Hay que tomar 

300 ml de cada una. 24. Ca 3 (^P0 4 j 2 +3H 2 S0 4 -*2H ) PO i + 3CaSO i . 25. 2S0 2 +0 2 -*2S0 y 26. Einstein 

murid en 1955. 27. El primer obrero lo harfa en 15 dfas, el segundo en 30 y el tercero en 20. 28. Las 

resistentias usadas tem'an una capacidad de 24 y de 12 ohms. 29. Los lados del rectangulo miden 5 y 30 cm. 

30. Son 25 gatos y costaron $30. 3L Los numeros son 144 y 60, o bien -144 y -60. 32. El numero es 88. 
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pendiente de una, 131 
Rectdngulo de oro, 334 
Redito, 288 

Reduccidn de expresicnes radicales, 295 
Regia 

de la potencia de un cociente, 240 
para dividir expresiones racionales, 241 
para expresiones racionales, 239 
para resta de polinomios, 177 
para suma de polinomios, 176 

para sumar expresiones racionales con el mismo denominador, 
244 

Reglas para dividir dos polinomios, 251 
Resistencias en paralelo, 250, 400 
Resolucidn 

de una desigualdad, 145 
de una ecuacion, 111 
de una ecuacion polinomial, 204 
Resta de polimonias, 175 
Restricciones, 397 


S 

Segunda ley de Newton, 103 
Semiabierto, intervalo, 84 
Signos de la multiplicacion, leyes, 54 
Simplification de expresiones 
algebraicas, 108 
racionales, 235 

Sistema(s) de numeraci6n, 21, 206 
binario, 30 
decimal, 26 
hexadecimal, 38 
Sistemas de ecuaciones 
metodo de determinantes, 374 
metodo de Gauss, 370 
metodo de igualacion, 351 
metodo de reduccidn, 356 
metodo de suma y resta, 356 
metodo de sustitucidn, 360 
otros, 364 

Solucidn general de la ecuacidn general de segundo grado, 
324 

Subconjunto propio, 6 
Subconjuntos, 5 
Suma de polinomios, 175 
Suma y resta de expresiones racionales 
con distinto denominador, 246 
con el mismo denominador, 243 
Suma, propiedad de la, 112 

T 

Tasa de intends, 288 
Teorema 
de Pitdgoras, 275 
del factor, 259, 263 
del residuo, 263 
Terminos, 107 
de un polinomio, 162 
semej antes, 107 
Tiro vertical, 206, 216 
Trascendente, numero, 79 
Trinomio, 162 

Trinomios cuadrados perfectos, 211, 219 

U 

Unidades astronomicas, 304, 308 
Unidnde conjuntos, 9 
Universal, conjunto, 5 

V 

Vacio, conjunto, 3 
Valor absoluto, 82 
de un numero, 45 
Variable, despliegue de una, 111 
Variables, 161 
Venn, diagramas de, 5 
Volumen 

de un cilindro, 107, 138 
de un cono, 109, 138 
de un gas, 109 
de un prisma, 170 


Desde su edicibn original, el objetlvo de este texto ha sido el de mostrar que el 
algebra, desde su nivel basico, es una herramlenta muy util para el estudlo tanto de 
otras areas de la propia matematica como de otras cienclas. 

En esta tercera edicidn se han agregado nuevas secciones y muchas se han 
aetualizado, con la Intenci6n de mejorar el llbro y de satlsfacer la mayor cantidad de 
necesidades y expectativas de profesores y de estudiantes. Ademas esta edicidn 
incluye un software Interactive que despertara un gran Interbs en los lectores. 

La forma en que se presentan los temas propicia en el lector la habilldad de 
traduclr al lenguaje algebraico los problemas planteados en lenguaje ordinario y 
manlpular de manera correcta las variables y los numeros. 

Para motjvar la presentacidn y desarrollo de los conceptos y mbtodos del algebra, 
cada seccldn Inicla con un problema cuya naturaleza varia de acuerdo con el tema; 
algunos tratan sobre ffslca. otros sobre qufmica. economfa e incluso astronomia Las 
secciones no son extensas con el fin de que los conocimlentos recibn adquiridos 
puedan aslmllarsey ponerse en practica de inmediato. 

Practlcamente todos los capitulos finalizan con dos secciones: Resumen y 
Ejercicios de repaso; ambas permiten reafirmar lo aprendido y propician una 
refiexidn sobre los temas y problemas expuestos. A lo largo del libro se aprovecha la 
Intuicidn geombtrica y se muestra la vlnculaclon de la geometria con el algebra. 

Los mas de 3750 ejercicios y problemas de que consta el llbro ofrecen al 
profesor la oportunidad de seleccionar una buena cantidad de ellos para trabajar en 
clase, dejar otros para que el estudiante los resuelva de manera individual, y todavia 
tendra a su disposlcibn material suficlente para preparar los examenes respectivos. 
Mediante una selecclbn adecuada de los temas puede ser usado desde el nivel de 
secundaria hasta el primer afio de dlversas carreras universitarias. 


PEARSON 


Visi'tenos en: 

www.pearsoneducacion.net 

































